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SOLUTION  DTJN  PROBLÈME  D'ANALYSE; 

I 

Par  Jmeph  LIOFVILLE. 


1  •  Soient  x  une  variable  indépendante  comprise  entre  denx  limites 
réelles  x,  X,  et  (p{pc)  nne  fonction  de  x  déterminée,  mais  inconnue, 
qui  ne  devienne  jamais  infinie  lorsque  x  croit  de  x  k  X.  Cela  posé, 
le  problème  que  je  veux  résoudre  est  le  suivant  :  quelle  doit  Atre  la 
valeur  de  la  fonction  ^  {x)  pour  que  Ton  ait  constamment 

(i)  y*^  a^{x)dx  =  o, 

n  étoat  un  quelconque  des  nombres  entiers  0,1^2,  5,...?  Je  dis 
que  la  fonction  ^  (x)  qui  résout  ce  problème  est.  identiquement 
nulle,  en  sorte  que  Ton  a  f(a:)='o  depuis  ar:=x  jusqu'à  xssX. 
En  effet,  si  la  fonction  ^(^)  n'est  pas  nulle  depuis  x  =  x  jusqu'à 
jcrssX,  il  fout  que  dans  œt  intervalle  elle  change  de  signe  un  cer- 
tain nombre  de  fois,  sans  quoi  les  éléments  de  l'intégrale  placée  au 
premier  membre  de  l'équation  (i)  seraient  tous  de  même  signe  et  ne 
pourraient  avoir  %isco  pour  somme*  Supposons  doue  que  la  fonction 
^(dp)  change  de  aigne  m  fois,  et  soient  x^,  x., . . .  a:,i,  les  m  valeurs 

de  X  pour  lesquelles  ce  changement  s'effectue*  Faisons 

4(x)=={a>-ar,X«^— ^•)—(«»-^^-)  •  «D  développant  le  produit  des  fac- 

Tmnell.  ^jANTitt  1837.  I 
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leurs  binômes,  4'(^)P^®"^''*^*f<^™®  ^'"+A,J?"^'+--+A„_iaH-A,. 
Si  donc  on  fait,  dans  l'équation  (i)»  successivement  ns=m, 
nhrm-^t^....  ns=^i,  7i=:o,  et  qu'on  ajoute  medibre  à 'ifsernlve 
les  équations  ainsi  obtenues,  après  les  aroirmultipliéet  par  les  facteurs 
respectife  i ,  A,,, . .  A,„_,,  A«,  on  obtiendra 

(2)  J     4(±)(p(jf)d:r  =  o: 

or  réquation  {2)' est  absurde,  puisque  les  deux  fonctions  ^{x)  et 

4  (^)  changeant  de  si^ae  en  wéiac  «tanps,  Fëlément  4(^)  ^  C*^)  ^ 
doit  au  contraire  conserver  toujours  le  même  signe.  Ainsi,  lorsque  ^ 
croit  de  x  à  X,r  il  est  aibsurde  d'attribaer  à^^(a:)  une. valeur  autre 
que  zéro ,  C.  Q.  F.  D.  Cette  démonstratio9  subsiste  même  lorsqu'on 
attribue  à  p  (x)  une  valeur  imaginaire  P  H-  Q  >/—  '  >  car  alors  l'é- 
quation (i)  se  décompose  en  deux  autres  équations  qui  donnent  sé- 
parément P  =  a,  Q  =  o  (*). 

2.  Si  l'équatioD  (i)  est  satisfaite,  non  pas  pour  toutes  les  valeurs 
de  n  p  mais  seulement  pour  les  valeurs  suivantes  o ,  i ,  a  ,...%  (p —  i ) , 
je  dis  que  la  fonction  f  {x)  (supposée  réelle)  change  de  signe  au 
moins fi  fois;  car  si  elle  ne  changeait  de  signe  que  m  fois,  m  étant  <Cp, 
on  arrivierait  oomme  ci-dessus  à  l'équation  (a)  dont  l'absurdité  vient 
d'être  démontrée.  L'analyse  précédente  est  fondée  sur  un  principe  sem- 
blable à  celui  dont  j'ai  fait  usage  dans  un  de  mes  mémoires  (tome  V'  de 
ce  Journal,  page  ^55);  mais  il  m'a  paru  qu'il  était  utile  de  donner 
de  ce  principe  une  application  nouvelle  et  simple. 


(♦)  Soient  B^ ,  B, . .   .  B„ ....  dés  constantes  domlées  à  viAoûVê*  SI  Vàa  AerAtf 

rX 
une  fonction  ^(x)  qui  satisfasse  à  TéquatioB  (3)1  /    x'f(x)dx:=sfi^,  n  étant  un 

quelconque  des  nombres  compris  dwii  lantfrie  >o,?iy  ^,  3x*«'*-i  c^  problème 
a'aura  januds  ptosienn  solutiona.  En  effet«  toutes  les  équations  contiennes  dans 
la  foriuide   (3)  sont  satisCeutes  en  prenant  f(a?}  =  /(r),  on  pourra  poser  en 

général  f  (jf)  =  '/(«)  + 'ï' (*)  »'  «t  il  en  résoUera/    x'^w(x)iix  :s.  o,  et^fwir 

suite  v(j:)s=o,  ce  qui  démonti^  notre  théorème. 
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SOLUTION 

ly  une  question  quisepréientedansle  càlculdesprobMlitéSy 

Par  m.  É.  HONDJÈSm, 

Élève  infitfmear  des  PoA^et-Cbaïuato. 


Si  une  urne  contient 'taboulés  hUmcRes^et  n  botdes  noires  j  et 
qu'on  en  tire  p  au  hasard j  la  prohabilité  de  tijrer  parmi  tes  boules  res^ 
tantes  soit  q  blanches  ^  soit  q  noires^  n*est  p(riht ,  altérée  et  reste  la 
mgmequ*avant  la  soustraction  des  p.  boules. 

Il  y  aura  trois  cas  à  examiner,  suirant  que  p  seiyi  k  k  fois  plus 
petit  qoe  b  et  qas  Hf  4èa  coaipris  entre  les  ànx,  oq  plus  grand  en 
même  temps  qoe  b  et  qne  n. 

.     i^'cas:  p  <  *,  p  <  »• 

n  j«  anra  dans  ce  cas  (p-f-f }  hypothèses  «  faire  sur  la  oompositioo  des 
phwim,  savoir; 

I**  hyp p  blanches , 

a*  hjp.  (p  —  1)  bl* ,  1  noire, 

(p  -f*  i}*'  hjrp.   . . .  I. . ,  • .  .V  p  noires. 

Dan»  chacune  de.  œa  bypQlfaieseft^  la  probabilité  poor  amener  q 
Uanehes,  par  exemple,  parmi  les  (6+/1— /i)  boules  restantes  serait, 

!Dens  k  ,'•  hypothèse  .^TgigiTf  ""  '^  V  '  ?;Tf  "^  ^^~  '^  \. 
Dans  k  a*  hmothac  f^~/^')<*~/^+'-')- --Jà^P+t^^-- 1)7 
uansiaa    nypotnese  ^i^„^^^^^,^^_^^y ,  .f*^U./,-(y-.iy]» 
Dans  la  (p  ^  i)-'hyp.  /i^  *^v7'^  ''"'r  ^ÎaT^"'!^ ». 

Cherchons  maintenant  k  probabilHé  de  chaque  hypot&èse.  Soit  N 
le  nombre  <farFan|en3ênlApos6]Ues.aTec,(&rf'n)  litres,  en  les  pre- 
nanl  p  kp:  ce  neiqbre  sera 
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N  =  (6  +  7i)(6  +  w— 0 [*  +  '«  — (p— 01; 

il  exprimera  toutes  les  manières  possibles  de  faire  le  tirage  des  p 
boules  ;  en  supposant  qu'on  les  tire  de  l'urne  une  à  une. 

Nous  aurons  d'un  autre  côté  toutes  les  manières  possibles  de  faire 
le  tirage  de  p  blanches,  en*  prenant  le  nombre  d'an*angements  de  b 
lettres  p  i^  p-  Notnmons  ce  nombre  A»  :  il  sera 

A.  =  i(*— i)(3— 3)  .....[*  —  (/>— i)]. 

Nous  aurons  A,,  ou  le  nombre  de  manières  possibles  de  tirer 
{p  —  i)  blanches  et  i  aoire  ^  en  obserytnt  que  l'on  peut  former  ce 
nombre  en  prenant  chacun  des  arrangements  de  b  boules  (/'—  t)  ^ 
{p  —  i)f  y  ajoutant  chacune  des  n  boules  noires,  et  permutant  celte 
boule  aux  p  places  quelle  peut  occuper  dans  chacun  des  arrange- 
ments :  nous  aurons  donc 

A,  =  ô  (ft  —  i) [6  —  {p  —  ^)}/^''î- 

Pour  obtenir  A^,  prenons  chaque  arrangement  de  b  lettres  {p  —  a)  à 
{p  — â);  ajoutons-y  chaque  combinaison  de  n  lettres  ^  à  :2  :  la  permu- 
tation de  la  {Mnemière  lettre  aux  (/>-^  i)  places  de  l'arrangement  de 
{p — n)  lettres  donnera  lieu  à  {p — i)  arrangements  nouveaux  de 
(p—  i)  lettres,  et  la  permutation  de  la  a**  lettre  transformera  cha- 
que arrangement  de  (/'— 0  lettres  en/)  arrangements  de /> lettres.  On  a 
évidemment  de  cette  manière  tous  les  arrangements  possibles  de 
{b  —  2)  boules  blanches  et  de  2  boules  noires  :  écrivons  donc 

nous  aurons  de  même 

A.  =b(i-x)..  .ib^(p-4)]p(,-  .)»_.)""-o(;--j)  _ 

A  «,«  n(«  —  1)  •  "  [«  —  (p  —  a)] 

A,  sa  «(n— 0  {/»  — 2)  . . .  [/i-.(/>  —  i)]. 
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A.  exprimant  le  nombre  de  manières  possibles  de  tirer  />  blanches ,  et 
N  le  nombre  de  manières  possibles  de  ti^er  p  bonles  quelconques ,  A. 
étant,  en  d'autres  termes,  le  nombre  de  coups  favorables  à  la  pre- 
mière hypothèse,  et  N  le  nombre  de  coups  possibles,  ^  doit  expnmer 

la  probabilité  de  la  première  hypothèse  :  de  même  les  probabilités 
des  hypothèses  suivantes   seront  exprimées  par  les  fractions 


A,     Â, 

N  '    N» 


Si  nous  multiplions  la  probabilité  de  chaque  hypothèse  par  la 
probabilité  correspondante  (i),  et  si  nous  faisons  la  somme,  nous 
aurons  pour  la  probabilité  de  tirer  q  blanches  parmi  les  {b+n-^p) 
boules  restantes,  la  série  suivante 

11.  {b-p){b-p-\)...ib.j>^q.iy^     .  (ft-.^+,)(^4.^4.i_i)...(&-p+,-(y-,)] 

N  i'^'C^+B-p)...  [*+n-p-(j-,)]"T""'(6  -1-  R  -p)  ...[*  +  n—p  —  {q  —  i)] 

.    (^— />  +  a)(»— />4-a— 0  ...  [ft— .p^-a  — (g-.i)]    . 
I-"»  (l,+n~-p)...i6+n-p^{q^t)]  ^    ••• 

J-A  à(b-i),..[b-(g-,)'i  ]       - 

^    Hb  +  n^p)   ...Ib  +  n^p—iq-ini' 

Remplaçons  dans  cette  série  A.,  A,,  —   A,,  par  leurs  valeurs,  ainsi 

que  N  et  remarquons  que  le  &cteur  suivant  ./.  "7' ,  "  \    ,7!  '^T  *\i 

est  commun  à  tous  les  termes  ;  la  probabilité  cherchée  sera 

ft(ft~0...[ft  — (g— 1)]         r    (b^q)...  [ft— p^(y-i)-i    ■ 

(ft  +  n)(6  +  «— !)...[*  +  n—  (î? -  1) ] l  (ft+n— y)...[ft+n— j,—  (y- 1)] 

(ft_g)...[ft-;,  +  ,-(y-,)] 

^{b  +  n  —  q)  ...  [b  +  n-p-(q^i)f'* 

■  (»  — y)...   [ft— j,4-a~(g— 0]  /  >II(B— 1) 

^{b  +  n^q)...[b  +  n^p^(q-f)]P^P  -^  ~T.l^       "^ 

.  ib-q)(b-~q-i)   •  ,  n(n-i)...[n-(j,-3)] 

^    (7+;i-y)...[ft+n-p-(î-i)y^/'        ^-'  ,.a 

_i ^  —  g n(n—i)...  [!»-(/>  — a)] 

^    (ft  +  B  — y)  ...Qft  +  n— />  — (y— I).]*'         ^  , 

-L.  n(n-i),..[>»-(j,-^i)]  1 

^    [b-jrn^q)  ...  [ft^^n  — />  — (j— I)]  j* 
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Bxamkiofis  la  «igtlificaiwâ  el  fat  yatéardelaqutantibéf^meniie  entre 
les  crocheter  tous  te?  termes;  de  la  série  ont  nu  dënominateiir  coni^ 
mun  (é-f-y»— '?)'•'•  .[A4-'*''— />^?*^»X==(^-+*»*^)(*-f"'**^'^*)-  •  • 
[i  +  w— 9—  Cp —•»)]•  ce  dénominateur  est  le  nombre  d'arrange- 
ments possibles  avec  (6  +  ^  -*--  9)  lettres  prises  p  à  p  ;  il  ne  diffère  du 
dénominateur  N  que  par  le  changement  de  (A  +  n)  en(d-hn«-9); 
il  doit  donc  exprimer  le  liombré  de  tùup&  possibles ,  quand  on  tire  p 
boules  d'une,  urne  qui  en  contient  (6  -f-  ^  -**  ?)• 

C!onsidérons  chaque  expression  de  la  série,  à  part  ce  dénominateur 
commun,. par  exemple  l'expression 

on  peut  l'écrire  ainsi 

Comparée  à  Texpression  Â.^.on  yoit  que  cette  fiormule  n'en  difiere 
que  par  le  changement  de  bmt  (b^^q);  elle:  dœt  exprimer  tontes  les 
manier^  possibles  de  tirer  (p  ^^  a)  boules  blanches  et  2  noires  d'une 
urne  qui  contient  (b^^q)  boules  Manches  et  n  noires.  On  verrait  de 
même  %(»*  les  anfres  expressions  icontenoes  entre  les  crochets  ne 
differeot  deaautreaexpressions  A.,  A. ,  etc.^  que  par  le  même  change* 
ment  de  b  en  (fi^^q)*  La  somme  de  ces  expressions,  sauf  leur  déno- 
minatedri"  eomnmnrv  inekpaedoao  toirtm  les  manières  possibles  de 
tirer  p  boules  d'une  nrae  qui  contient  (6  —  9)  blanches  et 71  noires , 
comme  la  somme  des-expres$iotis>A«,etc.,  indique  toutes  Us  manières 
possibles  de  tirer  p  boules  d'une  urne  qui  contient  b  blanches  et  n 
noires.  Cette  somme  d'expressions  est  donc  égale  k  son  dénominateur 
commun,  et;  la  série  entière  comprise  wtre  les  crochète  égale  à  l'u-^ 
nttéy  ce  qui  rédtrit  la  probabilité  efaerdiée  a 

(*+n)(d.f  n—  i),..[^+n-.(y  — I))' 

c'est-è-dire  è  ce  qu'elle^étaittavant  le* tirage  de  p  boules, 
a*"  cas,  /i  >  A  et  <  /t. 
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Dans  ce  cas,  an  lien  des  (p  +  t)  hypothèse»  an  cas  précédent,  now 
n'en  aurons  qne  (6 -f- 1)  •  1^  probabUitâ  de  ices  hypothèses*  foi^ées 
comme  précëdemmeiit  seront 

;- A.=  {*(*-. . .  .3...  .(*+,X^a). .  .p2(==lhi^£^^} . , 

^  A   ».  {/i(n— ï)(n  — a)...[ii  — (p— i)]}  J^j 

dans  ces  dÎTeraes  hypothèses ,  les  probabUités  de  tirer  q  bUaches .  «mt 

i-hyp...  o, 
2*  hyp...  o. 


(/>+  ir  nyp. . .  (A  +  „_^,...|^  +  ,_p_(y_,j3. 

Eo  maltipliant  respectirement  ces  hypothiMS  l'ane  par  l'aativ,  et 
faisant  la  somme,  nous  aurons  pour  la  probabilité  cherchée 

V  )^f  ç6+n-/»)...f*+ii-y-.(f— i)].^r»+'(*+«^^),..{:A«|.n-p-.(ju*i)] 
.  .  (?-<-a)(y+i)...3 .  .   .  »(&— !)...[&- (g- i)>. 

Or  refliacquons  qu'on  peut   mettre  en   facteur   commnn 

,L  ^.  ""  *'  ''J  \  ~  /""■*  '  Ti»  chaque  terme  oonCroanten  numérateur  le 

(ft  +  rt)  . . .  [6  +  n  -  (f  —  1)] 
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produit  .de  la  suite  des  nombres  depuis  b  jusqu'à  i ,  ou  jusqu'à  3»  etc., 
et  au  moins  jusqu'à  [B  —  (q-^i)'],  et  en  dénominateur  la  suite 
(b^n)  . .  .[ô  +  «-.(p—  r)]  (bfn^p)...[b+n^p'-(q-i)li  : 
écrivons  donc  pour  la  probabilité  demandée 

(*+»-p)...C*4-'»-/'-(î-0]lL(*+'»-9)...[6+«-p-(7-0]^  -Vf  '••*,.2.3...(i>-A+y) 

.  r (6— y)... 3. a n(i»— i)...[n--(/;— »4-?)] 

"^ L(*+n— î). . .C*+n-p~(y— .0]  '^^" *^  1 .2.3  . ..  {p  —  b  +  q-^  I) 

.                      (»-?)•    .3     ..  ^_  .         n(>t-i)...Cii-(/>-ft+g+i)] 

T.    (ft+„_y)...[é4.n-/»~(î^i)r  *     ^••*''^i.a.3...(/>— é-hî  +  a) 


La  série  comprise  entre  les  crochets  se  compose  de  (6  — f  +  i) 
termes  correspondants  aux  {Jb  —  9+  f)  hypothèses  possibles  sur  la 
composition  de  p  boules  tirées  d'une  urne  qui  contiendrait  (b  — -  q) 
blanches  et  n  noires,  et  en  employant  ainsi  le  raisonnement  appliqué 
déjà  dans  le  cas  précédent ,  on  voit  aisément  ^que  cette  série  doit  se 

réduire  à    i ,  puisque  d'un  côté  le  dénominateur  commun 

(i  -f-  n  —  ç) . . .  \b^n  —  9  —  (/>  —  1  )]  exprime  toutes  les  manières 
possil]|ks  de  tiret  p  boules  d'une  unie  qui  en  contient  (6  +  w  —  9)  , 
que  de  Vautre  la  somme  des  numérateurs  exprime  exactement  la 
même  chose.  La  probabilité  cherchée  est  donc,  comme  dans  le  i*'  cas, 
la  même  qu'avant  le  tirage  de  p  boules. 

5"*  cas.  /i  >  ô     et     >  n. 

Le  nombre  d'hypothèses  possibles  sur  la  composition  des  p  boules 
sera  alors  égal  à  un  certain  nombre  (A:+  1)  =  (&+/»— p+  0  •  oous 
obtiendrons  toujours  la  probabilité  des  diverses  hypothèses  comme 
précédemment ,  et  nous  aurons  pour  les  valeurs  de  ces  probabilités 

j^Ao={ô(^-.i)...3.a.,(^+i)    ..;, ._^-__^ J|-, 

'    A  Ufk         ^       :i      kft    i     ^  w(ii—  Q...  [n^ip  — 0)111 

^X.=.[b(b-.)..,3.^bib  +  ,)...p    \.,3...(^..^^,)    Ir 
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i..={n^-o...3(>-o>...,°'"-;';3;.l"-V.r"}s' 

j^A^.=,j»(é~,)...*(ft~*  +  a)...p      ,.a.3...(j,-&+/t~Tr"lN' 
^  A,    =  !*(*-,). .  .(*+  .)(6-*+i). . .;» ____^-__- J-  : 

dans  ces  diverses  hypothèses,  les  probabilités  de  tirer  q  blanches  sont 

i^hyp o, 

a*  hjp. . ..  Of 


ro-f-iV-'hyn    y(y  —  1).  ..3.a.i 

(Ar-t-i;     hyp.  ^^_j_^_^^_^-p___^— _. 
Nous  aorons  d<»ic  pour  Improbabilité  cherchée 

I  /  .  g(g— 0...3.a.i (g+  0y...3.3 

"•" "*-**  (*+!.-/»)... [6 +11--/»- (y— ,)]r 

»(».^,)...y(y— |)...3.2.I  ,t-      .,x      _W(«-l)...[/l-(/>^+y-0] 

-(ft4,«)...(6+n-p).  ..C*+'»-i'~(î-i)r  "*"^  ''•'•^   i.a.3...(p-A  +  y) 
»(&— i)...(g+i)g-..3.a  Fi(/»— i)...[n.(p-&+y)] 

"^ (*+n). .  .(*  +  !»-/»).. . [b+n—p-{q~i)f      *^'  •  •''i .a. 3. ..(p.— 6+y+i) 

»(6— i)...(*+  I)*. -.[*-(? -■)],.   .  ,  , .         w(>»-i)^ . .  Ci*-(£-*+*-0  ] 
(*+'»)...(*+'»— P) . . .  [*+"-p-(î-0]^      "^  ''  '  '^    i.a.3...(y,— ft  +  *)- . 

Le  fectear  V^  ■  ^  [V+nl/fôl^Ol  ®'*  évidemment  common  à  tous 
les  termes  de  la  série,  car  \k  —  (j— i)]  ssri^n  — p— (y — 1) 
=ss[6  —  (g  — !)]  —  (/'  — »),  est  plus  petit  que  b  —  (g — i);  on 

Ton*  n.  —  Jartioi  i83;.  "  3 


+ 
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peut  donc  mettre  ce  facteur  en  éridence,  et  écrire  la  série  ainsi  qu'il 
suit 

(*+n)...[*^n-(y-i)]l(*-Hi-^)...p+/i-/i-(?-i)r  ^  '^      i.a.3.  ..(p— *+^) 

, (b-^  g)... 3.11  ,L     ^^        n(/i-i)>..[n— (/?— &H — Q] 

^  (ô+n-y)...[6+Fi->/^î— i)r     ^^'"^    i.ft.3...(p— ô  +  9-hi) 
.       lb  —  g)...3  n(w-i),..[iK;^^'hy+i)] 

-*-      (*+,i_y). .  .(^4.„-.^-(^— o^l^  '"^      ^•••^i.2.3...(p— A  +  y+3) 

+  jb+j^,-:^^  r 

%  La  série  comprise  entre  les  crochets  se  compose  évidemment  de 
[4  ^71 — p--^(q  —  i)]  termes  ou  de  (i* — q  + 1)  termes,  chacun  des 
termes  exprime  la  probabilité  d'une  des  (6  +  n — 7— P+  ^)  hy- 
pothèses que  l'on  peut  faire  sur  la  composition  de  p  boules,  que  Ton 
tire  d'une  urne  qui  en  contient  (h-{-n  —  q),  dans  le  cas  où  p  est  à  la 
fois  plus  grand  que  (b^^q)  et  que  n;  or^  comme  la  somme  des  pro^ 
habilités  de  toutes  les  hypothèses  possibles,  doit  être  égale  à  i ,  il 
s'ensuit  que  la  probabilité  cherchée  est  réduite  au   premier  facteur 

;r-:   T    rî\   ~    /"^  ^  'ni  Comme  daas  les  deux  caa  précédeoits. 

«'      Le  théorème  que  nous  venons  de  démontrer  est  encore  vrai  pour  une 
urne  qui  reofennerait  des  boules  de  plusieurs  couleurs  :  on  le  démontre* 
rait  en  séparant  les  boules  en  deux  groupes ,  dont  l'un  renfermerait  les  * 
boules  d'une  même  couleur ,  et  Ton  prouverait  que  la  probabilité  de  ti- 
rer une  boule  de  oette  couleur  n'est  point  changée:  on  ferait  de  même 
pour  les  autres  couleurs.  Ce  théorème  peut  donc  être  énoncé  ainsi  dans 
toute  sa  généralité  :  Si  une  urne  renferme  des  boules  de  plusieurs 
couleurs t  et  qu'on  en  tire  au  hasard  un  certain  nombre,  la  probabi- 
lité d'amener,  parmi  les  boules  restantes,  q  boules  d'une  couleur 
quelconque,  n*est  point   changée  par  cette  soustraction  et  reste  la 
même  qu'auparavant.    Il   est    tout -à-fait  semblable   a    celui   dont 
M«  Poisson  s'est  servi  dans  son  mémoire  sur  PaiHzntage  du  banquier 
au  jeu  de  trente  et  quarante  {Annales  de  Chimie  et  de  Physique , 
t.  XIII,  p.  177-178^,  et  on  le  regardera  peut-être  comme  évident  à 
priori^i  mais  il  était  bon  d'en  vérifier  analytiquement  l'exactitude. 


Digitized  by 


Google 


mi^ti^WW^n^^MVW^^^^i^'  IMA<M^ 


PURES  ET  AFPUQUÊBS.  t» 


J^v^wvv^v^/vvv^^^v>lvvwvv^^*v^*^>^^|**^**^>*^*****'*^******"^**********^^*^****^*^^'^^ 


NOTE 

Sur  les  points  singuliers  des  Courbes . 
Pab  m.  PLI7CK£R. 


Une  courbe  quelconque  étant  proposée ,  je  désignerai 

i"".  Par  n  son  degré,  ou  le  nombre  de  ses  points  d'intersection  avec 
une  ligne  droite; 

3^.  Par  m  sa  classe  (mot  introduit  par  M.  Gergonné)  on  le  nombre 
de  ses  tangentes,  passant  par  un  même  point  ; 

3*.  Par  a:  le  nombre  de  ses  points  doubles; 

4*.  Par  j^  eelui  de  ses  points  de  tebroussement  ; 

5*.  Par  u  le  nombre  de  ses  tangentes  doubles  ;  et  enfin 

6*,  Par  V  celui  de  ses  tangçntes  (ou  points)  d'inflexion. 

Dans  ce  qu'on  ya  lire,  je  supposerai  en  outre  que  la  courbe  n'a  ni 
points  multiples ,  ni  tangentes  multiples. 

I.  Pour  toutes  les  courbes  algébriques  quelconques,  il  existe  une 
équation  générale  et  unique,  qui  lie  entre  eux  les  nombres  i\  des 
points  doubles  (x) ,  2^.  des  points  de  rebroussement  (jr) ,  3^.  des  tan- 
gentes doubles  (communes  à  deux  branches  différentes  de  la  courbe)  (u), 
et  4^  des  points  d'inflexion  (p).  Cette  équation  est  la  suivante  : 

{t^J^)^-9(^-r)*[6(^+^)+4(«+*)-45]+756(t^j-)  (ii-*)+324(ii-:c)»=  o. 

.  IL  Les  courbes  générales  d'un  degré  quelconque,  n'ont  ni  point 
double  ni  point  de  rebronsMiBeiiÉ.  Pour  dies  on  obtient,  en  posint 
7r=:oeta:=so, 

v^  —  54^*  —  56Mf^  4-  4o5v*  -f  756m;  +  3a4<^*  =0  . 

IIL  On  obtient  pour  les  courbes  généi*ales  d'une  classé  quféteotique 

s*. 


Digitized  by 


Google 


12  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

(qui  n'ont  tangentes  doubles  ni  points  d'inflexion)  l'équation  analogue 
suivante  : 

jri  —  S^jr^  —  56a:/*  +  4^5^*  +  jSôxjr  +  524x^  =  o. 
IV.  Si  le  nombre  des  points  de  rebroussement  est  égal  à  celui  des 
points  d'inflexion ,  le  nombre  des  points  doubles  est  nécessairement 
égal  à  celui  des  tangentes  doubles.  De  plus  la  courbe  est  coupée  alors 
par  une  ligne  droite  en  autant  de  points  qu'il  y  a  des  tangentes  de  la 
courbe  aboutissant  à  un  même  point.  On  a  simultanément 

V  sss  j- ,     u  =  jc,     n  =:  m,     ^la:  -f-  S/  =s  n{n  —  a). 

Pour  obtenir  les  différents  cas  où  les  courbes  d'un  degré  donné  n  sont 
de  la  même  classe^  on  n'a  qu'à  résoudre  la  dernière  équation  en  nom- 
bres entiers,  en  satisfaisant  en  même  temps  à  la  condition 

y.  Dans  le  cas  général ,  on  a 

(v  —  jr)_  5(hi  —  n), 

(tt  —  a:)  =  i{m  —  n)  (/?i  +  71  —  9)^ 

équations  simples ,  qui  donnent  encore  la  suivante  : 


('»  +  «)-6(^)  =  9. 


YI.  L'un  des  deux  nombres  n  et  m  étant  donné  Ton  peut  prendre 
l'autre  entre  les  deux  limites  déterminées  par  les  deux  équations 

m  _  n(n  —  i),      n  j;  m(m  —  1); 

excepté  toutefois  qu'on  n'a  jamais  ni  nK=n{n^  i  )- 1   ni  n:=m(m^  1  )- 1 . 
On  a  généralement, 

m  =  n{n  —  i)  —  30:  —  5^, 
n  =mÇm—  ^)  •"  aw  —  5v. 
VIL  Enfin  l'on  a  les  quatre  équations  suivantes  : 

V  =  5n{n  —  a)  —  6r  —  8jr, 
j  s=  3m(m  —  2)  —  6«  —  8t; , 
u=i  n(n  — 2)(n»  -^)— [n  (n  -i)  -6](2*+3j^)+ax(jr— i)+&rr+|j^Cr— 1), 
xŒiiii(i»--^)lm*— -9)r--[m(ifi--i)--6](aw+3v)-|-aii(ii  -  i^+ônv+f  v(v— i),. 
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L'interprétation  géométri<]ae  de  ces  équations  est  facile.  Ainsi  ^  la 
première  d'entre  elles ,  par  exemple,  indique  que,  si  par  une  détermi- 
nation spéciale  des  constantes  de  Téquation  générale  d'un  degré  quel- 
conque, la  courbe  correspondante  acquiert  des  points  doubles  ou  de 
rebroussement,  le  nombre  des  points  d'inflexion  diminue  de  six  unités 
pour  chaque  point  double  et  de  huit  pour  chaque  point  de  rebrousse-* 
ment.  J'ajouterai  que  sur  les  six  points  d'inflexion  qui  disparaissent , 
il  y  a  deux  de  réels  et  quatre  d'imaginaires,  si  c'est  un  point  double 
proprement  dit  et  supposé  réel,  qui  les  remplace;  mais  que  tous 
sont  imaginaires,  si  c'est  un  point  conjugué.  Dans  le  cas  d'un  point 
réel  de  rebroussement ,  il  y  a,  sur  les  huit  points  d'inflexion  qup 
disparaissent,  deux   de   réels   et    six  d'imaginaires* 

VIII.  Les  courbes  des  degrés  S,  4^  ^p  ofirent  les  diflérents  cas  sui-' 
vants,  les  seuls  possibles,  par  rapport  au  nombre  des  points  et  tan- 
gentes singulières  ,  dont  il  est  question  ici. 
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On  peut  dans  les  tableaax  qui  précèdent  changer  réciproquement 
71  en  m,  ^  en  u^  y  en  i/. 

IX.  En  représentant  une  courbe  par  une  équation  entre  deux 
coordonnées  ordinaires,  on  la  regarde  comme  engendrée  par  le  mou- 
vement d'un  point,  dont  les  différentes  positions  sont  données  par 
l'équation.  Soient  petq  des  fonctions  linéaires  des  deux  coordon- 
nées et 

-^(Pf  7)  =  û  =  o, 

l'équation  d'une  courbe  quelconque ,  ou  algébrique,  ou  transcendante. 
On  sait  qu'un  point  double  de  la  courbe  est  alors  indiqué  par  les 
deux  équations  suiyantes 

dQ  do, 

De  plus  ce  point  double  est,  ou  l'intersection  de  deux  branches  réelles 
de  la  courbe,  ou  un  point  conjugué,  ou  enfin  (en  général)  un  point 
de  rebroussement,  selon  qu'on  a 

/  d^Q\       d^Q     d'Cï^^        fd^tiy     d^Q    d*a  /  d^Q  V  _     ^^     d*Q  _ 

\dpdq)       dp-'   dq-^""'  \dpdq)       ^'  ^^"^^  \d^)         dp^  '  dq^-^""' 

De  ces  équations  l'on  déduit  facilement  pour  les  courbes  du  troi*- 
sième  degré,  le  théorème  suivant  que  j'ai  démontré  avec  d'autres 
théorèmes  semblables,  dans  un  autre  endroit  :  ce  Les  trois  asymptotes 
étant  données,  le  lieu  géométrique  des  points  de  rebroussement  de 
ces  courbes  est  l'ellipse  maximum ,  inscrite  au  triangle  formé  pur  les 
trois  asymptotes;  le  lieu  des  points  conjugués  est  l'intérieur,  et  le 
lieu  des  points  doubles,  proprement  dits,  l'extérieur  de  cette  ellipse 
maximum.  » 

X.  L'équation  générale  de  la  ligne  droite  renferme  deux  constan- 
tes ,  que  nous  siupposons  y  entrer  au  premier  degré  seulement.  Nous 
désignerons  deux  fonctions  linéaires  quelconques  de  ces  deux  cons- 
tantes par  r  et  s.  Alors  des  valeurs  données  de  r  et  «^  déterminent 
,une  ligne  droite  unique,  et  l'équation 

*(r,  j)  =  *  =s:  o, 
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en  y  considérant  r  et  j  comme  variables^  représente  une  courbe: 
cette  courbe  est  regardée  conmie  euyeloppée  par  une  ligne  droite  en 
mouvement ,  dont  les  différentes  positions  sont  données  par  l'équation 
précédente.  Pour  une  tangente  double  l'équation  de  la  courbe  doit 
subsister  simultanément  avec  les  deux  équations  suivantes 


dr 


ds 


o. 


Déplus,  cette  tangente  double  touche  deux  branches  réelles  de  la 
courbe,  ou  elle  est  isolée  de  la  courbe  (conjuguée),  ou  enfin  elle 
touche  la  courbe  dans  un  point  d'inflexion,  selon  qu'on  a 


\drds)       dr*  '    ds-^""'  \drds  )  ~'di^'    ds^^""'  \d^)  ~ 


El 
df 


d^ 

ds^ 


==o. 


Saris,   1%  mars  i836. 
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SECOND  MÉMOIRE 

Sur  le  développement  des  fonctions  ou  parties  de  fonctions 
en  séries  dont  les  dii^ers  termes  sont  assujettis  à  satisfaire 
à  une  même  équation  différentielle  du  second  ordre 
contenant  un  paramètre  variable  ; 

Par  J.  LIOUVIï-LE. 


!• 


Dans  un  premier  mémoire  sur  ce  sujet  (^) ,  j'ai  eu  pour  but  de 
trouver  par  un  procédé  direct  et  rigoureux  la  yaleur  de  la  série 


dans  laquelle  le  signe  2  s'étend  à  toutes  les  racines  réelles  et  positives 
d'une  certaine  équation  transcendante  <8r(r)  =ro;  Y  est  une  fonction 
de  X  et  du  paramètre  r,  assujettie  à  satisfaire  à  la  fois  l'équation  dif- 
férentielle 

dans  laquelle  les  fonctions  g  ^  k^l  de  x  sont  supposées  positives,  et 
(*)  Tome  I"  de  ce  Journal ,  page  253. 
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aux  conditions  définies 


»7 


(3) 
(4) 


dx 
dV 


—  AV  s=  o    pour    X  ssx, 


^  +HV  =  o     pour    ar=X: 


dx 


les  coefiScients  constants  A,  H  sont  positife,  nuls  ou  infinis:  lors- 
qu'on a  AssGO,  réquation  (3)^  dont  on  peut  diviser  les  denx  membres 
par  hy  se  réduit  à 

V  =5  o     pour    jc  =  x; 

de  même ,  lorsqu'on  a  H  =  oo  ,  Téquation  (4)  se  réduit  à 

V  =r  o    pour    ^  =5  X  : 

enfin  f{x)  est  une  fonction  arbitraire  de  x,  assujettie  pourtant  aux 
conditions  suivantes 


(5) 


^^  —  hf(x)  =  o    poor    jr  =  X , 
^^  +  H/(:c)  =  o    pour    x  =X. 


La  fonction  V  se  présente  utilement  dans  la  théorie  de  la  chaleur 
et  dans  une  foule  de  questions  physico-mathématiques  ;  et  M.  Sturm 
en  a  développé  les  propriétés  avec  beaucoup  de  soin  dans  ses  deux 
mémoires  sur  les  équations  différentielles  et  sur  les  équations  aux 
différences  partielles  (^).  A  l'aide  de  ces  propriétés  que  j'ai  moi-même 
étudiées  dans  le  mémoire  cité  plus  haut  et  dans  une  note  particulière, 
j'ai  foit  voir  que  la  valeur  de  la  série  (i),  lorsque  cette  série  est  con- 
vergente, ne  pentqu*être  égaleà  y(;r),  du  moins  quand  la  variable  x 
reste  comprise  entre  les  limites  x ,  X.  Dans  cette  hypothèse  de  la  con- 
vergence de  la  série  (i)  et  entre  les  limites  x,  \  àe  x,  on  a  donc 

(7)     Ax)^iL[    J^^lCr-J 


{~jyrdx 


{*)  Tome  I**  de  ce  Journal,  page  io6  et  page  fjd. 
Tome  H.^Iavtiir  1837.  ^ 
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L'équation  ^(r}=s  o  dont  le  paramètre  r  depetfà  n'a  ^ideradnes 
négatives ,  comme  on  le  reconnaît  à  l'inspection  seule  de  cette  équa-*- 
tion.  Elle  n'a  pas  «on  fhàs  de  -racilles  imaginaines;  c'est  ce  que 
M.  Poisson  a  prouvé  depuis  long-temps  par  un  procédé  très  ingénieux. 
Mais  il  est  bon  d^bserver  ^ue  la  -métliode  dont  j'ai  fait  usage  pour 
sommer  la  série  (i)  li'exige  en  aucune  manière  la  connaissance  du 
tbéêrème  de  M.  Tbisson.  Si  l'éqftratmn  ^(r)£=o  tivait  des  racines 
iwigrtfâiiM,  ^n'ti'eti  lîMdftiU  pus  cotnpte  dans  le  second  membre  de 
l'équation  (7) ,  et  cette  équation  subsisterait  encore  iet  se  démontrerait 
par  la  même  analyse.  Posr  i'exactviude  d«  4a  ^iémonstration  que  j'en 
ai  donnée  9  il  suffit  en  eflFet  que  les  diverses  fonctions  Vi ,  Y.., . .  •  qui 
répondent  aux  racines  réelles  et  positives  r,,  r. , • . .  de  l'équation 
tr(r)s=o  jouissent  des  |>ropriétés  q^e  M.  Sterra  a  reconnu  leur  appar- 
tenir. Au  surplus,  la  réalité  de  toutes  les  racines  de  l'équation 
«eir(r)ttso  ^réstflte  des  propriétés  mêmes  de  très  fonctions  V^ ,  V^,. . . 
qui  répondent  aux  valeurs  réelles  et  positives  du  paramètre  r  :  c^est 
ce  que  je  prouverai  à  la  fin  du  présent  mémoire. 

Si  nous  revenons  à  la  série  (i),  noxis  voyons  qu'elle  doit  être  encore 
l'objet  d'une  recherche  nouvelle  dont  l'iniportanoe  a  été  signalée  par 
M.  Sturm  dans  son  dernier  mémoire  (^)  :  il  s'agit  de  prouver  que  cette 
série (i)  est  convergente;  ^t  j'ai  eu  le  bouheur  d'yf>arvemr  il  y  a 
quelque  ^emps ,  du  moins  dans  le  cas  très  étendu  ou  les  fonclioiis 
g,  k,  /{oc)  et  leurs  -dérivées  premières  et  secondes  conservent  tou- 
jours des  valeurs  finies,  lorsque  a:  crelt  de  x-àX.  Ma  démonstvaAioB  » 
quoique  très  simple,  sera  sans  doute  ^^ppréciée  fiar  les  .gëoiuètces  ^m 
ont  traité  des  questions  semblables  et  qui  savent  .coaihîeBL  4n  f^aéml 
elles  offrent  de  difficultés.  Elle  consiste  à  prouver  que  si  IWu  dédigne 
par  n  un  indice  très  grand,  par  Un  la  valeur  absolue  du^*"*"  \&mèé  4a 
la  série  (i)  ^t  par  M  u|i  certain  nombre  indqpendaAlile  ^et  ^ile>« 

cakuler,  on  .a   »,.<--.  dr,  la  serve  q^A  a  pom*  terwe  général  -  eslt 

convergente  ;  donc  a/artioriiai série  (1)  l'est  aussi ,  ce  qu'il  fallait  dé- 
montrer. On  peut  trouva  eu  outre  une  limile  supérieure  de  l'erreur 


(*)  Tome  I*'  de  ce  Journal,  ^ttge  4xh. 
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■commise .  lorsque  l'on  prend  pour   valeur  de  /{,»)  les  n  premiers 
termes  de  la  série  seulement, 
ba  convergence  de  la  séné 


Z 


OÙ  l'oo  suppose  <  >  o ,  et  qui  représente  YéUâ.  ^einiible  des  tampérar- 
tures  (Uns  une  barre  hétérogène,  résulte  aussi  de  noire  analyse; 
cette  derniive  série  est  même  plus  iàcile  à  traiter  que  ta  sérié  (i),  et 
c'est  par  elle  que  non;;  ooxnoienceron^. 

Ea  terminant  cette  introduction,  je  doia  dire  qu!ay ant.  qommupir 
que  mon  travail  à  M.  Sturm ,  il  a  trouvé  presque  sur-]e?»chiUQp  une 
seconde  démonstralion.  de  la  caavergeoce  de  la  sécie  (i).,  auiisi  »m.ple 
que  la  mienjoe^  et  fondée  sor  s^&  propies  principes. 

Gherchona  d^àbon)  à  exprimer  eB  série  convergente  la  fonction  V , 
qui  satisfait  à  Féquation  indéfinie  (s)  tt  aux  conditions  définies  (5), 
(4).  Pow  cela  désignons  par  k^  ce  qne  dévient  k  lorsqu'on  y  pose 
a:sszx,  et  faisons 


Pn^t  =  f^yfl  (^  —  8r)p^, 


Quelque  soit  le  paramètre  r,  on  satitfaft  éridemmentanx  équations 
(a)  et  (5)  en  posant 

V  =  p,  'h  p,  +...+  f.  H-...; 

A  désigne  yne  «onstante  dont  la  yaleur  est  toat-à-&it  arbitraire,  et 

3.. 
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que  Ton  peut  prendi^e  égale  à  Tuai  té  ^  ou  mieux  encore  égale  à  -;—->• 

pour  avoir  une  expression  de  Y  qui  convienne  même  au  cas  où  A=qo  . 
En  adoptant  cette  dernière  valeur  de  A^  on  a ,  pour  x=  x, 

V  —      '         ^  _       A 

en  général  ces  valeurs  de  V  et  ^  sont  différentes   de  zéro;  Y  se 

réduit  à  zéro  lorsque  A  s=  oo  ,  mais  alors  -j  =  i  ;  au  contraire  ^=o  i 

quand  h  =  o,  mais  alors  on  a  Y  =  i .  On  voit  par  là  que  la  fonction 
Y  ne  devient  identiquement  nulle  pour  aucune  valeur  déterminée 
de  r,  tant  que  x  reste  indéterminée. 

La  série  p.  +  Pi  +  etc.  est  convergente  :•  prenons  en  effet  les  di- 
vers termes  de  cette  série  ^  abstraction  faite  de  leurs  signes ,  et  dési* 
gnons  les  par  P. ,  P^  etc.;  représentons  par  P  et  6  les  valeurs  abso- 
lues les  plus  grandes  des  deux  fonctions  P.  et  / — gr  pour  des  valeurs 
de  a:  croissantes  depuis  x  jusqu'à  X;  représentons  aussi  par  ko  la 
plus  petite  valeur  de  k.  En  remplaçant  partout  sous  le  signe  /  (dans 
les  intégrales  multiples  P,,  P„  etc.)  l—gr  par  G,  Pg  par  P,  *  par  A., 
les  valeurs  de  ces  intégrales  augmenteront  évidemment.  On  aura 

donc 

p  GP      (*-x)' 


■   ^*  \  ^o  /        i.a.3.. .: 


Or  la  série  qui  a  pour  terme  général 

/GPy       (jc  —  X)" 
\  ^o  ^    '    ï.a.3. . .an 

est  convergente;  donc  ajbrtiori  les  séries  P,-(-P,4- etc.  et  />+p,-f-etc. 
sont  aussi  convergentes,  ce  quil  fallait  démontrer.  De  [rfus  l'erreur 
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commise  I  lorsque  Ton  prend  pour  Y  les/z  premiers  termes  seule- 
ment de  la  série  po  +^1  +  ^^'f  est  plus  petite  que  la  quantité 


(4^".J^«i_  +  etc., 

\^o/  1.2.3. ..2/1    '  ' 


dont  il  est  aisé  de  trouver  une  limite  supérieure. 

On  peut  obtenir  d'une  autre  manière  une  limite  supérieure  de  la 
valeur  absolue  de  Terreur  R.  commise  en  prenant 

-V  =  p.  4-  p,  +•••+  p.-.- 
En  effet ,  Téquation  (u)  et  la  condition  (3)  sont  satisfaites  en  posant 

(8)         V  =  /,.  +  f^^fl  (l  -  gr)Ydx. 

Si,  dans  le  second  membre  de  cette  équation,  on  remplace  V  pr  sa 
valeur  que  fournit  précisément  ce  même  second  membre ,  on  trouve 
ensuite 

V=P.+/'.+/;t/:  (^-«r)^/;f/^(/-gr)V^: 

riemplaçant  de  nouveau,  dans  le  second  membre ,  Y  par  sa  valeur 
(8),  et  continuant  indéfiniment  cette  opération^  conformément  à  la 
méthode  counue  des  approximations  successives,  on  a  enfin 

V  =  f.  +  p,  +. .  .+  pn^^  +  R., 
le  reste  Ra  étant  exprimé  par  l'intégrale  multiple 

dans  laquelle  le  signe  /  se  trouve  2/1  fois. 

La  fonction  Y  ne  devenant  jamais  infinie,  il  est  clair  qu'elle  est 
susceptible  d'un  maximum  absolu  W:  en  remplaçant,  dans  l'inté- 
grale multiple  ci-dessus,  Y  par  W,  /  —  gr  par  G,  k  par  k.,  on  en 
augmentera  donc  la  valeur  numérique  :  d'après  cela  on  a 

rGP\ 


R-<   W.(^".J^^, 
^*  \*o/       1.2. 3. ..an' 
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ce  qu'il  fattait  troorer  et  ce  qui  démontre  de  nouvesu  ta  convergMce 
de  la  série  p^  -f*/>i  +  etc. 

Jusqu'ici  nous  ayons  laissé  le  paramètre  r  indéterminé.  Mais  si 
Ton  veut  satisfaire  à  la  condition  (4)«  il  faudra  prendre  pour  ce  pa- 
ramètre une  quelconque  des  racines  de  l'équation 

2;  "^'  ^V  =^  ^    P^^*^    or  ==:  X, 
laquelle,  en  mettant  pour  Y  sa  valeur ,  devient 

cette  équation  est  celle  que  nous  avons  désignée  par 

w  (r)  =  o  , 

dans  notre  premier  mémoire.  Les  quantités  p^^  p^^  etc.^  et  leurs 
dérivées  étant  essentiellement  positives  lorsqu'on  prend  r  <q^  il  en 
résulte  que  cette  équation  n'a  pas  de  racines  <  o.  M.  Sturm  a 
prouvé  et  toiKt-à4'heure  nous  proirrerons  aussi  qu'elle  a  un  nombre 
infini  de  racines  positives  r. ,  r.^.  • .  qui  sont  de  plus  en  plus  grandes 
et  croiiseni  jusqu'à  l'infini.  Quant  aux  racines,  imagihaurea,  nous 
n'avons  pas  besoin  de  nous  en  occuper  pour  le  momenL 

I«. 

On  peut  transformer  l'équation  (a)  de  plusieurs  manières  et  arri- 
ver ainsi  à  d'autres  développements  de  la  fonction  V.  Pour  le  mon- 
trer,  je  fais  par  exemple 

z  désignant  une  nouvelle  variable  qui  croit  depuis  o  jusqu'à  un  cer- 
tain maximum  ZssJ^  i/^dx,  lorsque  x  croit  dépMS  x  jusipfr'ii  X. 

Je  prends  cette  variable  z  y  au  lieu  de  x^  pour  variable  indépendante^ 
et  l'équation  (2)  devient 
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+  (rv/P:~/v/^V  =  o, 


dz 
OU  bien 

'  v/g-i.s+^-S+(^vr*-V|)v=o. 

Maintenant  si  l'on  pose 

8  étant  =  -~  ^  le  coei&cîent  de  ^  sera  égal  à  zéro  dans  l'équation 
transîformée /laquelle^  en  faisant  r  =  p*,  et 


,^.,_i^.|_v/j-i.g=v^.j.., 

sera  de  la  forme 
(9) 


«fa» 


+  f»U  =  AU; 


quaut  aux  équations  (3)  et  (4) ,  «i  »•  •kw  af^liqwe  Aes  laômeB  iraïu- 
formatioDS  ,  elles  prendront  la  forme 


(.0 


JO 


-j-  — •  hTH  s=  o     pour    z  s=  », 


<fa 

^  H-  JH'lf  JB=  o    pour 


Z, 


Â%  H'  désignant  deux  constantes  difTérentes  de  A,  H  et  qui  ne  sont 
pas  assujetties  comme  ces  dernières  à  la  condition  d'être  positives. 

L'équation  (9)  étant  de  rn^me  foftne  cp%!^  l'équation  (a),  on  pour- 
rait l'intégrer  de  la  même  manière  :  en  désignant  par  A  une  constante 
arbitraire,  et  posant  po  =  A(i  +  A'z) ,  puis  en  général 


p...^f'^flt^-r-r)r^ 


on  aurait  en  série  convergente 

V  =  />o  +  i>«  +...  +  />.  -4-.  •  . 
Mais  il  est  préférad)le  de  prooédtr  de  la  manière  suivante. 
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Eo  multipliant  par  sin  fzdz  les  deux  membres  de  l'équation  (9), 
puis  intégrant  et  observant  que 


^sin  fz  -^,  +  f*U sin  fzjdzss  df sin  fz-j^  —  fUcosfjzJ, 


on  a 


sin  p  z-j-  —  pU  cos  pz  =  A  + 1     AU  sin  fzdz. 

En  posant  2=0,  on  trouve  la  valeur  de  la  constante  arbitraire 
A  =:  —  f U  :  la  valeur  de  U^  pour  z  =  0|  est  tout-à-fait  arbitraire 
à  moins  que  l'on  ait  h'ssco ,  auquel  cas  elle  est  nécessairement  nulle; 
en  excluant  d'abord  ce  cas  particulier ,  nous  la  supposerons  égale  à 
l'unité,  ce  qui  nous  donnera  A  =  — ^;  en  même  temps,  nous  dé- 
signerons par  A^  U^  ce  que  deviennent  X,  V  lorsqu'on  y  change  z 
en  z'  ;  et  nous  aurons 

r^Vsmfzdz  ^f\'\i'sxnfz'dz\ 

L'équation  précédente  deviendra  donc 

(1 2)       sin  f z  ^  —  f U  cos  f z  =  —  p  4-/^^01'  sin  fz'dz'. 

En  multipliant  l'équation  (g)  par  cos  fzdz^  intégraQt  et  observant  que, 
pour  z  =  o,  ou  a  [d'après  la  condition  (10)]  , 


dz 

on  obtiendra  de  même 


^  =  ATJ  =  fi', 


(i5)       cos  fz  ^  +  fU  sin  fz  =x  h!  +f^><'l^'  cos  rsfdz\ 
Des  deux  équations  (la)  et  (iS),  on  tire 

(i4)    U  =  cos  pz  +  5^-îî^'  +  "/o'^'"'  ^^  f (^~ ^)^^'' 
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ï*onr  des  valeurs  de  p  plus  grandes  qne  LZ ,  il  vient  donc 

Lorsque  Fou  prend  le  paramètre  f  suffisamment  grand  et  tel  que  Ton 
ait 

p  >  aLZ, 

ce  que  nous  admettrons  désormais  ^  il  vient  par  conséquent 


Q<V-  +  (r)" 

Mais  on  a  V  =b  OU,  et  par  suite  V  <  0Qy  si  O  désigne  le  maximum 
absolu  de  0  :  donc  pour  des  yaleurs  de  p  suffisanmient  grandes ,  et  en 
considérant  seulement  la  valeur  absolue  de  V,  ou  a 


v<a0v/,+(^)% 

semblablement>  si  Ton  désigne  par  F  ou  F.  le  maximum  d'une  fonction 
donnée  de  jc,  savoir,  f{x)  ou  /,{x),  on  aura  pour  de  très  grandes 
valeurs  de  p  ^ 

y/^gV/(*)dir  <4F.G.  0*.  (X- X).  [i  4-  (j)"], 
6  repnbente  ici>  comm.e  au  n^  II,  le  maximum  de  g. 
Occupons-nous  maintenant  de  l'intégrée  j     gV^dx^  qui  entre  en 
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dénominateur  dans  le  terme  général  de  la  série  (1).  En  remplaçant  la 
variable  x  par  la  variable  js,  on  a 

mais,  d'après  les  valeurs  de  6  et  de  -^Lf  savoir 


on  a 

Il  vient  donc 

A.  <ir 

(16) 

f^^dx=^  f^V'ilz. 

Posons 


réquation  (14)  prendra  la  forme 

(17)' 


U  s=  cos  f  2  + 


h'  sin  ^9 


+  -; 


il  est  clair  que  pour  des  valeurs  de  f  suffisamment  grandes  la  frac* 

tion  '  devient  plus  petite  que  tout  nombre  donnée  et  il  est  même 

aisé  de  se  convaincre  qu'elle  possède  alors  une  valeur  numérique 
inférieure  à 

Maintenant ,  en  mettant  aulieude  U  sa  valeur,  Téquation  (16)  devient 

/r«v-.ir=/;^&(co.^+':i££+i)-:  • 

4.. 
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comme  on  a  d^aillears 

/Z  ,  Z     ,     lin  aeZ 

^cosVx^  =  -+  -^, 

/'Z    .   .       .  z  siD3#Z 

il  en  résulte  que  Vintégrale  f     gY^dx  a  une  valeur  de  la  forme 

/>^  =  IC>+(7)"]+i' 

1  représentant  une  quantité  que  l'on  rendra  aussi  petite  que  Ton 
voudra  et  par  exemple  plus  petite  que  la  moitié  du  premier  terme 

ID +  (7)']' 

en  prenant  f  suffisamment  grand  :  pour  des  valeurs  de  f  très  grandes^ 
on  a  donc 

/></x>|[.+(^):i. 

Revenons  maintenant  aux  formules  (i4)  ^^  (1^)  #  lesquelles  peuvent 
s'écrire  ainsi 

4-  sin  fz(-  +  -  y  V'U'  cosfz'dzf), 
+  cospzQi'  +  f\V' cos  psfdz' y. 


dt 


nous  en  déduirons  aisément  la  valeur  de  ^  •+•  HIJ  relative  kz=sZ , 
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et  en  galant  cette  valeur  à  zéro  (confonnément  à  la  GOnditioD  (1 1)) , 
bons  aurons  Tequation  dont  les  valeurs  de  p  dependent.  En  posant 

P  =  A'  +  H'  +/^'U'(cos/V-  SL?iii)dz', 

cette  équation  sera 

P  CO8  fZ  —  (f  —  F)sin  fZ  =  o, 
d*où  Ton  tire 


(i8) 


tangpZ  =  j-:;:^ 


P  et  P'  sont  deux  fonctions  de  p,  Isl  première  paire ,  la  seconde 
impaire  :  les  racines  de  Fëquation  (18)  sont  donc  deux  à  deux 
égales  et  de  signes  contraires ,  ce  qui  doit  être ,  puisque  Ton  a  posé 
r=7%  d'où  résulte  p  =  =t=  \/r  :  il  est  aisé  de  voir  en  outre  que 
l'éguation  (18)  a  une  infinité  de  racines  réelles  :  on  s'en  convaincra 
en  i*egardant  p  comme  une  abscisse  variable,  et  construisant  les 
deux  courbes  qui  ont  respectivement  pour,  équations  jr  =  tang  f Z , 

y  =  -— p ,  courbes  dont  la  seconde  a  pour  asjrmptote  Taxe  des  abs- 
cisses. 

Les  grandes  valeurs  de  p  on  \/r  s'obtiennent  sans  difficulté  puisque 
l'équation  (18)  résolue  donne 


p 
jcZ  =  (/i  —  i)9r  +  arc  tang  -~ 


F' 


n  désignant  un  nombre  entier  quelconque  que  nous  supposerons  très 
grand.  Gette  expression  générale  de  f  fournit,  à  très  peu  près. 


^    OU     Vr  =  i — g-i-  , 


ou  plus  exactement, 

p    ou     v/P  =  L_i- 4.  _=--, 
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/d^  Je  ue  m'arrêterai  pas  à  démontrer 

o 

cette  dernière  formule  dont  nous  n'aurons  jamais  besoin. 
En  général  les  grandes  Valeurs  de  V^r  sont  de  la  forme 

f     ou      Vr  =        g     ■  -I-  Uf    . 

/,  désignant  une  très  petite  quantité.  Quand  on  donne  à  n  une  valeur 
déterminée  très  grande ,  la  racine  corr^pondante  est  précisément  la 
/2''"'  des  racines  r,,  r^».....  rangées  par  ordre  de  grandeur.  Pour 
constater  ce  fait,  il  suffit  d'observer  que  lorsque   f  est  très  grand 

Tâuquel  cas  on  a  à  très  peu  près  f  =  T  "^J»  U  se  réduit  sen- 
siblement à 

U(n  —  i)  «■« 
BB  COSfZ  =  COSî ^ — : 

par  suite  V  devient 

et  s'évanouit  précisément  (»—  i)  fois  lorsque  %  croit  de  o  à  Z,  c'est- 
à-dîre  lorsque  x  croit  de  x  k  X.  En  vertu  d'un  théorème  de  M.  Sturm, 
cette  valeur  de  V^  est  donc  celle  qui  répond  à  la  rè*^  racine  r,.  D'a- 
près cette  démonstration  qu'il  serait  aieé  de  rendre  plus  rigoureuse 
en  tenant  compte  des  quantités  infiniment  petites  qui  ont  été  négli- 
gées, on  a  pour  un  indice  n  très  grand 

et  par  suite 

puisque  'tt  est  >  5 ,  et  que  —  f  +  '•  *  n'a  jamais  une  valeur  considé- 
rable. De  là  résulte  finalement 

r    ^  9"' 
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VII. 
En  combinant  ensemble  les  deux  inégalités 

que  nous  avons  obtenues  Tune  au  n'  IV  ,  Tautre  au  n*  V>  il  vient 


V 


le  terme  général  de  la  série  formant  le  second,  membre  de  l'équation 

(•9)  "  =  ^(    ji 

a  donc  une  valeur  absolue  (dus  petite  que 


2r "' 


or,  quand  on  suppose  ^  >  o ,  k  séri»  qui  a  pour  terme  {(é^ral  cette 
dernière  quantité  est  évidemment  convergente:  donc  à  Jàriiori  la 
série  (19)  est  aussi  convergente* 

Lorsqu'on  a  «=o,  la  série  (19)  se  change  dans  la  série  (i),  et  il 
faut  une  autre  démonstration.  En  multipliant  par  /{x)  les  deux 
membres  de  l'équation  (2) ,  on  en  dod^ît 


gy/Cxydx^iiv/^yiix  ^  ^^.d(k g) 
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intégrant  ensuite  à  partir  de  x  ss  x  jusqu'à  ors:  X,  il  vient 

(-)       /%v/(.yx=i/^V(-y-  -  ^/>)<*  9' 

Une  doable  intégration  par  parties  donne 

Mais  à  la  limite  x  de  a?  on  a 

d'où  résulte^  en  éliminant  hj 

cette  même  quantité 

est  nulle  aussi  à  l'autre  limite  X  par  une  raison  semblable*  D'après 
cela  y  on  obtient 

moyennant  quoi  Téquation  (so)  se  réduit  à 
fj{x}dx  représentant  la  fonction 
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Pour  des  valeurs  positives  de  t,  la  conrergeoce  de  cette  sétne  ré- 
sulte évidennneot  de  l'analyse  précédente. 

On  démontrerait  de  la  même  manière  la  convergence  des  deux 
séries 

V  COS  (l  V^'rjJ^  8^'Â^)dx           V  sîn  [t  Vr)  j  ^   ^V/{a:)c/x 
2 —^ • ,  S -3^ ^ , 

J  X  ^^'^  J  X  ^^''*^ 

qui  servent  à  résoudre  plusieurs  problèmes  de  mécanique. 

Nous  avons  dans  tout  ce  qui  précède  considéré  les  deux  constantes 
h\  IX  comme  ayant  des  valeurs  finies.  Quand  une  d'elles  est  infinie  ^ 
on  doit  donc  un  peu  modifier  notre  analyse  ;  mais  les  modifications 
qu'il  faut  y  apporter  sont  tellement  légères  que  je  regarde  comme 
entièrement  inutile  de  les  développer  ici. 

VIIL 

Revenons  maintenant  à  l'équation  <ar(r)  =  o  qui  détermine  le  pa- 
ramètre Tf  et  prouvons  que  cette  équation  a  toutes  ses  racines  réelles. 
Pour  cela  rappelons  un  lemme  que  j'ai  démontré  dans  mon  pre- 
mier mémoire  (^)|  et  que  l'on  peut  énoncer  ainsi  :  soUN^  une  quel^ 
conque  des  Jonctions  V, ,  V, ,  etc. ,  qui  se  déduisent  de  y  en  y  rern^ 
plaçant  r  successwement  par  les  racines  réelles  r,,  r«^  etc*^  de 
V équation  <ar(r)=s  o;  ^î  une  fonction  ^{x)  est  telle  qu'on  ait 


(21  )  f^Y,<p{jc)dx  =  o, 


Findice  n  restant  indéterminé ^  cette  fonction  ^  (x)  sera  égale  à  zéro 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  x  et  X. 

Ce  lemme  ne  cesse  pas  d'être  exact  quand  la  fonction  ^  {x)  est 
imaginaire  et  de  la  forme y(ji:)  -+•  \/ — i  .F(a:);  car  alors  l'équation 


\ 

y   > 


(*)  Tome  I**  de  ce  Journal  y  page  261 . 
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(ài)  se  décompose  daos  les  deux  suivantes 

f^y,f{x)dx  =^0,    f^\,¥(x)dx  =  o, 

qui  donnent  séparément  /(x)  =  o ,  F(a:)  =  o  et  par  suite  ^x)s=o. 
Maintenant  soit,  s'il  est  possible,  r^  une  racine  imaginaire  de  Té-* 
quation  4r  (r)  ss  o  et  Y '  la  valeur  de  Y  correspondante  :  aucune  des 
diflërences  f^  ^^r,,  r'  -—  r,, . . .  ne  sera  nulle  :  par  une  formule  con- 
nue on  aura  donc ,  quel  que  soit  Tindice  n  , 

m 
m 

d'oùJ'on  conclura  g^Y'^sso,  et  par  suite  Y'so,  pour  toutes  les  va- 
leurs de  X  comprises  entre  x  et  X.  Or  cela  est  absurde  :  en  effet  on 
peut  toujours  se  donner  arbitrairement  et  supposer,  par  exemple,  égale 

à  l'unité ,  pour  a:=x  ,soitla  valeur  de  Y',  soit  celle  de  -^r  *    ces  deux 

valeurs  étant  assujetties  à  la  seule  relation  -^  -—  h\^  =  o  ;    d'où  il 

résulte  que  pour  des  valeurs  de  a:  très  rapprochées  de  x  et  un  peu 
plus  grandes ,  la  fonction  Y'  est  différente  de  zéro.  Donc  l'équation 
cir(r)  =  o  n'a  pas  de  racines  imaginaires,  C.  Q.  F.  D. 
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Extrait  d'une  lettre  de  M.  Terquem  à  M.  Liouville. 


a  II  mesemble  ifoe  «laos  U  dtscusçioa  genêi(aljQ  des  GO^rbe^  4^  second 
ordre,  nos  aivtenris  ^âésicnlaires  négligent  à  tori  up^cas  t^asez^imiior- 
tant:  c!e$t  celui  où  B* -^4ÂC  devient  rboGf:  alors. TeUipvse  «erëdqit 
à  une  droite  de  grandeur  finie  ou  à  deux  droites  parallèles 9^^t  l'hy- 
perbole à  une  droite  illimitée  ou  à  deux  droites  paridlèlM*  On   a 
égard  à  cette  réduction  dans  la  Mécanique  Célestê^{liy.  II »  p.  197  » 
à  la  fin  du  n^  2*]).  Elle  se  présente  aussi  dans  la  discussion  de  la  sur- 
face qu'on  obtient  y  lorsque  dans  l'équation  générale  en  x^  jr,  on 
considère  les  cinq  coefficiens  comme  des  fonctions  données  d'une  troi- 
sième variable.  Quelles  que  soient  ces  fonctions,  les  sections  parallèles 
au  plan  xjr,  sont  des  coniques  dont  la  eonetrùctîon  exige*  qtie  IW 
admette  l'équation  B* —  4^^  =s  db  oo.  L'omission  de  cette  éqtfation 
entrain^  d'autres  imperfections  :  ainsi  l'on  dit  que  la  parabole  est  la 
limite  d'une  ellipse  variable  qui  a  un  sommet  et  un  foyer  voisin 
fixes  9  et  dont  le  centre  décrit  uaedvoite  en  s'ékngoant  du  fioyer  fixe,; 
mais  si  l&oentre  s'ep  approcbe^.ep  prenant  la  direetipn  opposée  1  oii 
obtiept  9ii€ces$ivemeQt  un  cercle.,  ime  droite  limitée,  une  hyperbole 
qui  coupe  la  parabole  limite,  ensuite  une  droite  tangente  à, cette  par 
rabole,  et  finalement  une  série  d'hyperboles  extérieures  à  la  parabole 
et  qui  vont  sans  cesse  en  se  rétrécissant  et  finissent  par  se  confondre 
avec  cette   courbe,  de  sorte  que  la    parabole  doit  être  considérée 
comme  ayant  k  Tinfini  deux  centres,  l'un  dans  son  intérieur  et  l'autre 
à  l'extérieur.  Cette  considération  est  souvent  utile  pour  se   rendre 
compte  de  diverses  transitions  de  fonctions:  on  peut  s'en  servir  aussi 
pour  démontrer  que  des  deux  paramètres  qui  correspondent  à  un 
système  de  diamètres  conjugués, l'un  reste  fini  et  l'autre  devient  infini 
lorsque  l'ellipse  ou  l'hyperbole   deviennent   des  paraboles;  on  ne 
démontre  ordinairement  cette  proposition  que  pour  les  axes  princi- 
paux!. » 

Paris ,  4  octobre  i836. 
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NOTE 

SUR  LES  ÉQUATIONS  INDÉTERMINÉES  DU   SECOND  DEGRÉ. 

Formules  dEuler  pour  la  résolution  de  T équation.... 
Cx^Hh  A==^^. — Leur  identité  as^ec  celles  des  algébristes 
indiens  et  arabes.  —^  Démonstration  géométrique  de  ces 
formules. 

Pae  m.  GHASLES. 


L'on  des  faits  les  plus  étonnants  que  :nous  présente  Thistoire  des 
'sdenoesy  et  Fun  des  plus  importants  ^  comme  monument  de  lancienne 
civilisation  dé  l'Orient,  est  sans  contredit  la  résolution  des  équations 
indéterminées  du  deuxième  degré ,  que. contient  le  traité  d'algèbre  de 
Brahmegupta  (*). 

Diophante,  dont  les  six  livres  de  Questions  arithmétiques  qui  nous 
«ont  parvenus  9  roulent  sur  l'analyse  indéterminée ,  a  résolu  beaucoup 
d'équations  du  second  degré ,  à  deux  ou  plusieurs  inconnues.  Dans 
toutes,  ce  grand  analyste  de  l'école  d'Alexandrie  a  montré  beaucoup 
d'adresse  et-  de  génie  ;  mais  ses  solutions  sont  diverses,  appropriées  à  des 
questions  particulières,  et  ne  mettent  pas  sur  la  voie  des  méthodes 
générales  dont  cette  partie  de  l'analyse  était  susceptible.  Aussi  a-t-il 
fallu  en  quelque  sOrte  a  créer  de  nouveau  dans  les  temps  modernes. 
Fermât  en  est  regardé  comme  le  premier  inventeur;  et  les  questions 
quil  a  proposées  ou  résolues,  mais  dont  malheureusement  les  soin- 


(*)  Algebra^  'wùh  arithmetic  and  mensurtuion ,  Jrom  the  sanscrit ,  of  Brahmc* 
gupta  and  Bhascara ,  translated  bjr  Colebrooke,  inr4">  1817. 

Tomen>  FtfTKiiK  1837.  6 
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tions  ne  nous  sont  pas  parvenues,  ont  depuis  occupé  les  plus  célèbres 
géomètres. 

La  question  qui  parait  être  plus  particulièrement  l'origine  de  la 
théorie  des  équations  indéterminées  du  second  degré,  est  celle  de 
trouver  les  valeurs  de  x,  rationnelles ,  en  nombres  entiers,  qui  ren-* 
dent  le  binôme  Ca:'-{-  i  un  carré,  ou  en  d'autres  termes,  c'est  de 
résoudre  l'équation  Cr'  «f- 1  =s  ;^*,  en  valeurs  rationnelles  et  entières 
de  X  et  dé  jr. 

Cette  question  avait  été  proposée ,  en  quelque  sorte  comme  défi , 
aux  géomètres  anglais.  Lord  Brouncker  et  Wallis  la  résolurent ,  en 

donnant  à  a:  et  à  /  des  expressions  générales  de  la  forme  — ;; ,  et 

— .  Frénicle  trouva  aussi  cette  solution.    Et  Ozanam,  ainsi  aue 

m*  —  c  »  '  1 

Prestet ,  la  donnèrent  comme  ayant  été  celle  de  Fermât. 

Mais  ces  géomètres  n'aperçurent  pas  toute  l'importance  de  l'équa-* 
tîon  Cjc^-H  1  =^^9  V^^  ^^^î^  indispensable  pour  la  résolution  en 
nombres  entiers^  de  l'équation  plus  générale  Gr*  ds  A  =^^f  à  laquelle 
se  ramène  la  résolution  de  toutes  les  auti^s  équations  indéterminées 
du  second  degré.  C'est  à  Euler  qu'est  due  cette  double  remarque,  qui 
a  été  l'origine  des  progrès  de  l'analyse  indéterminée.  Cepeniknt  rc  il 
est  naturel  de  croire  que  Fermât,  qui  s'était  principalement  occupé 
de  la  théorie  des  nombres  entiers,  sur  lesquels  il  nous  a  d'ailleurs 
laissé  de  très  beaux  théorèmes ,  avait  été  conduit  au  problème  dont  il 
s'agit  (  la  résolution  de  l'équation  Gr*  -H  ^  =^)  p^^  les  recherches 
qu'il  avait  faites  sur  la  résolution  générale  des  équations  de  la  forme 
Cr*-{-A==7^,  auxquelles  se  réduisent  toutes  les  équations  du  second 
degré  à  deux  inconnues  (^).  »  Mais  la  perte  des  manuscrits  de  F-€r<- 
mat  a  retardé  de  pfès  d'un  siècle  la  résolution  des  équations  indé«- 
terminées  du  second  degré ,  qui  est  due  à  Euler,  et  que  Lagrange  a 
complétée  aussitôt,  en  ce  qui  regarde  la  condition  de  nombres  entiers* 

La  solution  d'Euler  pour  l'équation 

Cr»  +  A  =  j^* 


C)  Nous  citons  ici  textuellement  les  paroles  de  Lagrange  (  parag.  YIII  ^  des 
Additions  aux  Éléments  d'Algèbre  d'Euler). 
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suj^;x>se,  d'une  part,  qm  Foa  <SonQaisse  ua  premier  système  de  ra- 
cines x',  ^',  de  cette  équation ,  et  ensuite  qu'on  sache  résoudre  l'é- 
quation 

Car'  -H  I  =  j^V 

Soient  a  et  6  les  racines  de  cette  équation;  les  expressions  des  racines 
de  la  proposée  seront 

X  =:  a/  +  bçc\ 

y  =  Cmc'  +  bf. 

Telle  est  la  solution  qu'Euler  a  obtenue  par  des  considérations  ana* 
lytiques. 

Eh  bien  !  cette  solution ,  dont  aucune  trace  ne  s'est  trouvée  dans 
Diophante,  qui  a  échappé  aux  recherches  d'habiles  géomètres  mo- 
dernes pendant  près  d'un  siècle ^  et  qui  enfin  a  fait  honneur  au  grand 
Euler,  cette  solutîooit  dis-je,  se  trouve  dans  les  ouvrages  indiens, 
depuis  plus  de  douze  siècles,  et  a  probablement  une  origine  encore 
plus  reculée.  On  conçoit  d'après  cela ,  qu'un  célèbre  analyste  ait  pu 
dire  dernièrement ,  que  si  les  ouvrages  mathématiques  hindous  que 
de  savants  orientalistes  de  TAngleterre  nous  ont  fait  connaître  depuis 
une  vingtaine  d'années,  eussent  été  apportés  en  Occident  60  ou  80 
ans  plus  tôt,  «  leur  apparition,  même  après  la  mort  de  Newton  et 
n  du  vivant  d'Euler,  aurait  pu  hâter  parmi  nous  les  progrès  de  l'ana- 
»  lyse  algébrique  (*).  » 

Bien  que  la  solution  des  géomètres  indiens^  soit  la  même  que  celle 
d'Euler,  on  verra  peut-être  avec  intérêt  sous  quelle  forme  ils  la  pres- 
sentent. Elle  fait  l'objet ,  dans  Touvrage  de  Brahmegupta ,  de  deux 
règles  seulement,  qui  y  sont  énoncées  de  la  manière  la  plus  concise 
et  la  plus  générale.  En  voici  le  sens ,  exprimé  en  langage  algébrique  : 

Première  règle.  Pour  la  résolution  de  l'équation 


(*)  Histoire  des  Sciences  mathématiques  en  Italie,  t.  I"  p.  i33. 

6.. 
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On  prend  un  système  de  moines  de  ^équation 

Car»  ±  A  =s  7*,       ^ 

où  A  est  indéterminé;  soietU  let  g  ces  racines,  de  sorte  que  Fon ait 
C/*  â:  A  =  g»;  les  racines  de  la  proposée  seront 


=  «l±-£!,    et    x^^. 


jr  = 

Remplaçant  A  par  g' —  C/*,  et  faisant  /=  i ,  on  aara  précisément 
les  expressions  trouvées  par  Fermât,  Brouncker,  etc. 
Seconde  règle.  Pour  la  résolution  de  l'équation 

Ca:*  =fc  A  =  /% 

quand  on  connaît  un  premier  système  de  racines  L,  G  de  cette 
équation  : 

On  prend  un  système  de  racines  de  V équation 

Cor*  +  I  sa  ^; 

soient  l  et  g  ces  racines  ^ 
Les  expressions  générales  des  racines  de  la  proposée  seront 

or  =  Lg  -f-  /G, 
^  =  CL/ +  Gg  (*). 


C^O  Pour  donner  an  exemple  du  style  et  de  la  forme  dei  ouvrages  mathéma- 
tiques des  Indiens,  qui  sont  encore  peu  connus ^  nous  rapportons  ici  le  texte 
même  de  Brahmegupta,  suivant  la  traduction  de  M.  Golebrooke.  On  y  verra 
combien  il  serait  difficile  de  les  comprendre,  si  des  applications  numériques  ne 
venaient  au  secoura  du  lecteur. 

La  résolution  des  équations  indéterminées  du  second  degré,  est  Tobjet  des 
sections  VI  et  Vil  de  l'algèbre  de  Brahmegupta  »  appelée  Cuuaca. 
f.  Dans  la  section  YI,  intitulée:  Equation  involving  a  factum ,  on  résoiit  Té- 
quation  Ax  +  B^  +  C  =  Dx^. 
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Après  ces  deux  règles  ^  qui  sont  identiques  à  la  solotion  d'EuIer, 
Brahmegupta  donne  plusieurs  règles  particulières  pour  les  cas  où  A 
et  G  sont  des  carrés  ^  ou  bien  sont  le  produit  de  carrés  par  d'autres 
nombres.  Et  il  résout  ensuite  plusieurs  équations  doubles. 


La  règle  est  ainsi  énoncée ^  dès  le  début  et  s^ns  aucune  explication  prélimi- 
naire : 

«  61.  Rule:  The  (product  of)  multiplication  of  the  factum  and  absolute 
»  number,  added  to  the  product  of  the  (coefficients  of  the)  unknowii,  is  divided  by 
»  an  arbitrarily  assumed  quantity.  Of  the  arbitrary  divisor  and  the  quotient, 
»  whichever  is  greatest  is  to  be  added  to  the  least  (coefficient) ,  and  the  least  to 
»  the  greatest.  The  two  (sums)  divided  by  the  (coefficient  of  the)  factum  are 
n  reversed.  » 

Ge  qui  signifîe  que  ks  racines  de  Téquation  proposée  sont  de  la  forme 


n 


La  section  Vil ,  où  Pon  résout  Téquation  Cjc*  db  A  ==  j^" ,  est  intitulée  :  Square 
affected  by  coefficient,  et  commence  ainsi  : 

«  65-66.  Rule  :  A  root  (is  set  down)  two-fold,  and  (another,  deduced)  from 
»  the  assumed  square  multiplied  by  the  multiplier ,  and  increased  or  diminished 
»  by  a  quantity  assumed.  The  product  of  the  first  (pair),  taken  into  the  mul'- 
>»  tiplier,  with  the  product  of  tlie  last  (pair)  added,  is  a''  last''  root.  The  sum 
»  of  the  products  of  oblique  multiplication  is  a'^  first"  root.  The  additive  is  the 
»  product  of  the  like  additive  or  subtractive  quantities.  Thé  roots  (so  found), 
»  divided  by  the  (original)  additive  or  stibtraetive  quantity,  are  (roots  answe- 
»  ring>for  additive  unity.  » 

Puts  vient  un  eiemple  numérique,  et  ensuite  la  seconde  règle,  que  voici  : 

«  68.  Rule  :  Putting  severally  the  roots  for  addiUve  unity  under  roots  for 
»  the  given  additive  or  subtractive,  *'last"  and  * 'first"  roots  (thence  deduced 
»  by  composition)  serve  for  the  given  additive  or  subtractive.  » 

Nous  avons  donné  ci* dessus  le  sens  de  ces  detix  règles,  dont  la  première  s'ap- 
plique à  l'équation  Cr»-|-  i  =j^*,  et  la  seconde  à  Téquation  Car"  ±:  A  =J^.. 

Les  mots  entre  parenthèses,  dans  le  texte  anglais,  ont  été  ajoutés  par  M.  Co- 
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E&  parlant  clf&  géomètres  qui,  après  Diophante,  et  depuis  Fermât 
jiasqu'à  Lagrange,  ont  concouru  au  perfectionnement  de  l'analyser 
indéterminée  I  nous  nous  sommes  renferme  dans  les  citations  histo- 
riques que  Ton  a  coutume  de  &ireau  sujet  de  cette  partie  de  Talgè^ 
bre.  Mais  il  parait  qu'on  a  toujours  commis  sur  ce  point  une  omis- 
sion, qu'il  est  d'aulant  plus  à  prepes  de  réparer  îri,  en  paiiant  de 
l'analyse  indienne,  que  cette  omission  porte  précisément  sur  une 
solution  qui  nous  parait  dériver  des  ouvrages  hindous;  solution  qui 
aurait  suppléé  ces  ouvrages,  et  aurait  .mis  aussitôt  sur  la  voie  des 
découvertes  réservées  à  Euler  les  géomètres  qui  en  auraient  eu  con* 
naissance.  Nous  voulons  parler  de  quelques  questions  d'analyse  indé<- 
terminée ,  résolue^  par  Fibomacci  (appelé  communément  Léonard  de 
Pise)  dans  son  traité  d'alg€^)re ,  ouvrage  original,  resté  manuscrit  au 
grand  regret  des  géomètres.  Ces  questions  ont  été  reproduites  par 
Lucas  de  Burgo,  dans  sa  Summa  d^  ArithmeUcay  Qeometria^  etc., 
et  par  Cardan  dans  son  traité  d'Arithmétique  (^). 

Celle  qui  se  rapporte  à  réquation  Ca:*±  A  =szjr*,  et  qui  en  contient 
virtuellement  la  solution  donnée  par  Euler,  est  celle-ci  :  étant  donnés 
deux  nombres  carrés ,  dwiser  Leur  somme  en  deux  autres  nombres 
carrés ,  ou  en  d'autres  term^ 

Résoudre  en  nombres  rationnels,  V équation 

X-  +y  z=z  A, 


lebrojoke^  Oo  iroit.  quelle  diffimlté  pvéaeolait,  par  sa  CQH^MÎMexirâwey  lé  uzte 
jQriginal. 

fihafic^ra  est  moins  concis  que  Brjdunegttjpca»  i\  dit  en  plweun  pafi^apbei 
ce  que  celui-ci  avait  expriip>é  eu  va  seul  i  maitf  il  n'tat  guère  plu9  inCeUif^e. 
Nous  parlerons  .^a^s  nn  a^tre  ^crU  4^  .di^Eeietic^  aotab^,  aeos  le  rapport 
scientifique  y  que  nous  avons  remarquées  dans  la  partie  ^gjéoqMtHique  des  deux 
ouvrages,  et  qui  nous  portent  à  regai;der  Brahmegqpta  comme  ayant  ét^  supé-r 
rieur  àBhascara,  qui  n'est,  par  rapport  à  lui,  qu'un  scoUaste  qui  ne  Ta  pas 
toujours  compris. 

(i)  Vièle  est  le  nrcmier  qui  ait  démontré  les  formules  de  Fibonacci ,  pour  Vé^ 
quation  a:»+j^"==A,  au  commencement  du  livre  IV,  de  ses  Zéiéiijues.  Peu 
de  temps  après,,  Alexandre  Anderson  s'est  occupé  de  la  même  question  ;  ina^s 
jseulementpour  donner  une  démonstration  géométrique  des  formules  de  Diopbante.' 
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quand  on  connaît  un  premier  système  déracines,  x*  y  /'   de  cette 
équation. 

On  prendra  deux  nombres  quelconques  a,  b^  dont  la  somme  des 
carrés,  soit  un  carré  c';  ce  qui  peut  se  faire  d'une  infinité  de  ma- 
nières* [lie  premier  nombre  a  étant  pris  arbitrairement,  le  second 

sera  de  la  forme  "  (""  "^  ^^J  J* 
On  a  donc 

et 

D'après  cela,  les  expressions  générales  des  racines  de  l'équation 
proposée  seront 

^  —  c  ' 


Telle  est   la  solution  rapportée  sans  démonstration  et  appliquée  a 
plusieurs  exemples  numériques  par  Lucas  de  Burgo  et  Cardan  A). 
Ces  formules  auraient  dû  attirer  Tattention  des  analystes ,  ne  fût-ce 


n  Lucaf  de  Btvgo  et  Cardan  annoncent  que  cette  lohition  est  de  Léonard 
de  Plie;  et  le  premier  ajoute  qu'elle  se  trouve  dans  son  Traité  des  ncmà^et 
carrés,  et  qu'elle  y  est  démontrée  por  la  considération  des  Ji^ret  géométriaueê. 
Ce  traité,  malheureusement,  n'existe  plus  (Montucla ,  fTw^y/re  des  Mathéma^ 
tiques,  t.  II ,  Additions,  p.  71 5).  M.  Cossali  Ta  rétabli  avec  succès,  d'après  les 
fragments  qui  s'en  trouvent  dans  Lucas  de  Burgo  (Colebrooke,  Brahmegupta  and 
Bhascara ,  .^/^eAra ,  Dissertation  ;  p.  LVII).  Mais  il  n'a  pas  rétabli  la  démons^ 
tration  géométrique.  (Voir  Origine,  traspono  in  Italia,  primi progressi in  essa 
deW  Algebra,  t.  !•',  ch.  V,  p.  96). 

BL  Colebrookc,  en  parlant  des  questions  d'analyse  indéterminée,  traitées  par 
Lucas  de  Burgo ,  cite  un  passage  de  la  Summa  de  Arithmetical  où  il  est  ques- 
tion de  Fibonacci  )  mais  ce  n'est  pas  celui  où  est  résolue  l'équation  x*+ j*^)»  A 
et  où  il  est  dit  que  Fibonacci  employait  des  considérations  de  géométrie.  M.  Co* 
lebrooke  parait  n'avoir  pas  remarqué  ce  passsige,  ni,  surtout,  l'analogie  qMs  pré- 
sentent Itti  formules  de  Fibonacci  avec  celles  de  Brahmegupta. 
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que  par  la  différence  qnelles  présentent  avec  la  solntion  de  Dio* 
phante«  Celle-ci  en  effet,  exposée  algébriquement  et  sons  la  forme  la   , 
plus  générale,  conduit  aux  formules  suivantes 

qui  ne  contiennent  qu  une  indéterminée  n,  et  qui,  ne  faisant  point 
usage  de  l'équation  auxiliaire  a' +  6*  =  ^*»  ^^  sont  pas  propres  à  la 
solution  de  la  question  en  nombres  entiers.  On  voit  donc  quel  avan- 
tage présentaient  les  formules  des  géomètres  italiens. 

On  reconnaît,  à  la  première  vue  de  ces  formules,  toute  leur  ana- 
logie avec  celles  d'Euler  et  de  Brabmegupta,  dont  elles  ne  sont  qu'un 
cas  particulier.  Mais  ce  qu'il  y  a  de  remarquable  c'est  que,  de  ce  cas 
particulier;  on  peut  s'élever  naturellement  et  sans  aucune  difficulté 
au  cas  général,  ainsi  que  nous  le  verrons,  de  sorte  que  cette  équa- 
tion ,  si  elle  avait  fixé  les  regards  de$  géomètres ,  les  aurait  conduits 
depuis  long-temps  à  la  solution  générale,  propre  à  la  condition  de 
nombres  entiers,  telle  que  nous  la  trouvons  cbez  les  Indiens,  et  telle 
queEuler  l'a  découverte  dans  le  siècle  dernier. 

Nous  avons  dit  que  cette  solution  de  Lucas  de  Burgo  et  de  Cardan, 
nous  paraissait  dériver  de  celle  des  Indiens.  En  effet,  Fibonacci,  qui 
l'a  fait  connaître  en  Europe,  avait  rapporté  ses  connaissances  mathé- 
matiques de  chez  les  Arabes;  c'est  donc  à  eux  que  parait  due  cette 
solution;  or,  les  Arabes,  placés  entre  l'Inde  et  TÉgypte,  avaient 
emprunté  leur  science  des  Grecs  xl'Alexàndrie  et  des  Hindous.  Les 
Grecs,  comme  nous  le  voyons  par  les  solutions  de  Diophante,  n'ont 
point  connu  celle  dont  il  est  question.  Elle  est  donc  venue  des  Hin- 
dous (^),  qui  la  possédaient  depuis  plusieurs  siècles.  Les  ouvrages  des 


(^).  La  manière  dont  Lucas  de  Bargo  et  Cardan  disposent  sur/le  papier ,  les 
quantités  connues,  pour  effectuer  le  calcul  des  racines  cherchées,  a  la  plus 
grande  ressemblance  avec  la  manière  des  Indiens,  et  dénote  l'origine  de  leur 
méthode. 

Les  Indiens  placent  les  deux  racines  données  3ù\y^  Tune  k  c6té  de  Taatre 
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Arabes^»  qui  nous  sont  connus  en  trop  petit  nombre ,  et  auxquels  on 
a  fait  peu  d'attention  ^  parce  qu'on  a  cru  n'j  trouver  qu'un  faible 
écho  de  l'École  grecque ,  doivent  inspirer  plus  d'intérêt  ^  aujourd'hui 
que  l'on  y  reconnaît  des  traces  prononcées  d'un  autre  foyer  de  lu* 
miènea. 

Les  ouvrages  indiens  ne  contienne^  aucune  démonstration.  A  la 
fiiveur  de  cette  circonstance^  quelques  écrivains,  encore  tout  pleins 
de  l'ét^nement  que  leur  avait  causé  la  vue  des  théories  savantes  et 
des  questions  difficiles  qu'ils  renferment ,  et  peut-être  un  peu  préoc«* 
cupéside  l'intérêt  des  Gi*ecs  qui  n'avaient  point  eu  de  rivaux  jusqu'ici, 
ont  cru  pofivoir  attribuer  les  découvertes  analytiques  des  Hindous  à 
quelques  rencontres  dues  au  hasard,  et  provoquées  seulement  par  des 
essaift  isolés  et  fiiits  sans  méthode  ni  intdligence.  Mais  une  telle  opi«> 
nioo  ne  pouvait  se  soutenir,  et  nous  devons  reconnaître  dans  les 
ouvrages  indiens  les  vestiges  d'une  sdenee  depuis  long^temps  cul* 
tivée,  et  parvenue,  dans  de  eertaioes  limites,  à  une  grande  perfec^ 
tion.  , 

Nous  n'avions  nuUement  llnteillion  de  chercher  a  rétablir  quel- 
ques démonstrations  qui  pourraient  répondre  aux  théories  algébriques 
des  Hindous,  quand  une  remarque  à  laquelle  nous  a  conduit  lexa* 
men  de  la  partie  gepmetrique  que  contiennent  leurs  ouvrages,  nous 
a  mis  sur  la  voie  d'une  solution  géométrique  des  équations  indêter* 
minées  du  seCMd  degré,  qui  donne  précisément  les  formules  de 
Brahmegnpta«  Cela  nous  a  fait  supposer  que  c'était  aussi  par  des 


•arune  li^pehorisoniale;  et  au-destoiis  d*elles  sur  une  seconde  ligne  horison- 
taie,  ils  placent  les  deux  racines  a,  6,  de  Téqualion  auxiliaire,  de  sorte  que  x' 
et  a  sont  sur  une  ligne  Terticale,  ety  et  b  sqr  une  seconde  ligne  verticale.  Pais 
ils  mttlâplienl  Tune  par  l'autre ,  les  deux  x*  et  a  qui  sont  sur  la  première  ligne 
▼erticale,  et  ensuite  les  deux  autres.  Ils  font  la  différence  des  deux  produits ,  et 
la  divisent  par  c  ;  c'est  l'une  des  racines.  Pour  former  l'autre ,  ils  multiplient  les 
qaatre  nombres  en  croix,  et  font  la  somme  des  deux  produits,  qui ,  divisée  par 
c ,  donne  la  seconde  racine. 

Les  géomètres  italiens  opèrent  4^  même,  si  ce  n'est  qu'ils  placent  Tune  k  côté 
de  l'autre f  les  deux  racines  af  et  a,  et  auHlessous  d'elles  les  dçax  x'  et  6.  Ils 
emploient,  conime  les  Indiens,  l'expression  de  multipUcation  en  creix. 

Ton*  U.  —  Ftff AJKK  183;.  7 
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coosideratioDS  gëométciques  que  cet  auteur  était  pacvctia*  à  cette 
solution;  et  en  effets  ou  .sait  que  les  Indiens»  et  Ji  tenr  imitalion  Jea 
Arabes,  employaiait  toajoiirs  conamnemrnent  la  géométrie  et  Fanar* 
lyse  (^),  oellep^i  pour  résoudre  leurs  qoestions  gépmétrîquesf  et  k» 
première  pour  démontrer  leurs  règles  d'analyse  »  et  interpréter  et 
peindre  aux  yeux  Içs  résultats  de  Talgèbre..  Cela  nous  expliquerltit 
aussi  la  présence»  dan&les.  ouvrages  de BralunegiGiplak, 4e  cet|e  partie: 
géométrique 9  à.laqjuelle  on  a  fait  peu  d'attention,  et  aur  laquelle^; 
généralement  on  s'est  mépris ,  je  croie,  en  la  refptvdanC  comme  formant 
les  éléments  de  géométrie  des  Hindous  da  du:  moim  le  nâijiat  des* 
connaissan€es.gé<Hnétrique8  dont  ils  se  servaient,.  Dana  un  antre  éerit, 
j'entrerai  dans  qiielques  develofqpementa  à  ce  sujet,  en  domiaat  L'is» 
terprétation  des  propositiooa  de  géométrie^  Bnlunagoptadoot  OB^ 
n'a  point  encore  parlé,  et  qui  avaient  besoin  d'être  deviaées.  Si  je  ne: 
me  trompe,  ellea  roulent  presque  toutes  sur  m»e  seule  théorie  géomé^* 
trique ,  qui  est  celle  du  quadrilatère  inscrit  au  cercle,  et  résolvent  la 
question  de  construire  un  quadrilatère  inscriptible,  dont  l'aire,  les 
diagonales  et  plusieurs  autres  lignes,  ainsi  que  le  diamètre  du  osrde, 
soient  exprimés  en  nombres  rationnels* 

C'esjt  dans  cette  question  même  que  nous  avoua  tronré  uoeoné»- 
tbode  géométrique  pour  la  résolution  de&équations  indéterminées,  du- 
second  degré,  méthode  que  nous  supposons  avoir  pu  être  cette  de 
Brahmegupta«  Noua  l'exposerons  daua  l'écrit  dont  noua  venooa  de. 
parler;  mais  ces.  considérations  nous  ont  conduit  à  une  méthode plwt 
directe  et  plus  élémentaire.  C'est  celle  que  nous  allons  pr&enter. 

Question.  Connaissant  un  premier  système  de  *  raeines  x'  ',  y ,  de 
Féquaiion  x*+J^'=^  A,  on  demande  de  trouver,  daubes  racines 
rationnelles  de  cette  équation. 

Solution  géométrique.  Que  Ton  forme  un  triangle  rectangle  GOD , 
qui  ait  pour  côtés  de  l'angle  droit  OC=x',  00=/',  la  question 
sera  de  construire  sur  l'hypoténuse  CD  %m.  autre  triangle  CFDt,  dont 
les  côtés  ÇF,  FD  soient  rationnek. 


(^  Colebrooke ,  Algebra  of  Brémegupta  and-  Bhoicwra;  Infrodaction  hiîlb* 
lique,  p.  i5  ;  Libri^  gtsêoire  des  Sciences  méfÛÊémati^pies  en  ItiMe,  1. 1'^, p;  r^. 
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Pfolongeoiis  les  côtés  CO,  tfP,  jusqu'à  leur  rencoutre  en  A;  on  a 
lé  triangle  CAD»  dans  lequel  les  perpendiculaires  DO,  CF,  sont  en 
raison  inrerse  des  o6tés  CA,  D^  Si  donc  ces  c6tés  sont  rationnels, 
la  pm7>eiidicnIa]reCF,  qui  est  nine  des  racines  de  Téquation  propo-» 
see,  le  sera  aussi;  le  segment  DF,  qui  est  l'autre  racine,  sera  aussi 
rationnel ,  suivant  son  expression  connue  en  fonction  de  trois  côtés 


(' 


FD 


AD -f- CD  — AC  \ 


aAD 


y  OronaCA  =  A04-CO;  COest  rationnel, 


par  bypothèse;  donc  il  faut  que  AO  soit  rationnel.  Donc  la  question 
se  réduit  a  construire  sur  le  côté  DO  un  triangle  rectangle  AOD,  dont 
les  côtés  soient  rationnels.  On  sait  former  un  tel  triangle  d'une  infi-* 
nité  de  manières,  par  la  formule  suivante,  très  connue  et  fort  usitée 
en  analyse  et  en  géométrie 


OD 


:+i(^-_„)-  =  .(o.oV»)-rt, 


(^)  Cette  feramle  est  d'ua  grand  usage  dans  les  ouTragés  de  Brahniegupta  et 
de  Bhascara.  Elle  est  une  généralisation  des  déiax  règles  imagméet  par  Pythagore 
et  Platon,  ponr  coastroii'e sar  un  côté  donné  an  tHafigle  rectangle  en  nombres 
«aiionneb  et  envers. 

Si  le  côté  donné  est  un  noml>re  iiapair,  il  faut  supposer  r.=s  i  ,  et  Ton  a  la 
règle  de  Py  tbagore;  si  le  côté  est  pair ,  on  suppose  n  =  3 ,  et  Ton  a  la  règle  de 
Platon. 

C'est  d'après  Produs  (Jnprinmn  EucUdU  elemenêomm  lAmtà  eommcntarip^ 
fvm  Uhri  Vf  y  pvoposition  47)1  que  ron  altribae-ees  deux  ilsgles  à  Pytbagore 
et  à  Platon;  mais  Boeot,  antérieur  de  près  d'un  siècle  à  Produs,  donne  la  w^ 
eonde  dantVe  second  lifre  de  sa  Géométrie,  comme  étant  d'Ârchytas,  célèbre 
pythagoricien ,  dont  Platon  avait  saivi  les  leçons  en  Italie. 
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c'est-à-dire  qo'oo  prendra  le  côté  OÀ  égal  à  ^  (—-  —  nV  etTfaypo' 

ténnse  AD  égale  &  j f-^  ^n\;  n  étant  un  nombre  arlHtraire* 

Ayant  construit  ce  triangle  AOD,  on-abaissera  dn  point  C  la  per«- 
pendicnlaire  CF  snr  son  hypoténuse,  cette  perpendiculaire  CF,  et 
le  segment  DF  qu'elle  détermine ,  seront  les  deux  racines  cherchées* 

Ainsi  la  question  est  résolue  par  une  construction  géométrique. 


4 

./^ 

Pour  passer  de  cette  solation  géométrique  aux  fonuuleis  de  l'ana» 
lyse,  il  suffit  de  chercher  les  expressions  deCFet  DF,  en  fonction 
des  l^nes  qui  servent  à  construire  ces  racines. 

La  comparaison  des  triangles  semblables  ACF,  ADO,  donne 


CF  =  DO.^,    AF  =  Aa  ^^ 


ÂB- 


Or 


DF  SB  AD  —  AF,    .et    AC  s  AO  +  OC; 

on  conclut  de  là  . 

•^            r"»          DO.AO  +  DO.OC 
UT    —   -=r , 


DF  = 


AD 

ÔÊT— OA.OC 
ÂD  • 


•Telles  sont  les  expressions  des  racines  de  Téqualion  proposée  :  elles 
sont  rationnelles,  puisque  CO  et  DO  le  sont  par  hypothèse,  et  OD, 
DA  par  construction. 

Pour  donner  à  ces  formules  la  forme  de  celles  de  Léonard  de 
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Pisc,  ùÔMoas 


CO  s=  «',    OD  SX  /,    CF  =s  X,    DP 
OÂ  ss  a,     AD  8  c; 


=  r. 


il  viendra 


r  SB s^. 

•'  c 


Oa  a  entre  a,  c  ety  U  relation 


c»  —  a*  s  jr"} 


ou 


c» 


«I* 


Représentons  -  par  -«  "^  par  '  ;  les  tqpis  indéterminées  «,  C,  >, 
seront  liées  par  l'éqoation 

«•  +  C-  as  >•; 
et  les  formoles  deviendront 

Elles  sont  les^  mêmes  qae  cdles  «TEuler,   poar  le  cas  particulier 

Il  est  facile  dépasser  de  là  à  la  résolution  de  Téquation  Cx'+^'ssA. 
En  effet ,  dans  Téquation  x*  +  J^  =  A,  et  dans  les  deux  équations 


de  condition 


a:'«+y  =  A, 
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remplaçons  x par  x  ^C,  x^  par  a^  V^,  «par«  V^C;  elles  deviendront 

Ca^«-f- y"=  A, 

ft»  4-  Ç*  S3  >•. 

Et  ,1^  expressions  des  radnes  «  ti  j,  trouvées  ci-dessos,  devien- 
dront 


on 


Ce  sont  les  racines  qui  répondent  à  l'équation 

Cart+^c=A. 

Maintenant,  ces  racines  rendant  identique  cette  équation,  quelles 
que  soient  les  vdeurs  des  deux  nombres  G  et  A,  on  peut  les  supposer 
négatives;  de  sorte  que  Téquation  peut  prendre  la  forme 

Cap*dbAssj*, 
et  ses  racines  deviennent 

y—      y     • 

Nous  donnons  le  signe  -f-  k  la  valeur  de  7-,  parce  que  cette  variaUe 
n'entrant  qu'au  carré  dans  l'équation,  son  signe  est  indifférent. 
Les  équations  de  condition  pour  d/,^,  et  pour  «,  C,  y^  sont 

Car'»  d=  A  =  y , 
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Cest-à-dire  que  x'  el  J*  sont  i|n  système  de  racines  de  l'équation 
proposée,  et  '^ ,  -  $  sont  un    système    de   racines    de    l'équation 


y"  y 


Nous  ayons  donc  obtenu  précisément  la  solution  de  Brahmegupfa 
et  dlilttlér^  et  nous  Tayons. déduite,  ainsi. que  nous  l'avions  annoncé , 
de  pures  considérations,  de  géométrie,  qui  n'ont  demandé  aucune 
connaissance  de  Falgèbre. 

Mais  nons  devons  observer  que  Tintroduetion  du  coefficient  C,  et 
le  changement  de  son  signe,  dans  l'équation  de  condition  primitive 
A^'^C^sssy,  dont  nous  savions  construire  géométriquement  tes 
racines  rationnelles,  exige  que  nous  sachions  résoudre  l'équation 
Cx^'^  isa^j^f  qjui  reniplace  cette  éqiaation  primitm^ 

Pour  résoudre  cette  équation,  il  se  présente  deux  procédés.  D'abord 
nous  pouvons  nous  servir  de  la  même  formule 

4mW  +  (m*  —  »»)•  =  (!»•  H- /!•)• , 

qui  nous  a  d^à  servi  pour  former  les  racines  de  l'équation  a'^f-A^ssc*. 
A  cet  eflfet,  nous  Fécrifons  aoua  la  fonde 

faisons  n  s=  V^j  il  yivesoX 
cpoipanaftCBlteidenlili^  Téqwlion 
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on  voit  que  les  racines  de  celle-ci  sont  de  la  forme 


X  = 


21»    "  m^^-C 


CoBséqaemment»  les  valeurs  de  -  et  - ,  dans  réqnation  de  condition 

Ça' H- €•«=>•,  seront 

m   ^_       am  ff         rn^^C 

y   "~  m*  — C^    y  m«— C* 

La  seconde  manière  d'obtenirces  valearsde  -  et  - ,  résulte  des  for- 

y       y 

mules  mêmes  que  nous  avons  trouvées  pour  les  racines  de  Tëquation 

En  e&t  ces  formules,  si  Ton  y  regarde  -,  -commelesinoonnues, 

donneront  des  valeurs  rationnelles  de  ces  quantités ,  qui  seront  des 
racines  de  Téquation  C:r*+  i  ss^*,  en  fonction  de  deux  systèmes 
de  racines  de  Téquation  Cx*  de  A  sss/*. 
Voici  quelles  sont  ces  valeui^ 

•  xf  ^jraf      C  jf  —  Cxx 

X,  ^  tXotf^y  ^  sont  deux  systèmes  quelconques  de  raciaes  de  l'é- 
quation Cr*d=  A  ss^*.  On  peut  supposer  or' ae  —  ^,  et  ^  ses  ^. 

«       C 
Alors  les  valeurs  de  -  et  ••  deviennent 

y       y 

y^j-  — Gr''    y  "^  j^  —  Qx^' 

Ce  sont  les  racines  de  Téquation  0*-f-i  =s^*,  en  fonction  d'un 
système  de  racines  de  Téquation  Cjc*  ab  A  =£  ^•^ 

Dans  celle-ci  A  est  arbitraire;  on  pourra  donc  prendre  pour  x  et 
jr  deux  nombres  quelconques ,  et  alors  A  se  trouvera  déterminé. 
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Cela  nous  donne  lien  aux  deux  observations  suiyalites  : 
D abord  x  eijr  pouvant  être  quelconques,  faisant  x  =  i ,  et  rem- 
plaçant jr  par  m ,  on  a  précisément  le$  expressions  de  -,  -  que  nous 

avions  trouvées  ci-dessus. 

En  second  lieu,  si  Ton  considère  xeljr  comme  racines  de  l'équa- 
tion Cr*  db  A  =7*,  et  qu'on  remplace  j^  —  Car»  par  A ,  les  exprès*- 

sions  de  ^  et  -  deviennent 
y       y 


y  "^  diA'    ï  ~       iA      • 


Ces  expressions  répondent  parfaitement  à  la  première  des  deux  rè- 
gles qui  comprennent,  dans  Brabmegupta,  la  résolution  des  équa* 
lions  indéterminées  du  second  degré. 

On  pourrait  donc  supposer,  jusqu^à  un  certain  point,  que  ce  sont 
des  considérations  géométriques,  analogues  k  celles  que  nous  avons 
employées,  qui  ont  conduit  1^  géomètre  indien  à  la  solution  de  ce 
problème  draalyse; ajoutons^  pour  justifier  une  telle  supposition, 
que  c'est  dans  la  partie  géométrique  même  de  Touvrage  de  Brahme- 
gupta ,  que  nous  avons  puisé  Tidée  de  recourir  a  la  géométrie ,  pour 
résoudre  les  questions  précédentes;  ce  que  nous  exposerons  dans  un 
autre  écrit 

Nous  avons  appliqué  d'abord  la  solution  géométrique  k  l'équation 
particulière  j:*-f-/^^=A,  pour  montrer  comment  on  pouvait  s'élever 
naturellement,  et  sans  calcul,  de  oe  cas  particulier  au  cas  général,  et 
pour  prouver  qu'ainsi  que  nous  l'avions  avancé  »  la  solution  de  Lucas 
de  Burgo  et  de  Cardan  comprenait  virtueUemeot  les  formules  d'Eu- 
1er.  Mais  la  solution  géométrique  peut  s'appliquer  directement  à 
t'équationC«-H-j*  =  A. 

Pour  cela,  x'  et  y  étant  les  deux  racines  données,  on  construira  » 
le  triangle  rectangle  COD,  en  prenant  CO=x^\/C,  et  BOwmj/;  de 
manière  qu'on  aura 

CÔV  ÔD'=:  a.    . 


Tome  IL  —  Rtmu  iS??^ 


Digitized  by 


Google 


54  '       JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Soit  un  second  triangle  vecUngle  CED,  on  aura 

GF*+DF'=  DC  =  A. 
Donc ,  si  Ton  prend 

X  =  ^    .,  ^  =  DF, 

on  aura 

Cor* +7^=  A; 

de  sorte  que  x  et  jaseront  deux  racines  cherchées^  pourvu  toutefois 
que  X  soit  rationnelle  ^  ce  qui  exige  que  QF*  soit  de  la  forme  a  VC. 
Or  on  a  dans  le  triangle  CAD 

CF   _  CA 
DO  ~"  DA' 

donc  CF  aura  la  forme  a\/Ç^  si  CA  est  égal  à  /iV^C,  et  BA  un 
nombre. 
Or 

CA  =  COH-OA  =  x'  \/C  +  OA. 

•  Il  faut  donc  que  OA  soit  de  la  forme  a  \/^i  c*est-li-di:e  qu'il  faut 
construire  sur  le  côté  DO  un  triangle  rectangle  dont  le  second  c6té 
OA  soit  tt  s/Omj  et  dont  lliypoténuse  soit  rationnelle.  Ce  qu'on  fait 
par  la  formule 

*       t^^n^  -I-  (/»•  —  71»)»  =  (m»  +  «•)• , 
ou 

W^^-^y   +  CD  —  ^__~.0D.^ 
où  Ton  fait  n*  =  C ,  ce  qui  donne 

Ains^î  Ton  prendra 

OA  =  îî^?VC,    et    DA  =  2îl±^.0D. 
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De  sorte  que  OA  et  DA ,  ont  les  valeurs  voulues. 

D  après  cela,  CF  aura  une  expression  de  la  forme  N  v'C,  et  DF 
sera  rationnel ,  parce  que  son  expression  connue  dans  la  géométrie 
élémentaire,  ne  contient  que  les  carrés  des  deux  côtés  CD^  CA. 

CF 
Ainsi  — :;:  et  CD  seront  rationnelles,  or  ce  sont  les  racines  de  le- 

quation  Cr*  +7'*  =  A  :  cette  équation  est  donc  résolue  géométri- 
quement. 

Cherchant  les  expi^essions  des  Ifgnes  CF  etDF,  comme  nous  l'avons 
déjà  fait,  on  obtiendra  les  formules  d'Euler. 

Remarquons  que  cette  solution  consiste  uniquement  à  construire 
le  triangle  AOD,  dont  le  côté  OA  soit  de  la  forme  ay^f  et  dont 
l'hypoténuse  DA  soit  rationnelle,  égale  à  S*  Cela  répond  en  analyse, 
à  résoudre  l'équation 

Of+ÔD*=^% 
ou 


ou 


Cr*  H-  I  =  7*. 


Les  considérations  géométriques  montrent  donc  bien  comment 
cette  équation  auxiliaire  s'introduit  dans  la  question,  et  y  joue  le 
rôle  important  que  Brahmqgupta  et  Euler  lui  ont  reconnu. 


I 


8.. 
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MÉMOIRE 

Sur  la  classification  des  transcendantes  et  sur  tintpossibilité 
d exprimer  les  racines  de  certaines  équations  en  fonction 
finie  explicite  des  coefficients  i 

Pae  J.  LIOUVILLE. 

;  (Lu  à  rAcadémie  des  Sciences  de  Paris ,  le  8  juin  t835.) 


INTRODUCTION. 


Les  six  opérations  fondamentales  de  Tarithmétiqnei  savoir  ^  Taddi- 
tion»  la  soustraction,  la  multiplication,  la  division,  Tëlévation  aux 
puissances  entières  et  positives,  Textraction  des  racines,  lorsqu'on  les 
applique  à  de  simples  lettres ,  représentant  des  nombres  tout«à-fait 
indéterminés ,  donnent  naissance  aux  fonctions  algébriques  les  plus 
élémentaires  ;  mais  elles  sont  loin  de  comprendre  toutes  les  quantités 
renfermées  sous  cette  dernière  dénomination.  En  effet  \e  mol  fonction 
algébrique^  dans  le  sens  que  les  géomètres  lui  attribuent  aujourd'hui, 
s'applique  à  toute  quantité  déterminée  par  une  équation  d'un  degré 
quelconque,  dont  les  coefficients  sont  rationnels  par  rapport  à  la  va- 
riable indépendante.  L'équation  à  laquelle  satisfait  une  fonction  de 
cette  espèce  prend  à  son  tour  le  nom  d'équation  algébrique.  Or  on 
sait  qne  les  équations  algébriques  se  partagent  en  deux  grandes  clas- 
ses. Quelques-unes,  telles  que  les  équations  des  quatre  premiers  de- 
grés ,  sont  résolubles  par  radicaux ,  ou,  autrement  dit,  la  fonction  dont 
elles  déterminent  la  valeur,  peut  être  écrite  en  employant  un  nom- 
bre limité  de  fois  les  signes  -|-,  — ,  etc.^  adoptés  par  les  géomètres 
comme  indiquant  les  six  opérations  arithmétiques   dont  j'ai   parlé 
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plus  haat.  Mais  d^  qu'on  s  elcve  à  Téquation  cômfdète  da  cinquième 
degré,  et  à  fortiori  aux  équations  coraplèfes  de  degré  supérieur,  il 
arrive-  que  leur  résolution  générale  est  impossible  à  moins  qu'on  ne 
veuille  recourir  aux  séries  et  aux  intégrales  définies;  d^oii  il  faut 
conclure  que  les  fonctions  algébriques  sont  de  deux  sortes,  les  unes 
exprimables  et  les  autres  non  exprimables  par  des  combinaisons  de 
radicaux.  Le  problème  si  fameux  de  la  i^ésolution  des  équations  algé- 
briques consiste  à  distinguer  ces  deux  genres  de  fonctions  dans  cha- 
que cas  particulier  :  on  est  loin  de  l'avoir  résolu,  et  ce  n'est  même 
que  par  des  démonstrations  très  déKcates  et  très  compliquées,  que  l'on 
est  parvenu  à  établir  l'impossibilité  des  racines  de  l'équation  du  cin- 
quième degré  en  quantités  purement  radicales. 

Si  nous  considérons  actuellement,  outre  les  fonctions  algébriques, 
les  exponentielles  et  les  logarithmes,  ce  qui  comprend,  comme  cas 
particuliers,  d'une  part  les  arcs  de  cercle  et  leurs  sinus,  d'autre  part 
les  pui^nces  à  base  variable,  dont  l'exposant  est  irrationnel ,  imagi- 
naire ou  variable,  en  combinant  à  notre  gré  les  signes  relatifs  à  ces 
opérations  algébriques  ou  transcendantes,  nous  obtiendrons  toutes  les 
fonctions  finies  explicites,  fonctions  dont  le  caractère  propre  consiste 
d'après  cela,  en  ce  qu'on  peut  en  écrire  la  valeur  à  l'aide  d'un  nom- 
bre limité  d'opérations  algébriques,  exponentielles  et  logarithmiques. 

Une  fonction  finie  implicite ,  sera  au  contraire  une  fonction  déter- 
minée par  une  ou  plusieurs  équations  finies,  non  résolubles  explici- 
tement. 

Mais  ici  l'on  voit  naître  une  question  semblable  à  celle  qui  s'est 
présentée  tout-à-l'heure,  quand  nous  parlions  des  fonctions  algébri- 
ques. En  effet,  on  «a  cru  d'abord  que  toutes  les  équations  algébriques 
se  résoudraient  à  l'dide  de  radicaux;  et,  d'après  cette  idée,  on  a 
cherché  long-temps  à  en  obtenir  les  racines  sous  la  forme  indiquée. 
Les  efforts  réitérés  des  plus  giands  géomètres  n'ayant  conduit  à 
aucun  résultat  général ,  on  a  été  porté  ensuite  à  soupçonner  que  le 
problème  proposé  était  impossible,  au  moins  pour  l'équation  com- 
plète du  cinquième  degré  et  des  degrés  supérieurs^ et  on  est  parvenu 
à  établir  en  toute  rigueur  cette  impossibilité  :  semblablement,  quand  il 
s'agit  d'équations  transcendantes,  il  est  naturel  de  chercher  d'abord  à 
les  résoudre,  en  exprimant  les  inconniies  par  des  fonctions  finies 
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^  explicites  des  coefficients ,  et  comme  .on  ne  peut  pas  y  réossir  dans  la 
plupart  des  cas,  il  faut  en  second  lieu  prouver  que  les  valeurs  des 
inconnues  ne  sont  pas  exprimables  par  cette  sorte  de  fonctions.  Dès- 
lors  on  aura  ëpuisé  coraplétemei^t  la  question  dans  le  sens  où  elle  était 
proposée;  car  tout  ce  que  peut  feire  une  méthode,  c'est  de  conduire 
h  la  solution  y  quand  cette  solution  est  possible ,  ou  d'en  prouver  sans 
équivoque  Fimpossibilîté. 

Dans  le  mémoire  que  j'ai  Thonneur  de  soumettre  au  jugement  de 
TAcadémie,  je  suis  bien  loin  d'avoir  envisagé  la  chose  sous  un  point 
de  vue  aussi  étendu.  Je  me  suis  contenté  de  traiter  certaines  équations 
particulières ,  et  par  un  procédé  direct  et  uniforme ,  qu'il  serait  facile 
de  pt*ésenter  d'une  manière  abstraite  et  générale ,  je  suis  parvenu  soit 
k  les  résoudre,  soit  à  démontrer  l'impossibilité  de  leurs  racines  en 
fonction  finie  explicite  des  coefficients. 

J'ai  considéré,  par  exemple,  l'équation  qu'on  obtient  en  égalant  le 
logarithme  de  l'inconnue  au  produit  de  cette  inconoue  par  un  para* 
mètre  indéterminé  :  la  racine  de  l'équation  ainsi  fornsée  n'est  point 
exprimable  explicitement  sous  forme  finie ,  en  fonction  de  ce  para* 
mètre  indéterminé  :  on  ne  peut  l'obtenir  qu'en  série  ou  en  intégrale 
définie.  La  même  chose  arrive  dans  la  plupart  des  cas ,  et  spéciale- 
ment pour  l'équation  de  laquelle  dépend  en  Astronomie  le  problème 
de  Kepler  ou  le  calcul  de  l'anomalie  excentrique  en  fonction  de 
l'anomalie  moyenne  :  l'anomalie  excentrique  n'est  donc  point  expri- 
mable par  une  fonction  finie  explicite  de  l'anomalie  moyenne.  Cela 
s'accorde  avec  le  théorème  énoncé  par  Lambert  dans  les  Mémoires  de 
Berlin  (année  1767);  mais  il  était  {Jus  facile  d'énoncer  ce  théorème 
que  de  le  démontrer. 

Dans  certains  exemples  choisis,  que  je  traite  en  détail,  l'équation 
transcendante  proposée  est  résoluble,  et  ma  méthode  en  fait  trouver 
la  racine.  Le  principe  de  cette  méthode  parait  avoir  la  généralité 
désirable:  toutefois  pour  qu'on  p&t  donner  une  théorie  complète  de 
la  résolution  des  équations  transcendantes  en  quantités  finies  explicites, 
il  faudrait  que  l'bn  eût  étudié  avec  plus  de  soin  qu'on  ne  l'a  fait 
jusqu'ici,  la  théorie  des  équations  différentielles  ordinaires.  Il  faudrait 
surtout ,  qu'étant  donnée  une  équation  différentielle  d'un  or^re  quel- 
conque, on  pût  décider  par  une  règle  certaine,  si  elle  a  ou  n'a  pas 
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une  inlëgrale  algâiriqae^  et  qaelie  est  la  iraleur  exacte  de  cette  inté* 
grale^  lorsqu'on  en  a  démootré  Texistence. 

L'analyse  établit  un  rapport  singulier  entre  la  détermination^  sous 
forme  finie  explicite^  des  racines  des  équations  transcendantes ,  et  la 
détermination,  sous  cette  même  forme ,  des  intégrales  indéfinies  des 
fonctions  d'une  seule  variable.  Non-seulement,  comme  je  viens  de 
l'expliquer,  la  difficulté  principale  de  la  théorie  consiste  dans  l'un  et 
l'autre  cas  à  déterminer  les  solutions  algébriques  de  certaines  équa- 
tions différentielles;  mais  l'analogie  entre  ces  deux  classes  de  ques- 
tions se  soutient,  pour  ainsi  dire,  jusque  dans  les  derniers  détails, 
leHement  que  la  méthode  dont  je  me  sers  dans  cet  écrit  peut  être 
regardée  comme  une  simple  extension  ou  mieulc  comme  une  appli- 
cation nouvelle  delà  méthode  dont  j'ai  fait  usage  dans  le  vingt-^troi- 
sième  cahier  du  Journal  de  l'École  Polytechnique,  pour  découvrir  la 
forme  dont  l'intégrale  d'une  fonction  algébrique  donnée  est  suscep- 
tible, lorsqu'on  peut  en  obtenir  la  valeur  en  quantités  finies  expli- 
cites. 

Dans  le  Journal  de  l'École  Polytechnique,  comme  dans  le  pr^nt 
mémoire,  et  dans  plusieurs  autres  relatifs»  6oit  à  l'intégratioii  d'une 
classe  de  fonctions  transcendantes,  soit  à  Timpossibilité  des  fouctions 
elliptiques  sous  forme  finie,  soit  à  l'intégration,  sons  forme  finie,  des 
équations  difierentielles  linéaires,  on  fait  un  continuel  usage  de  la 
classification  des  transcendantes,  dont  je  crois  avoir  le  premier  montré 
rutilité.  D'après  cette  dassifîcatioti ,  une  fonction  transcendante  de 
première  espèce,  est  celle  où  les  signes  relatifs  aux  opérations  trans* 
cendantes,  portent  sur  de  simples  fonctions  algébriques,  tandis  que 
dans  une  transcendante  de  n^'  espèce  les  signes  dont  il  s'agit 
peuvent  porter  sur  toutes  les  quantités  d'espèce  infiérieure.  Cette 
classification  parait  d'abord  bien  peu  de  chose ,  et  néanmoins  je  ne 
vois  pas  qu'il  soit  possible  de  s'en  passer  dans  les  recherches  relatives  à 
riotégration  des  formules  difierentielles  et  à  la  résalutîoo  des  équa-> 
tiom  sous  forme  finie  explicite.  En  rédigeant  donc  ce  xKHivel  ocrit , 
j'ai  dû  profiter  de  l'occasion  pour  exposer  dans  le  plus  grand  détail 
ks  principes  sur  lesquels  cette  classification  est  fondée ,  car  jaaqu'ici 
je  m'étais  pour  ainsi  dire  contenté  de  l'indiquer,  vu  qu'il  n'étoii  pan 
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nécessaire  de  l'approfondir  davantage  dans  les  questions  dont  je  m'oc* 
cnpais  alors. 

Voici  renoncé  succinct  des  problèmes  qu'il  a  fallu  résoudre  pour 
ëclaircîr  entièrement  les  idées  à  ce  sujet. 

D'abord  je  passe  en  revue  les  diverses  fonctions  simples  dont  la 
Combinaison  dans  un  ordre)  quelconque  produit  toutes  les  quantités 
finies  explicites.  Ces  fonctions  simples  sont  de  trois  sortes,  algébriques, 
logarithmiques  y  exponentielles:  le  logarithme  d'une  variable  or,  sa- 
voir logx,  et  l'exponentielle  la  plus  simple  e*  ne  peuvent  en  aucune 
manière  s'écrire  en  indiquant  sur  la  variable  x  un  nombre  limité 
d'opérations  algébriques.  Ce  théorème  était  connu  depuis  long-temps; 
mais  on  avait  coutuine  de  le  démontrer  en  s'appuyant  sur  la  nature 
du  développement  des  fonctions  algébrique$  en  série.  Après  l'avoir 
établi  d'une  manière  entièrement  rigoureuse ,  je  passe  à  des  proposi* 
tions  plus  générales:  je  fais  voir,  par  exemple,  que  la  fonction  log  x 
ne  peut  être  écrite,  sous  foripe  finie  explicite,  par  iiucune  combinaison 
quelle  qu'elle  soit  -des  signes  exponentiels  et  des  signes  algébriques , 
et  de  même  la  fonction  e*  n'est  équivalente  à  aucune  fonction  pure-r 
ment  algébrique  et  logarithmique.  Il  résulte  de  là  que  les  fonctions 
exponentielles  et  les  ÎPonctions  logarithmiques  sont  essentiellement 
différentes  entre  elles,  en  sorte  que  les  signes  dont  nous  faisons  usage 
dans  notr^  classification  des  |transcendantes  sont  réellement  réduits 
au  moindre  nombre  possible. 

Nous  avons  dit  tout-à^l'heure  qu'une  fonction  ti*anscendante  de 
seconde  espèce  était  celle  où  les  signes  exponentiels  et  logarithmir 
ques  se  trouvaient  appliqués  sur  des  transcendantes  de  première  e&p 
pèce;  mais  comme,  dans  certains  cas,  cette  complication  de  la  fonc-r 
tion  n'est  qu'apparente,  puisque  le  logarithme  d'une  exponentielle 
qui  semble,  par  exemple,  appartenir,  d'après  cette  définition,  à  la 
seconde  espèce,  n'est  en  réalité  qu'une  simple  fonction  algébrique,  il 
est  visible  qu'avant  de  classer  la  fonction  dont  on  s'occupe ,  il  faut 
d'abord  en  supposer  l'expression  simplifiée  autant  que  possible.  Aussi 
dans  un  des  paragraphes  de  notre  mémoire ,  traitons-nous  cette  ques- 
tion :  Étant  donnée  une  fonction  finie  explicite  de  x,  comment  pourra\ 
t-on  reconnoitre  dune  manière  certaine  ^  à  quelle  espèce  cette  /onction, 
appartient?  ^ 
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La  méthode  dont  nous  proposons  de  faire  osage  pour  résoudre  le 
problème  dont  on  vient  d'écrire  l'énoncé  nous  prouve  en  outre  qu'il 
existe  (quelque  grand  que  soit  le  nombre  n)  des  transcendantes  de 
/!""'  espèce,  irréductibles  à  une  espèce  inférieure;  en  effet,  si  Ton 
considère  les  quantités  successives  log  log  Jt:,  log  log  log  .r,  etc.,  on 
les  trouve  de  seconde ,  de  troisième  espèce ,  etc. ,  sans  que  jamais 
elles  puissent  s'abaisser.  "- 

L'existence  des  fonctions  finies^  véritablement  implicites  ^  se  prouve 
d'une  qnanière  semblable  ^  en  faisant  voir  que  certaines  équations  finies 
ne  se  résolvent  pas  explicitement,  et  c'est  ainsi  que  je  me  trouve  ra- 
meixé  au  problème  de  la  résolution  des  équations  dont  j'ai  parlé  plus 
haut. 

Enfin,  je  m'occupe  des.  fonctions  diverses  que  l'on  rencontre  dans 
les  éléments  :  toutes  ces  fonctions  peuvent  être  écrites  sous  forme 
finie  explicite  :  par  conséquent  ma  classification  leur  est  immédiate-r 
ment  applicable.  J'ai  surtout  étudié  avec  soin  la  quantité  formée  en 
élevant  une  base  variable  à  une  puissance  irrationnelle,  et  j'ai  fait 
voir  que  cette  quantité  doit  être  rangée  parmi  les  transcendantes  de 
seconde  espèce,  tandis  qu'elle  se  réduirait. à  une  simple  expression 
algébrique,  si -l'exposant  était  rationnel. 

Les  propositions  contenues  dans  mon  Mémoire  ont  beaucoup 
d'analogie  avec  celles  dont  on  s'occupe  dans  la  théorie  des  nombres; 
mais  tandis  que,  dans  cette  dernière  théorie,  on  considère  spéciale- 
ment les  Valeurs  numériques  des  fonctions ,  nous  nous  attachons  au 
cçntraii^e  à  leur  forme  analytique  par  rapport  à  certaines  variables 
a:,  7,  etc.,  sans  faire  en  général  aucune  attention  à  la  nature  des 
coefficients  constants  que  ces  fonctions  renfennent.  La  considéra- 
tion des  valeurs  successives  que  nos  fonctions  peuvent  nrendre ,  lors- 
qu'on fait  croître  x^  y,  etc. ,  d'une  manière  continue ,  nous  est  d'une 
grande  utilité  dans  nos  calculs  et  multiplie  beaucoup  les  moyens  de 
transformation.  Néanmoins  les  géomètres,  qui  voudront  se  livrer 
à  des  recherches  semblables  aux  nôtres,  verront  que  la  matière  est 
encore  très  délix^ate,  et  qu'il  faut  partout  un  soin  extrême  pour 
donner  aux  raisonnements  cette  rigueur  absolue,  indispensable  dans 
un  pareil  sujet. 

Tome  n.  —  FïtRiBA  1837.  9 
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S  ï". 

Des  Jonctions  algébriques  ,  logarithmiques  et  exponentielles. 

i.  Dans  les  recherches  de  calcul  intégral^  lorsqu'il  s'agit  d'obtenir 
des  solutions  exprimées  sous  forme  fiuie ,  on  a  souvent  besoin  de  la 
classification  des  transcendantes ,  dont  j'ai  d'abord  montré  l'usage  au 
paragraphe  I*'  de  mon  Mémoire  sur  tes  fonctions  elliptiques (^).  Aujour- 
d'hui je  me  propose  de  considérer  celte  classification  en  elle-même^ 
indépendamment  des  applications  dont  elle  est  susceptible.  Je  serai 
ainsi  conduit  à  traiter  plusieurs  questions  incidentes  qui  se  présentent 
naturellement  et  dont  il  était  bon  de  donner  une  solution  exacte.  LV 
nalyse  employée  dans  mon  travail  est  très  simple  et  surtout  très 
uniforme.  Je  me  suis  attaché  à  donner  aux  raisonnements  cette  ri- 
gueur absolue  sans  laquelle  les  théorèmes  du  genre  de  ceux  que  je 
démontre  ici  deviennent  insignifiants;  et  peut*étre  sous  ce  rapport, 
ai-je  drcMt  d'espérer  un  moment  d'attention  de  la  part  des  géomètres. 

Avant  d'entrer  en  matière,  je  poserai  quelques  définitions  assez 
généralement  connues,  mais  qu'il  sera  utile  de  rappeler  pour  bannir 
toute  équivoque. 

Un  polynôme  A-+-Bjc+C^»  4.  . , .  4.  Ho?^ ,  dans  lequel  fi  désigne 
un  nombre  entier  positif ,  et  où  les  coefficients  A,  B,  C,.«.II,  sont 
des  quantités  constantes,  est  ce  qu'on  nommé  une  fonctiSn  entière 
de  X  du  degré  f». 

On  sait  qu'un  pareil  polynôme  peut  toujours  se  décomposer  en 
facteurs  simples,  sous  la  forme 

♦     H(a:  — a)"(a:— i)\..(x— c/, 

m,   «,...p,  désignant  des  nombres  entiers  positifs,  et  a,  h,*..c, 
les  racines  inégales  de  l'équation 

A  +  Rr  +  C;Jc'+...H-Itr/»  =  o. 


(*)  Journal  de  rÉcole  Polytechnique,  Gthier  XXIII ,  page  /fa. 
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Une  fonction  est  rationfielle,  quand  on  l'obtient  en  divisant  l*un 
par  l'autre  deux  polynômes  entiers  U ,  Y . 

Toute  fonction  rationnelle  t^  ou  X  pourra  donc  se  mettre  sous  la 

forme 

M  désignant  une  constante;  a^  €,.  ..y,  des  nombres  enti^  positifs 
ou  négatif,  ei  a,  b,. .  .c^  les  racines  inégales  des  équations  U  =to  , 
V  =  o. 

Siy  dans  un  même  calcul,  on  doit  employer  à  la  fois  deux  fonctions 

u      ^   w 

rationnelles  X  ==  y  >  Y  =  -=- ,  on  nommera  a ,  6 , . . .  c ,  les  diverses 

racines  inégales  des  quatre  équations  U=o^  V  =  o,  Ws=o,T=:o, 
et  Ton  écrira 

Y  =  N(a^^ay(x^by  ...(x^c)y\ 

M  et  N  étant  des  constantes.  Mais  alors  cl,  (3,  •  •  •  >y  ^%  i^S  •  •  •  >S 
seront  regardés  comme  représentant  des  nombres  entiers  positifs, 
négatifs  ou  nuls  :  on  aura  par  exemple  a=o,  si  le  facteur  x  —  a  ne 
doit  se  trouver  ni  au  numérateur,  ni  au  dénominateur  de  X. 

Je  nomme  fonction  algébrique  de  a:  toute  fonction  u  qui  peut  être 
regardée  comme  la  racine  d'une  équation  de  la  forme 

n  étant  un  npmbre  entier  positif,  et  les  lettres  P,  Q,  . .  .R,  S,  re- 
présentant des  fonctions  entières  de  x.  Il  importe  peu  que  l'équation 
soit  ou  non  résoluble  par  radicaux.  Si  donc  on  dénote  par  ^(x) 
la  racine  de  cette  équation,  la  quantité  us=4r(âcr)  représentera  une 
fonction  algébrique  quelconque,  et  au  moyen  de  œ  signe  4r(ar) 
toutes  les  fonctions  algébriques  pourront  être  regardées  comme 
explicites. 

Ces  définitions  s'étendent  d'eUes*mémes  aux  fonctions  de  plusieurs 
variables.  En  les  rapprochant  des  théories  exposées  dans  les  livres 
élémentaires,  on  voit  que  l'on  doit  regarder  comme  algébriques 
toutes  les  fonctions  où  la  variable  x  est  engagée  avec  des  constantes 

9- 
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seulement  par  addition,  soustraction,  multiidicatioa,  division,  éleva-' 
tion  aux  puissances  entières  et  positives,  extraction  de  racines,  c'est^ 
à-dire  toutes  les  fonctions  que  l'on  écrit  sous  forme  fiqie,  à  l'aide 
des  simples  signes  des  six  opérations  fondamentales  que  je  viens 
d'indiquer;  mais  la  réciproque  n'est  pas  vraie,  par  la  raison  qu'en 
se  bornant  à  ces  mêmes  signes,  les  racines  de  la  plupart* des  équations 
de  la  forme 

•  P«f*  +  Q«M-i4-...4-Rw-|-.S  =  o, 

seraient  impossibles  en  quantités  finies  :  en  efifet ,  si  les  équations  des 
quatre  premiers  degrés  sont  résolubles  par  radicaux ,  Téquation  gé-* 
nérale  du  cinquième  degré ,  n'est  pa&  résoluble  de  cette  manière. 

De  là  deux  classes  de  fonctions  algébriques,  les  unes  exprimables, 
et  les  autres  non  exprimables  par  des  radicaux;  mais,  dans  les  recher- 
ches  de  calcul  intégral,  ces  deux  classes  de  fonctions  jouissent  à  peu 
près  des  mêmes  propriétés,  et  il  y  a  rarement  de  l'avantage  à  les 
distinguer  dans  le  discours,  et  à  les  représenter  par  des  notations  di fié- 
rentes. 

2.  Non-seulement  les  fonctions  algébriques  se  partagent  en  deux 
grandes  classes;  mais  chacune  de  ces  classes  peut  encore  se  subdiviser 
en  espèces  distinctes.  En  considérant  les  fonctions  exprimables 
par  radicaux,  j'ai  proposé  (*)  de  les  nommer  irrationnelles- de 
première  espèce  lorsque  les  radicaux  dont  elles  se  composent  portent 
sur  des  fonctions  rationnelles,  irrationnelles  de  seconde  espèce  quand 
ces  mêmes  radicaux  portent  sur  des  quantités  rationnelles  ou  sur  des 
irrationnelles  de  première  espèce,  et  ainsi  de  suite.  Par  exemple,  les 

trois    fonctions  irrationnelles  que    voici     \/i,  \ar-f*  \/i  +  \/i, 


v/ 


a:-|-  V  ï  +  \/^y  appartiennent  respectivement  à  la  première,  à 
la  seconde  et  à  la  troisième  espèce.  Il  est  aisé  de  comprendre  que  la 
forme  la  plus  générale  d'une  irrationnelle  de  première  espèce  se 
compose  d'une  partie  rationnelle  et  d'un  nombre  quelconque  de 
radicaux  ajoutés  entre  eux  et  portant  sur  diverses  quantités  ration- 


ed) Jounui/^e /'if  cofePci^^cAnifi/e,  XXII*  cahier ,  page  128. 
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uelles:  si  dooc  P.  désigbe  une  fonction  quelconque  irrationnelle  àe 
première  espèce,,  la  valeur  de  P,  sera  de  la  forme 

P,  =  ?+VQ  +  V^  +  ...+\/S, 

P,  Q,  R,...S  désignant  des  expressions  rationnelles.  Et  Ton  peut 
déterminer  semblablement  la  forme  la  plus  générale  de  chaque  espèce 
d'irrationnelles.  Mais  cette  distinction  des  fonctions  algébriques  en 
classes  et  en  espèces  que  j'ai  cru  devoir  indiquer  en  deux  mots  comme 
étant  quelquefois  utile,  n'est  point  indispensable  pour  notre  théorie^ 
Ce  qu'il  est  essentiel  de  ne  pas  oublier,  c'est  que  le  mot  fonction  al-^ 
gébrique  s'applique  à  toutes  les  fonctions  u  déterminées  par  une  équa^ 
tion  de  la  forme 

Ptt»  +  Qtt»-^  -+-...+  Rw  +  S  =  o, 

Py  Q,...R,  S  désignant  des  polynômes  entiers  en  x.  Dire  qu^uué 
fonction  algébnque  u  est  donnée  c'est  dire  que  l'on  possède  l'équa* 
tion  à  coefficients  entiers  qui  la  détermine  ou  du  moins  une  expres- 
sion irrationnelle  qui  permette  de  remonter  à  cette  équation  par  la 
méthode  développée  dans  lés  traités  d'Algèbre. 
3.  On  dit  que  Téquation  algébrique 

Pttii_  ^  Q^D-i  ^^. . .+  Rw  4.  S  =  0 

est  irréductible  lorsque  nulle  de  ses  racines  ne  peut  satisfaire  à  une 
équation  moins  élevée  dont  les  coefficients  soient  également  des  fouc^ 
tions  entières.  La  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  qu'une  équa-^ 
tion  soit  irréductible ,  c'est  que  son  premier  membre  ne  se  décompose 
pas  en  facteurs  rationnels  par  rapport  à  x  etj'. 
Posons 

Pan  ^  Qi^n-i    ^....4.   R^^  s  =  u 

et  soient  ii|,  £^^  tt|.  • .  .2/^  les  racines  de  l'équation  U=so  .'  ces  ra-^ 
cines  jouiront  des  propriétés  fondamentales  suivantes. 

On  ne  pourra  avoir  ni  u^=:o  ,  ni  li.sseï^;  car  si  deux  racines  de 
l'équation  étaient  égales  entre  elles,  son  premier  membre  se  décompo- 
serait en  deux  facteurs  rationnels  par  la  méthode  connue  ;  et  il  en 
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serait  4e  même  si  l'une  des  racines  était  nuUe^  puisque  cette  dernièœ 
circonstance  exige  qu'on  ait  Szsso^  ce  qui  rend  le  polynôme  P£^°4-etc. 
divisible  par  u. 

Si  l'une  des  racines,  savoir  Utp  satisfait  k  une  seqonde  équation  al- 
gébrique V=o,  irréductible  ou  non,  de  même  forme  que  la  propo- 
sée, toutes  les  autres  i*acines  u.,  u^f  .Un  satisferont  aussi  à  cette 
seconde  équation.  En  effet,  pour  que  les  deux  équations  U=o,  Vso 
aient  une  racine  commune,  il  faut  que  les  deux  polynômes  U ,  V 
possèdent  un  commun  diyisetir.  Or  si  ce  commun  diviseur  n'était  pas 
égal  à  U,  à  un  coefficient  près  indépendant  de  l'inconnue  u,  la  fonc- 
tion u  se  décomposerait  en  deux  facteure  rationnels,  ce  qui  est  ab- 
surde. Donc  V  est  divisible  par  U,  ou  du  moins  peut  se  mettre  sous  la 
forme 

K  dépendant  de  a:  seule ,  tandis  que  W  est  une  fonction  entière  de  a: 
et  u  ou  de  j?  seule  :  par  conséquent  les  valeurs  u^=iu^,  u^=iu^^ 
uxsusf.  ..ursiu^  qui  donnent  Ù=o  donnent  aussi  y=o.  Toutes 
Ces  propriétés  des  équations  irréductibles  subsisteront  évidemment 
si  u  devient  une  fonction  de  plusieurs  variables  x,  y,  2,  etc.,  pourvu 
que  les  coefficients  P,  Q,...R,  S  ne  cessent  pas  d'être  exprimés 
par  des  fonctions  entières  de  ces  variables  indépendantes. 
'  4-  Après  les  fonctions  algébriques  viennent  les  fonctions  logarith- 
miques do&t  la  pl«  simple  logâ:  est  ce  qu'on  nomme  le  logarithme 
n^erien  de  x.  La  propriété  principale  de  la  fonction  log  x,  pour  le$ 
recbercbes  de  calcul   intégral,  est  renfermée  dans  l'équation.... 

d\ogx=s  — ,  d'oji  l'on  déduit,  abstraction  faite  de  la  constantjS  arbi- 

/dx 
— .   On   pourrait  même  partir  de  cette  dernière 

égalité  comme  d'une  définition  et  dire  qu'on  nomme  log  x  la  fonc- 
tion de  X  qu'où  obtient  en  intégrant  ~  et  assujétîssant  l'intégrale  à 
s'évanouir  pour  x  =  i ,  de  telle  sorte  qu'on  a ,  dans  la  notation  de 
Fourier ,  \ogxs=^  f  —..  Quant  aux  logarithmes  dont  la  hase  n'est 
pas  le  nominre  e=c  9,7 1 8 , ... ,  ils  se  déduisent  des  logarithmes  neper- 
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riens  en  multipliatit  ceux-ci  par  un  nombre  constant  convenable.  Ils 
ne  forment  donc  point  une  classe  nouvelle  de  fonctions  par  rapport  à 
la  variable  x. 

En  désignant  par  X,  Y  deux  polynômes  entiei:s  premiers  entre  eux 
et  de  la  forme 

a  4"  ^«^  ■+"  ^^  +•  •  •+  "haf^y 

le  quotient  ^  représentera  unç  fonction  algébrique  rationnelle  quel- 
conque de  X.  Cela  posé  i  je  dis  qu'on  ne  peut  pas  avoir 

,  X  - 

logo:  =  Y' 

En  effets  si  l'on  différentie  cette  équation  ,  puis  qu'on  chasse  le  dé-^ 
nominateur  Y%  on  obtient 


1-  s  YX'— XY', 


^        dï 


conformément  à  la  nota-^ 


.X',  Y'  représentant  les  dérivées  .^  ,     ^ 

tion  de  Lagrange  dont  nous  ferons  un  continuel  usage.  Il  résulte  de 
là  que  Y  doit  être  divisible  par  x  un  certain  nombre  n  de  fois  et  que 
par  conséquent  X  ne  doit  pas  l'être ,  puisque  X  et  Y  sont  premiers 
entré  eux.  Faisons  doqc  Ys=Z^,  Z  étant  un  nouveau  polynôme  non 
divisible  par  x  i  nous  en  conclurons 

Y'  s=  fûlàxT-'^  Z'x\ 

Je  substitue  cette  valeur  et  celle  de  Y  dans  l'équation  précédente  qui 
devient  : 

Z-x»-^'  =  ZSJx^  ~  7iZX«-^'  —  XZ'o^, 

et  qu'on  peut  ensuite  écrire  ainsi 

nXZ  =  x(ZX'  —  XZ')  —  Z'x\ 

forme  sous  laquelle  l'absurdité  de  cette  équation  devient  manifeste  i 
car  le  second  membre  est  divisible  par  x  et  le  premier  ne  l'^st  pas  > 
puisque  les  facteurs  qui  le  composent  sont  tous  les  deux  non  divisiUea 
par  X. 
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On  peut  aller  plus  loin  et  démontrer  que  Tintégrale  j-^  ou  log  x 

n'est  point  exprimable  algébriquement  en  x,  de  telle  sorte  qu'il 
n'existe  aucune  fonction  algébrique  de  la  lettre  a:  qui  soit  équivalente 
a  log  X.  En  effet  »  s'il  existe  une  telle  fonction^  désignons-la  par^  : 

nous  aurons   /  —  ^^,  et  ^  devra  satisfaire  à  une  certaine  équa-r 

tion  algébrique 

(0  /(^.r)  =  o> 

/(ûc,  jr)  désignant  une  quantité  de  la  forme 

Pr°  +  (Ir'"'  -h- . .+  Rr  +  S 

dans  laquelle  lés  coefficients  P,  Q,. .  .R^  $  dépendent  de  x  seule  et 
représentent  des  polynômes  entiers.  11  est  permis  de  supposer  l'équa- 
tion (i)  irréductible:  en  effet,  ^y  pouvait  satisfaire  à  une  autre 
équation  semblable  et  de  degré  <n^  c'est  celle-là  que  nous  devrions 
emfdoyer  au  li^u  de  l'équation  {i\ 

—  ^=  ft  on  a  aussi 

En  difierentiant  Téquation  (i)  et  remplaçant  ~   par  -  ,  il  vient 

(a)  x/;(ar,r)4-/>,r)  =  o. 

dx 
Pour  que  l'équation  —  :=sdjr  soit  exacte ,  il  faut  et  il  suffit  que  les 

équations  (i)  et  (q)  aient  lieu  en  même  temps  quel  que  soit  x.  Mais 
l'équation  (i)  étant  irréductible,  on  sait  que  si  Tune  de  ses  racines  ' 
satisfait  à  Téquation  {2)  les  autres  y  satisferont  aussi.  Désignant  donc 
par^, ,  7",, . .  .^n  les  n  racines  de  l'équation  fipc^jr)  ?=  o  résolue  par 
rapport  à  jf  nous  voyons  que  si  la  différentielle  de  l'une  de  ces  racines 

est  égale  à  — ,  les  (U^^^i^^î^I^s  ^^  toutes  les  autres  seront  de  même 
égales  à  — .  Il  résulte  de  là  que  si  la  quantité  i—  est  algébrique^ 
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dx  , 


dx  j 


dt 


=  4r.» 


d'où  l'on  tire 

\ 


ndx 


-zr  =^  dj,  +  tfy^+...-\-  4r,; 


et  par  conséquent,  abstraction  faite  de  la  constante  arbitraire,  il 
viendra 

~z  — ::  —  "~"  ;:5  » 


/■■ 


nP 


/dx 
—  sera  une  fonctiou  rationnelle  de  a; ,  ce  dont  j'ai 

déjà  prouvé  l'impossibilité. 

La  quantité  logo:  n'est  donc  point  une  fonction  algébrique  de  a?  ;  et 
il  en  est  de  même  de  la  quantité  logF  (:r),  quelle  que  soit  la  fonction 
algébrique  F(jr).  En  effet  si  Ton  avait  log  F  (x)  =:f[a:),  f{x)  étant 
une  autre  fonction  algébrique  ,  en  posant  'F{x)^Zy  ce  qui  donne 
pour  X  une  valeur  algébrique  en  z  telle  que  xssnar  (z)^  on  en  dédui- 
rait logz=:y*[^(z)]^  c'est-à-dire  \ogz=z  une  Jonction  algébrique 
de  z,  ce  qui  est  absurde. 

'  5.  La  fonction  inverse  de  log  Jt:  donne  l'exponentielle  e",  dont  la 
définition  par  conséquent  est  comprise  dans  l'égalité  log  (e*)  =  x.  Il 
est  aisé  de  démontrer  que  f  n'est  point  exprimable  algébriquement 
en  «r,  car  si  l'on  avait  6*  s=  F  (x),  F  (x)  désignant  une  fonction  algé- 
brique, on  en  conclurait  log  F  (x)=:x,  équation  impossible  d'après 
ce  qu'on  a  démontré  à  la  fin  du  numéro  précédent.  En  général  si  p 
et  q  désignent  deux  fonctions  algébriques,  on  n'aura  jamais  €f=:q', 
car  il  en  résulterait  log  qssp,  ce  qui  est  inadmissible. 

Soient  maintenant  P,  Q,  R,...T,  des  fonctions  algébriques  de 
la  variable  indépendante  x  qui  ne  soient  pas  identiquement  nulles  et 
p,  qj  r,. . .  d'autres  fonctions  de  x  algébriques  aussi  et  telles  que 
nulle  des  quantités  />,  q^r,...p — g,  p— r,  q — r,.  ..  ne  se  réduise 
à  une  simple  constante  ;  je  dis  qu'on  prouvera  l'impossibilité  de  toutes 
les  équations  suivantes 

Pe'  =  T , 
Pe'  +  Qe»  =  T, 
Pep  +  Qe^  +  Rc'  =  T,  etc., 

Tome  U.  —  F^tabr  1837.  10 
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quel  qne  soit  le  nombre  des  termes  places  dans  leur  premier  membre. 
D'abord  YéqjMtum  £e^s#^T  est  io^Kissible»  puisqu'elle  conduit  au 

T 
résultat  absurde  log  p  8=  p* 

Supposons  en  second  lieu  qu'on  ait 

Pc^-HQe^  =  T, 

sans  que  les  quantités  P,  Q,  T,  soient  nulles.  En  différentiant  ^  il 
vient 

Entfei»tte.éqnatMnM  h  préeédenfe^  j'étimine^' :  je  trouve  ainsi 

résultat  impossible  puisqu'il  rentre  dans  la  forme  P^^  =b  T  ,  examinée 
ci-dessus.  Toiitefois.ce.raisoxmeipent.se.  trouverait  en  défauit,  si  l'on 
avait  à  la  fois 

'■(q|+S-q('"^+S)=o- 

Mais  si  l'on  avait 

P£-T(Pf  +  g)=o, 

on  tirerait  aisément  de  III 

dp    .     dP         dH 

puis,  en  intégrant  et  désignant  par  C  une  constante  arbitraire ,  on  en 
conclurait 

Pe^  ;=  £T, 
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ce  qui  est  absurde.  De  ménae,  si  l'on  avait 

OQ  en  dédairaît 

ce  qui  est  absurde  aussi,  puisque  petq  sont  deux  fondions  algébri^ 
ques  de  x  dont  la  différence»  ne  se  réduit  pas  à  une  sim^de  cons- 
tante. Donc 9  quoi  qu'on  fiuse,  on  est  conduite  «ne  àbaurditë,  dès  que 
Ton  part  de  l'équation 

feP  +  Qeff  sss  Ti 

donc  une  telle  équation  ne  peut  pas  exister.  Et,  d'une  manière  sembla- 
ble, on  prouvera  l'impossibilité  de  l'équation 

Pe?  +  Qe^  +  Ke'  +  etc.  =  T, 

quel  que  soit  le  nombre  des  quantités  /i ,  9 ,  r,  etc»  Le  théorème  dé- , 
montré  au  numéro  II  de  mon  OMmoire  ftur  l'itatégration  d'une  dàsse 
de  fonctions  traiisceBdante8(^)  est  compris  comme  tas  pactienlierdans 
le  théorème  que  je  viens  d'étaUir. 

Dwmon  des  fonctions  transcendantes  en  espèces, 

6.  Leibnitz  et  les  Bemouilli ,  qui  paraissent  avoir  donné  les  pre- 
miers au  mot  fonction  l'acception  étendue  que  nous  lui  attribuons 
aujourd'hui ,  ont  distingué  les  fonctions  algébriques  et  les  fonctions 
transcendantes. 

Le  nombre  de  ces  dernières  est  infini;  mais  dans  les  éléments  on 
se  contente  de  considérer  les  exponentielles  et  les  logarithmies,  que 
l'on  doit  regarder  comme  renfermant  d'une  part  les  {ililissànces  à 


n  Joamal  de  M.'Crelle,  tome  XIII ,  p.  98. 
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exposant  irratioanel,  imaginaire ^pu  variable,  et  d'autre  part  toutes 
les  fonctions  circulaires»  tant  directes  qu inverses,  ainsi  qu'on  peut 
aisément  s'en  convaincre. 

Les  caractéristiques  particulières  aux  quantités  algébriques ,  loga- 
rithmiques et  exponentielles,  sont  les  trois  suivantes  nB'[±),  e^,  log^r. 
Au  moyen  de  ce  signe  <2r(^),  toutes  les.  fonctions  algébriques  sont 
explicites  :  il  n'en  est  pas  de  même  des  fonctions  logarithmiques  ou 
exponentielles*  .  . 

L'emploi  des; signes  4r(a?),  e',  logo?  donne  naissance  aux  fonctions 
finies  qui  peuvent,  suivant  les  cas,  être  explicites  ou  implicites* 

Une  fonction  finie  de  x  est  explicite^  lorsqu'on  peut  en  écrire  V exprès- 
sion  en  indiquant  explicitement  sur  la  variable  x  un  nombre  limité 
dopérations  algébriques,  ea^ponentielles  et  logarithmiques.  La  valeur 
d'une  telle  fonction  dépend  donc  uniquement  des  signes  ^(x)^  e*, 
log  X. 

Une  fonction  ^nie  est  implicite,   lorsqu'elle  dépend   d équations 
finies^  non  résolubles  explicitement.  Par  exemple ,  la  racine  j  de  l'é- 
quatîott  log  y^s^xy  est  une  fonction  finie  implicite  de  or. 

Quand  on  emploie  le  mot  fonction  finie  ^  sans  y  ajouter  d'épithète, 
c'est  en  général  d'une  fonction  finie  explicite  que  l'on  entend  parler. 

7*  Les  fonctions  finies  explicites  peuvent  être  classées  en  espèces 
par  une  méthode  semblable  à  celle  dont  j'ai  fait  usage  au  n"*  21,  pour 
distinguer  les  divers,  ordres  d'irrationaalité  des  quantités  algébriques 
exprimables  par  radicaux. 

En  effets  une  fonction  finie  est  algébrique  ou  transcendante. 

Elle  est  transcendante  de  premièi^  es])èce,  quand  les  signes  relatifs 
aux  opérations  transcendantes,  dont  elle  dépend,  portent  sur  de 
simples  fonctions  algébriques;  par  exemple  la  quantité 

e*  +  y/loga? 
1  -}-  logjr    ' 

est  une  fonction  transcendante  de  première  espèce.  D'après  cette  dé- 
finition, on  conçoit  que  toute  fonction  finie  de  x,  appartenant  à  la 
première  espèce,  ne  pourra  être  qu'une  fonction  algébrique  de  x, 
d'un  certain  nombre  de  logarithmes,  de  la  forme  logi/,  et  d'un  cer- 
tain nombre  d'exponentielles  de  la  forme  e""  ^  u  étant  algébrique. 
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Une  fonction  finie  transcendante  est  de  deuxième  espèce ,  quand 
les  signes  relatifs  aux  opérations  transcendantes  ne  portent  pas  seu- 
lement sur  des  fonctions  algébriques ,  mais  encore  sur  des  fonctions 
transcendantes  de  preniière  espèce ,  comme  dans  cet  exemple 
log  (i  +  logx). 

Une  fonction  finie  est  transcendante  de  troisième  espèce,  quand  les 
signes  relatif  aux  opérations  transcendantes  portent  sur  des  fonctions 
de  seconde  espèce,  et  ainsi  de  suite. 

Xe  '  nomme  transcendantes  monômes  les  transcendantes  formées 
d'un  seul  terme,  comme  e*,  log  </,  quelle  que  soit  ^'ailleurs  la  fonc- 
tion u.  Par  conséquent  e** ,  log  (i  -+-  6*  -f-  log  x)  sont  des  transcen- 
dantes monômes;  ces  quantités  6**,  log^  peuvent  d'ailleurs  appârte- 
.  mvk  une  espèce. ou  à  une  autre,  suivant  la  nature  de  n.  Elles  sont 
-en  général  de  n^*  espèce,  lorsque  la  fonction  uést  de  {n  —  1)'*"' 
espèce.  En  supposant  que  u  désigne  une  fonction  quelconque  de 
{n  —  !)*«■•  espèce,  Je  dirai  aussi  parfois  que  e"  est  une  exponentielle, 
et  log  u  un  logaritnme  de  n''"'  espèce. 

D'après  cela,  e**  est  une  exponentielle  de  première  espèce,  et 
I^S('  +^  +  log^)  est  un  logarithme  de  seconde  espèce. 

L'indice  n  qui  désigne  l'espèce  d'une  fonction  finie  peut  diminuer 
par  la  differentiation,  mais  il  n^augmente  jamais.  Par  exemple  la 
dérivée  d'une  fonction  finie  de  première  espèce  est  tout  au  plus  de 
la  première  espèce.  De  plus  les  transcendantes  monômes  entrant  dans 
la  fonction  primitive  sont  les  seules  qhi  puissent  entrer  dans  la  dé* 
rivée.  Cette  remarque  est  une  conséquence  évidente  des  règles  mêmes 
^  du  calcul  différentiel. 

8.  Dans  le  numéro  précédent,  nous  avons  regatdé  les  fonctions 
finies  comme  renfermant  ou  pouvant  renfermera  la  fois  des  expo- 
nentielles et  des  logarithmes;  néanmoiQ3,  il  est  des  circonstances,  assez 
rares  à  la  vérité ,  où  l'on  a  besoin  de  considérer  des  fonctions  expo- 
nentielles dépendant  des  seuls  signes  ^C^)»  e^f  et  des  fonctions  pu- 
rement logarithmiques  dépendant  des  seuls  signes  ^(or),  logo:.  La 
division  des  fonctions  eh  espèces  ne  sera  pas  moins  utile  ici  que  dans 
le  cas  général.  On  nommera  fonction  exponentielle  de  première  espèce 
celle  où  les  signes  exponentiels  ne  porteront  que  sur  des  quantités 
algébriques;  la  fonction  exponentielle  de  première  espèce  la  plus 
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générale  est  donc  de  la  (orme /(a: ,  e",  e^.^.é^),  u,  p,...tv,  dé- 
pendant algébriquement  de  or ,  et  la  oaracf érifitîqtte  /  étant  algâMiqûe 
par  rapport  k  x,  é^  f  e%. .  .fT.  La  fonction  expoaendelle  de «ecoode 
espèce  seracell^  où  les  signes  exponentiels  porteront  «ir  des  fonc^ 
tiens  de  première  espèce.  Et  ainsi  des  antres.  On  distinguera  de  même 
en  espèces  les  fonctions  purement  logarithmiques. 

A  peine  a-t-on  besoin  d'ayertir  que  notre  ciasBification  des  trans«- 
cendantes  s'étend  aux  fonctions  de  plusieurs  variaUes  a:,jy,  z.. .. 

9.  Quand  le  nombre  des  transcendantes  m&nomes^  entnmt  dans  une 
fonction  finie  explicite^  est  supposé  le  plus  petit  poftible^  la  fonction 
jouit  de  propriétés  semblables  à  celles  des  équations  algébriques  irré<* 
ductibles. 

Considérons  d'abord  une  fonction  de  première  espèoe  U^  et.  soient 
0,   )f,...^,   les  transcendantes  monômes  dont  elle  dépend.  D'après, 
nos  définitions,  la  valeur  de  U  sera  de  la  forme 

U  = /(or,  9,  )!,.•. 0, 

la  caractéri^que  /  dénotant  une  fonction  algébrique  par  rapport  aux 
lettres  comprises  entre  parenthèses. 

Cela  posé,  si  le  nombre  jit  des  transcendantes  monômes^  8»  *fr*  •  «C» 
est  supposé  réduit  à  son  minimum,  c'est-à-dire  s^il  est  impossible  de 
trouver  une  autre  fonction  transcendante  de  première  espèce  équiva- 
lente à  U,  et  contenant  moins  de  transcendantes  monômes  que 
/(x,  9,  >»f...O^  j^  ^^s  que  nulle  relation  algébrique  ne  pourra 
exister  entre  la  variable  indépendante  x  et  les  fd,  quantités  9,  >f,>> .  *Zt 
à  moins  qu'elle  ne  soit  identique.  En  efiet  une  telle  relation,  si  elle 
avait  lieu ,  fournirait  la  valeur  de  l'une  de  ces  tranacendanles,  de  8  par 
exemple,  exprimée  algébriquement  en  fonction  de  ^  ei  des  autres.,» 
et  dès^lors  on  pourrait  en  reportant  dansU  cette  valeur  de  .9  diminuer 
fe  d'une  unité ,  ce  qui  est  impossible. 

Pour  rendre  notre  raisonnement  plus  précis ,  eoacevons  que  l'on 
tombe ,  par  une  suite  quelconque  de  calculs ,  sur  une  équation  de  la 
forme 

<p(x,  fl,  >f,.-.Ç)  tt=  o, 

dont  le  premier  n^o^bresoit  algébrique ,  par  rapport  à  .r,  8,  )ii. .  .(• 
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Je  dis  qae  cette  équation  ne  jM)urra  contenir  0^  >f  »••  «C  q«t'en  appar 
rente  f  de  sorte  qu'elle  subsisterait  encore  si  Ton  venait  à  remplacer 
d,  ^i*  •  «Ç,  soit  par  d'antres  fonctions  de  x  prises  au  hasard,  soit 
par  ^  simples  lettres  indéterminées.  En  effet  si  cette  équation  n'était 
pas  identique  relativement  à  0  par  exemple ,  elle  fournirait  la  valeur 
de  8  SOU9  la  forme 

4r  indiquant  une  fonction  algébrique,  et  en  portant  cette  valeur  defl 
dans  celle  de  U  ^  on  en  conclurait 

or  cette  expression  de  U  est  absurde ,  puisqu'elle  renferme  une  trans- 
cendante monôme  de  moins  que  la  précédente,  laquelle  était  pourtant 
supposée  en  contenir  le  plus  petit  nombro  possible. 

Cette  démonstration  étant  générale  et  rigoureuse  pour  toutes  les 
fonctions  de  première  espèce  »  pourvu  que  le  nombre  de  leurs  trans- 
cendantes monômes  soit  un  minimum,  nous  avons  droit  de  dire 
que ,  sij  parla  marche  des  calculs ^  on  est  conduit  à  une  équation  al- 
gébriquej  entre  la  variable  a:  et  les  transcendantes  monômes  qui 
composent  la  Jonction  sus-dite,  on  ne  troublera  pas  Pégalité  en  rem^ 
plaçant  les  transcendantes  par  dés  fonctions  nôuindles  prises  au 
hasard  (ni  par  des  quantités  purement  littérales. 

Supposons  maintenant  que  U  soit  une  fonction  transcendante  de 
n'^^  espèce  j  et  que  0,  n^.  •  .^  représentent  les  ft  transcendantes  mo* 
nomes  de  nf^'  espèce,  entrant  dans  cette  fonction.  La  valeur  de  U, 
considérée  comme  dépendante  de  6 ,  >f  »  •  *  «C^  sera  de  la  forme 

u«/(6,  >,;... 0. 

la  fonction  f  étant  algébrique  par  rapport  aux  quantités  comprises 
entre  parenthèses  et  contenant  en  outre  d'autres  transcendaates  d'ordre 
inférieur  dont  il  est  inutile  de  nous  occuper* 

Maintenant ,  si  le  nombre  fi  est  supposé  le  plus  petit  possible,  je  dis 
que  nulle  relation  algébrique  ne  pourla  exister  entre  la  variably  jc, 
les  tranacandaiilea  S,  n,» .  •(  et  d'autres  transcendantes  d'ordre  infé- 
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rîear  quelles  qu'elles  soient.  En  effet,  une  telle  relation,  si  elle  existait, 
fournirait  la  valeur  de  l'une  de  ces  transcendantes ,  de  Q  par  exemple , 
en  fonction  algébrique  des  autres,  et  permettrait,  en  portant  la  valeut* 
de  6  dans  celle  de  U ,  de  diminuer  le  nombre  fi  d'une  unité,  ce  qui  est 
absurde. 

Ce  raisonnement  est  tout  semblable  à  celui  dont  nous  nous  sommes 
sertis  pour  établir  le  théorème  relatif  aux  fonctions  de  preniière  es- 
pèce. Nous  vojons  donc  en  général  que  si  6,  )î,.  •  .'Ç'  désignent  les 
transcendantes  monômes  de  n^*^*  espèce  entrant  dans  une  fonction 
de  yi'""'  espèce,  toute  relation  algébrique  entre  x ,  8,  «,. .  .Ç  et  des 
transcendantes  d espèce  inférieure  à  la  /i'""'  désira  être  identique  en 
fl  ^  n , . .  .Ç' ,  c'est-à-dire  désira  subsister  si  l'on  remplace  6 ,  >i , . .  •  C  ^^^^. 
par  d'autres  fonctions  de  x,  soit  par  de  simples  lettres  indéterminées. 
Ce  principe  recevra  par  la  suite  de  nombreuses  applications. 

§  m. 

Démonstrations  de  quelques  théorèmes  relatifs  aux  fonctions  log  Jt:^ 

e*,  log  log  :r,   etc. 

lO.  Non-seulement  la  fonction  log  x  ne  peut  être  équivalente  à 
aucune  fonction  algébrique  de  x-^  mais  même  elle  ne  peut  être  ex-- 
pripaée  par  aucune  combinaison  quelle  qu'elle  soit  d'un  nombre 
limité  de  signes  algébriques  avec  un  nombre  limité  de  signes 
exponentiels.  Et  réciproquement  l'exponentielle  e'  ne  ^  peut  être 
exprimée  par  aucune  fonction  purement  algébrique  et  logarithmique. 
Ces  théorèn^es  méritent  d'être  démontrés  d'une  manière  rigoureuse  : 
on  çn  conclut  que  les  signes  ^(x),  e',logx  dont  nous  faisons 
usage  dans  notre  classification  des  fonction^  finies  explicites  sont 
réduits  au  moindre  nombre  possible. 

Pour  rendre  notre  démonstration  plus  claire ,  prouvons  d'abord  que 
la  quantité  logo:  ne  peut  être  équivalente  à  aucune  fonction  purWnent 
exponentielle  de  première  espèce  :  en  d'autres  termes  prouvons  qu'en 
désignant  par  u,  v,. .  .w  des  fonctions  algébriques  et  par  Ç ,  i , . .  .d 
les  exponentielles  e%  e%. . . é^,  on  ne  peut  pas  avoir 

log.r  =s:  f{x,  î,  >i,...fl), 
si  la  fonction  représentée  par  f  est  une  fonction  algâxique. 
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Représentons  par  m  le  nombre  des  exponentielles  Ç*,  >?,... 6  qui 
entrent  dans  la  valeur  précédente  de  logo:.  Nous  avons  évidem- 
ment le  droit  de  supposer  ce  nombre  m  réduit  à  son  minimum , 
c'est-à-dire  de' supposer  que  logo:  ne  puisse  s'exprimer  par  aucune 
autre  fonction  semblable  à  la  fonction  f^  mais  contenant  moins  d'ex- 
ponentielles; car  si  cette  aatre  valeur  de  logo?  existait^  cest  celle-là 
que  nous  choisirions  pour  y  appliquer  nos  calculs.  Dès-lors  aucune 
relation  algébrique  entre  les  quantités  or,  Ç,  if,. .  .8  ne  pourra  avoir 
lieu  à  moins  qu'elle  ne  soit  identique  par  rapport  à  chacune  des 
transcendantes.  Or,  on  obtient  unér  telle  relation  en  différentiant  la 
valeur  de  log  x  :  la  differentiation  donne  en  effet , 

^=  df{x,  Ç,  »,...^, 
ou  bien  (en  observant  que  l'on  a  ^=^=^m',  ^=»i()',...  t-s=ïÔw'J 

i==/:(a:,.ç,  >.,...e)-f-/^(a:,  ç,  >.,...e)ç«' 

L'équation  que  je  viens  d'écrire  doit  donc  subsister  si  l'on  remplace 
Ç,  »i,...fl  par  o^,  ^i>,...y^t  et,  /3,...>  désignant  des  quantités 
purement  littérales.  Il  résulte  de  là  qu'on  a 

c'est-àldire 

En  égalant  cette  valeur  de  —  à  la  précédente  df{x^  Ç,  >i ,  ô),  puis 
intégrant,  on  a  donc 

/(:r,<,  i8ii,...>ô)  =  /(x,C,  >f,...e)  4-  C.      ' 

Tome  II.  —  Mams  1837.  Il 
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Poar déterminer  la  coostante  C,  je  nOmnie  Uj  b ,..'•€  les  valeurs 
respectives  de  Ç,  )iy...8  poar  une  valeur  détermiuée  quelconque 
x  =  g  :  il  en  résulte 

/(g,  eu»,  ^b,...yc)  =a:  f{gf  a,  b,...c)  +  C.   * 
Éliminant  C,  on  a 

^  A^f  Cf  ^,--.6)  '^  f(gf  a,  b,...c). 

Je  di£Férentie  cette  équation  par  rapiK)rt  à  a ,  et  après  la  differentia- 
tien,  je  pose  a=  i  ,  /S^si ,. .  .>=«=  i  :  je  trouve  par  là 

ou  simplement/ 

en  représentant  par  A  la  constante  afa{gf  a,  i,. .  .c).  L'équation 
algébrique  précédente  subsistera  encore  (n*  9)  si  je  remplace  Ç,  >î,  . . .  9 
parles  quantités  purement  littérales  A,  /et,,,  .y;  on  a  par  consé- 
quent , 


et  l'o^n  aura  de  même  , 


/^  {pCf  A,  AA,...0  =  |, 


si  Ton  représente  par  fi,.«  .C  les   constantes    b/i(gp  a,   b,...c)  , 
^fc{gf^9  b,...ù).  De  là  il  est  aisé  de  conclure 
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intégrant  donc  par  rapport  à  A,  pu^.^.v^  il  vient 

/(ar,  A,  fer,...F)==AlogA+BiogffcH— ••+Clogv  +  const. 

La  constante  est  ici  une  fonction  de  or  :  pour  la  déterminer,  soient 
^o  >  /^o>  •  •  •  •'o  des  valeurs  particulières  de  A ,  /u^y  •  y  :  en  les  substi- 
tuant,  on  obtiendra 

f[x.  A.,  ft.,. .  .F.)=  AlogAo  +  Blogfto  4-.- .+  Clog  y. -h  const. 

d'où  l'on  tire,  par  la  soustraction» 

f{x.  A,  AA,...0  —  /(^^  ^o,  A^.,..   ^)  4-  A(logA  — logA.) 
H-  B  (log At  —  logAto)  + . . .  +  C  (log  r  —  log  v.). 

Comme  je  puis  actuellement  donner  à  x ,  ac^,..  .  •  p  les  valeurs  que  je 
veux  y  je  pose  AssÇ,  /i«cs)i,...r  =  G:le  premier  membre  devient 
f{Xj  C  ïi,. .  .9)  ou  log  a:  :  en  observant  que  log  Ç=m,  log>?=i^,. . . 
]=TVy  j^en  tire  donc 


lOgXSS  /(JC,  Ao,  Mof  •>'.)  + A("~*<«^ 

+  B(i;  —  log/*o) 4". .  .4- C(fv  —  logr .) , 

équation  absurde  ;  car  le  second  membre  est  une  fonction  algébrique 
de  x^  laquelle  ne  peut  pjii  être  égale  ji  k>gar,  d'après  ce  qu'os  a 
déoxmlre  d-deasus. 

I K  On  peut  abréger  la  démonstration  précédente  >  san^  d'ailleurs 
en  changer  l'esprit;  il  sufiit  pour  cela  de  considérer  à  part  une  des 
exponentielles  \^  n»....6,  la  première  par  exemple,  au  lieu  de  les 
considérer  toutes  à  la  fois..  Je  développerai  daulant  plus  volontiers 
cette  seconde  méthode,  ou  plutôt  cette  autre  manière  d'envisager 
la  même  méthode,  que  j'en  fierai  |Nur  la  suite  un  usfige  continuel 
et  exclusif.  Voici  comment  il  faut  raisami0r  aloifs. 

11  s'agit  de  prouver  l'absurdité  de  l'équation 


(0 


log 4:  =  /(x,  Ç,    >I,..'fi)» 


II.. 
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dont  le  second  mepibre  renferme,  m  exponentielles  Ç,  n,...ô^  le 
nombre  m  est  supposé  réduit  à  ton  minimum  :  par  conséquent  si 
de  réquation  (i)  on  déduit  une  autre  équation  semblable  dont  le  se- 
cond membre  renferme  moins  de  m  exponentielles ,  l'absurdité  de  le- 
quation  (i)  sera  par  cela  même  rendue  manifeste. 

Maintenant  pour  mettre  spécialement  en  évidence  lexponentielle 
Ç,  j'écrirai 

et  j'en  déduirai  en  différentiant 

<p'J^x ,  Ç)  étant  l'expressioa  abrégée  de 

f:{x,  ç,  *i , . .  .0)  +  /;(x,  ç,  «, . .  ..e)))p'-i-. .  .+/;(^,<,  «, . .'.  fl)ôiv'-. 

L'équation 

remplace  l'équation  équivalente 

dont  nous  nous  sommes  servis  dans  le  numéro  précédent ,  mais  elle 
est  beaucoup  plus  simple  à  écrire.  Cette  équation  doit  être  identique 
par  rapport  à  ^  :  on  peut  donc  j  remplacer  ^  par  oÇ* ,  tt  étant  une 
quantité  numérique  quelconque ,  ce  qui  donne 

équation  dont  le  second  membre,  multiplié  par  dlr^  fournit  pour 
.  résultat  la  différentielle  complète  d^x,  aQ.  En  égalant  cette  valeur  de 

-  à  la  précédente /  et  intégrant  l'équation  qui  en  résulte,  puis  déter- 
minant la  constante  arbitraire  à  l'aide  d'une  valeur  particulière  or  =  g. 
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a  laquelle  repond  Ç ssra ,  on  obtient 

Je  diflférentîe  cette  équation  par-rapport  à  a  et  je  fais  ensuite  a  =  i. 
En  posant  a(p'^  (g,  a)  =x  A,  je  trouve  ainsi , 

ç<pK^,  0  =  a. 

Cette  équation  étant  algébrique  par  rapport  à  or ,  Ç  ,>»,•..  fl  doit  sub- 
sister si  Ton  remplace  Ç  par  une  lettre  indéterminée  i  que  Ton  pourra 
regarder  comme  une  variabtè  indépendante.  On  a  donc 

Multipliant  par  di  et  intégrant ,  j'obtiens 

^  {Xf  i)  =  A  log  i  4-  const. 

doù  résulte,  en  déterminant  la  constante  à  laide  dune  valeur  parti- 
culière «o  de  î, 

(p{x^  i)  =  Alogî  4-  ^{pcf  i.)  —  AlogiV 

J  ai  le  droit  de  donner  à  i  telle  valeur  qu'il  me  plaira  :  je  pose  donc 
/:=rÇ  ;  le  premier  membre  de  mon  équation  devient  ç>(a:,  ^)  ou  log^  : 
de  là  je  conclus ,  en  observant  que  log  Çss: w  : 

log  Jtr  =  A«  +  ^{x^  io)  —  A  log  4  f 

équation  absurde ,  car  le  second  membre  est  une  fonction  exponen- 
tielle de  première  espèce  où  ^  n'entre  plus  et  qui  renferme  seulement 
m  —  I  exponentielles  » ,  •  •  .0,  tandis  que  la  valeur  de  log  x  doit  par 
liypotbèse  en  contenir  au  moins'm.  Nous  sommes  ainsi  conduits  de 
nouveau  à  la  conclusion ,  obtenue  dans  le  numéro  précédent,  savoir 
qu'une  équation  de  la  forme  (i)  est  inadmissible.  Le  lecteur  jugera 
sans  doute  avec  nous  que  la  démonstratioti  donnée  en  dernier  lieu 
est  plus  simple  et  aussi  rigouf^use  que  celle  d«i  n*  lo  :  elle  abr^ 
surtout  GonsidéraUement  l'écriture. 

ia.   Faisons  voir  maintenant  que  log  x  ne  peut  être  exprimé  par 
aucune  fonction  exponentielle  de  n''"'  espèce ,  quel  que  soit  n.  Dé« 
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signons  en  effet  par  m  le  nombre  des  exponentielles  de  nf^  espèce , 
et  supposons  le  nombre  m  redait  k  son  minimum ,  en  sorte  que  nulle 
relation  algébrique  ne  paisse  exister  entre  ces  exponentielles  de  n^' 
espèce  et  d  autres ,  quelles  qu'elles  soient ,  d'espèce  inférieure.  Soit 
Ç=s6*  une  quelconque  d'entre  elles  ^  k  étant  une  fonction  exponen- 
tielle de  (n —  ly**'  espèce,  et,  pour  mettre  Ç  en  évidence,  écrivons 

logo:  =  (p{x,  Ç), 

la  fonction  ^  étant  algébrique  par  rapport  à  ^,  et  contenant  en  outre, 
algébriquement  aussi ,  d'autres  expron^ntielles  monômes  dont  il  est 
inutile  de  faire  une  mention  explicite. 
I/équation 


OU 

I 


^:(^>OH-?f(*,a«'. 


que  l'on  tobtîeni  en  diifiérenli»Bt  la  ralem*  de  logor ,  est  algëlnrique  par 
rapport  k  ces  transcendantes  aussi  bien  que  par  rapport  à  Ç.  Donc  elle 
doit  subsister  en  remplaçant  Ç  par  al^,  a  étant  une  quantité  numé- 
rique quelconque  ;  ainsi  Ton  a 

d'où  il  est  aisé  de  conclare 

J'égale  cette  valeur  de  —  à  la  précédente  tfip (or,  Ç),  apràs^juoi  j'in- 
tègre, «t  fe  déterraÎM  la  coastante  à  l'aide  d'one  vrfeur  particulière 
X  sai,  à  laifaelie  réponde  8ss a.  H  vient 

<p(x,  O  =  pix,  C)  4-  <P(b,  aa)  —  (p(b,a). 

Je  diffiértetie  far  rapport  à  «  l'équation  que  je  viens  d'écrire,  et  po- 
sant «  =:  I  après  la  differentiation ,  je  trouve 
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équation  algébrique  par  rapport  à  Ç  et  qui  doit  subsister  si  l'on  rem* 
place  Ç  par  une  lettre  indéterminée  i  :  remplaçant  donc  Z  P&^  <  ^^ 
faisant  a9\{b^a)  ss  A,  j'ai 

ce  qui  me  donne,  en  intégrant  par  rapport  à  <, 

^{pc,  ï)  =  Alog<  -4-  const. 

En  déterminant  la  constante  à  Taide  d'une  valeur  particulière  u  de  / 
et  posant  ensuite  issÇ,  on  obtient  enfin ,  comme  ci- dessus , 

\ogœ=.ku  +  (p{jc^  i.)  —  Alogx'o, 

équation  absurde ,  puisque  le  nombre  des  exponentielles  de  n^' 
espèce  contenues  dans  le  second  membre  est  <in ,  ce  qui  ne  se  peut 

i3.  Il  est  rigoureusement  établi  par  là  que  la  fonction  logx  ne 
peut  être  équivalente  à  aucune  fonction  ^  purement  exponentielle  ou 
dépendante  des  seuls  signes  <Z9'  {x) ,  ^.  On  peut  en  dire  autant  des 
fonctions  suivantes  log  log  or,  log  log  log  or ,  etc.;  car  si  l'on  avait 
logIogxr=(py  on  en  déduirait  log  â?=:e^  ,  ce  qui  est  absurde.  Ré- 
ciproquement nous  ferons  voir  que  la  quantité  é*  ne  peut  être  ex- 
primée par  aucune  fonction  purement  logarithmique. 

Supposons,  par  ^cmnple,  qu'il  soit  possible  d'exprimer  e*  par  une 
fonction  logarithmique  de  première  espèce,  c'est-à-dire  de  la  forme 

f ,  >i ,  • .  •  fl,  ayant  pour  valeurs  respectives  log  u^  log  v, .  •  .log  iv  où 
u,ifj.  ..w,  désignent  des  fonctions  algébriques,  et  le  nombre  m  des 
quantités  Ç,  )!,•  •  .6  étant  réduit  à  son  minimum. 

Considérons  spécialement  ^  par  exemple ,  et  remplaçons  en  consé- 
quence /(^>  Ç,  « ,. .  .6),  par  ip  (,r,  Ç)  ;  nous  aurons  en  prenant  les 
logarithines  dès  deux  membres 

X  =  log<p(a:,  Of 
d'où  résulte ,  en  différentiant 


/fer   ~  ^(^>^ 
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ou 

'    =  t(x,0  ' 

équation  puremeot  algébrique  par  rapporta  Ç,  »,. .  .6,  qui  doit  être 
identique  par  rapport  à  Ç ,  et  où  l'on  peut  en  conséquence  remplacer 
^  par  a-j-l^,  a  étant  un  nombre  quelconque.  On  a  donc 


ou 

J'égale  cette  valeur  de  dlr  à  la  précédente ,  ce  qui  me  donne 

intégrant  donc  et  déterminant  la  constante^arbitralre  à  Taide  d'une 
valeur  particulière  xssb,  k  laquelle  réponde  Ç  =  a^on  obtient 

Je  differentie  maintenant  par  rapport  à  a,  et  après  la  differentiation 
je  pose  a  =  o  :  cela  me  donne 

équation  algébrique  par  rapport  à  Ç  et  qui  doit  subsister  encore  si 
l'on  remplace  ^  par  une  lettre  indéterminée  i.  On  a  par  conséquent 

en  posant  ^  *,.  '  ^^  =s  A .  on  en  conclut 
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Intégrant  donc  par  rapport  à  ;,  et  déterminant  la  constante  que  Tin- 
tégration  introduit  à  l'aide  d'une  valeur  particulière  /=/•,  on  tire 
aisément  de  là 

(P(:r,  eV"  =  ^{^f  'o)^', 

résultat  absurde,  puisqu'on  en  déduirait  e^  =:  une  Jonction  algébrique 
de  i,  ce  qui  ne  se  peut.  Si  h  était  =o ,  ce  raisonnement  ne  serait  plus 
possible  ;  mais  on  aurait  alors  ^{x ,  i)  =  (p(x ,  i.)  ;  d'où  ,  en  posant 
r=rÇ,  on  conclurait  ^o:,  Ç)  ou  e*=^(ar,  4),  équation  absurde, 
puisque  son  second  membre  renferme  seulement  {m — i^  logarithmes, 
tandis  que  la  valeur  de  e*  doit,  par  hypothèse,  en  contenir  au  moins  m. 
On  prouvera  en  général  que  a*  ne  peut  être  exprimé  par  aucune 
fonction  puremefût  logarithmique  de  n^*  espèce.  En  effet  soit  Ç  une 
des  m  exponentielles  de  /t^'  espèce  entrant  dans  la  valeur  supposée 
de  e* ,  et  suivant  notre  usage  posons  ef  s=:  ^(j:,  Ç).  Regardons  le 
nombre  m  comme  réduit  à  son  minimum  :  dès-lors  aucune  relation 
algébrique  nte  {)Ourra  exister  entre  x,Ç^  les  autres  logarithmes  de  n^' 
espèbe  contenus  dans  ç(Xf  Ç),et  d'autres  logarithmes  d'espèce  infé- 
rieure! On,  pourra  par  conséquent  répéter  ici  mot  à  mot  tout  ce  que 
nous  avons  dit  au  commencement  de  ce  numéro ,  quand  la  fonction 
9(x,Z)  appartenait  à  Ja  première  espèce,  et  l'on  retombera  de 
nouveau  su»  l'équation  absurde  ^(jOj  i)e*"*  =s  (pÇx^  «o)^*  Notre 
analyse  établit  donc  en  toute  rigueur  le  théorème  que  nous  avions 
en  vue, , savoir  que  l'exponentielle  e*  ne  peut  être  exprimée  par 
aucune  fonction  purement  logarithmique  àe  la  variable  a:. 

S  IV. 

Des  diverses  Jonctions  que  Fan  rencontre  dans  les  éléments. 

i4«  Si'nous  passons  maintenant  en  revue  les  diverses  fonctions  de 
X  dont  on  s'occupe  dans  les  éléments  d'algèbre ,  nous  verrons  que 
toutes,  peuvent  s'exprimer  sous  forme  finie,  à  l'aide  des  simples 
fonctions  algébriques,  exponentielles  et  logarithmiques.  Et  nous  n'a-* 
vous  pas  même  besoin  de  comprendre  parmi  ces  dernières  les  expo- 
nentielles de  la  forme  a*  et  les  logarithmes  Log  x  dont  la  base  n'est 

Tom#n.  — Maas  183;.  ,  Ift 
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pas  le  nombre  e  =  2,7 1 8 ...  ;  car  ou  a  a'ssse*  '**«*  et  Log  x:;=  M  log  jc  ^ 
M  désignant  le  module  du  système  des  logarithmes  désignés  (>ar  Logx, 
par  où  Ton  voit  que  tous  les  logarithmes  peuvent  être  transformés  en 
logarithmes  népériens,  et  toutes  les  exponentielles  transformées  en 
d'autres  exponentielles  rapportées  au  nombre  e. 

i5.  Considérons  d'abord  les  puissances  dont  Texposaot  est  un 
nombre  quelconque.  Soit  cl  une  constante  réelle  ou  imaginaire:  la 
puissance  dont  il  s'agit  sera  représentée  par  x^.  Dans  le  cas  très  par*^ 
ticulier  où  le  nombre  a  est  réel  et  ratiotmel,  on  sail  que  x*  est  une 

fonction  algébrique  de:r  ;  car  si  Ton  a  «3=  —,  ou  a= ,  m  et  « 

désignant  deux  nombres  entiers  positifs,  il  en.résultera 


ou 

m 


v^ 


Mais  toutes  les  fois  que  la  constante  a  est  irrationnelle  ou  imaginaire, 
je  dis  que  .r*  n'est  pas  une  fonction  algébrique  de  x.  Pour  le  prouver, 
posons^  =3  ar*,  ce  qui  donne 

a:£==<tjr.  ... 

Admettons  pour  un  instant  que^  soit  une  fonction  algébrique  de 
jc,  déterminée  par  une  équation  irréductible  de  degré  fi,  savoir 

(î)  f(^f7)  =  Of       • 

dont  le  |»«mier  membre  serait  une  fonction  entière  de  jr  et  ^^  En 
différentiaut ,  il  vient 

/'•(^.j')-»-/',(^>jr)|  =  o,  •  ;, 

équation  qui  se  transforme  dans  la  suivante 

(2)         ^     xf^ix,  y)  -h  ^rf'yipc,  y)  —  oy 
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lorsqu'on  remplace  ~  par  sa  valeur  ~  et  qu'on  chasse  ensuite  le  dé- 
nominateur X.  Pour  que  1  equation  x  ^  =  cljt  soit  satisfaite ,    il  est 

donc  nécessaire  que  les  deux  équatioas  (i)  et  (2)  aient  lieu  en 
même  temps  ^  sans  qu'on  soil  obligé  d'attribuer  à  x  une  valeur  par* 
ticulière;  et  comme  réquation(i)  est  irréductible,  une  de  ses  racines, 
jr^  par  exemple,  ne  peut  satisfsiire  à  Téquation  (3),  sans  que  toutes 
les  autres  j^., ^3,. .  .jr^^  n y  satisfassent  aussi.  Donc,  si  l'intégrale  par- 
ticulière ^^1=^-,  vérifie  l'équation  x  ^s=a/,  les  intégrales  particu- 
lières ^=/„  7^  =j^j,. .  •^ss/),,  la  vérifieront  également.  Leg  ra- 
cines j", ,  ^. , . .  'jTp,  étant  différentes  de  zéro  par  la  nature  même  de  l'é- 
quation irréductible  (i),  il  résulte  de  la  théorie  des  équations  linéaires 
que  la  valeur  de  jr  s'obtiendra  en  multipliant^,  par  une  certaine 
constante  C,,  on  bien  en  multipliant  /»,.  •  .^f»  p«i^  des  constimtes 
Cft, . .  .C^  :  on  voit  donc  qo-'il  est  permis  de  poser  à  la  fois 

je  multiplie  ces  équations  membre  à  membre,  et  en  représentant  par 
C^*  le  produit  C,C.Cs  ..C^,  je  trouve 


jf,  =  Ca7,7.73...J^, 


d'où  je  tire 


r  =  cv/r.r.73...rf*. 


Le  produit  yxy%y%*  •  •/;*  n'est  pas  nul,  puisque  l'équation  (1)  étant 
irréductible,  n'a  pas  de  racine  nulle;  c'est  d'ailleurs  une  fonction  ra- 
tionnelle et  symétrique  de  j^. ,  /« ,  etc.  ,  et  par  suite  une  foûction 

rationnelle  de-JC,  que  l'on  peut  représenter  par  le  quotient  ■=  de  deux 

polynômes  entiers  premiers  entre  eox.  Donc  si  la  fanction  ^  sa  je* 
peut  s'exprimer  algébriquement ,  sa  valeur  sera  de  la  forme 
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En  diiférentiant  cette  valeur ,  je  trouve 


TX'  —  XY' 


</x  ~~  ^  *         XY 


/ 


et,  comme  j'ai  d'ailleurs  x  ^^sztty^  j'en  conclus 
-  (YX'  —  XY')  =  aXY. 

Cette  équation  nous  prouve  que  XY  est  divisible  par  x^  et  que 
par  conséquent  un  des  deux  facteurs  X  ou  Y  l'est  aussi;  car  ils  ne 
peuvent  pas  l'être  tous  deux  à  la  fois,  puisqu'on  les  suppase  premiers 

entre  eux.  Admettons  d'abord  que  —  soit  une  fonction  entière.  11  est 

alors  permis  de  faire  X  =:  Zx*,  n  étant  un  nombre  entier  >  o>  et  Z 
un  nouveau  polynôme  non  divisible  par  or  :  çn  a  donc 

X'  =  nZa--'  H-  Z'o?". 

Portant  cette  valeur  et  celle  de  X  dans  l'équation  précédente,  on 
obtient 

-  (nYZ^r-' -h  YZ'x- —  ZYV)  =  «YZjc-, 

équation  qu'on  peut  écrire  ainsi 

Q-.«)YZ  =  ^(ZY'-YZ'), 

et  dont  l'absurdité  est  manifeste  toutes  les  fois  que  a.  est  une  cons- 
tante irrationnelle  ou  imaginaire.  En  effet,  dans  cette  hypothèse,  le 

coefficient  -  — et,  ne  peut  pas  être  nul,  puisqu'en  posant  a=  -      la 

valeur  de  oi  serait  le  quotient  de  deux  nombres  entiers  réels.  Par  con- 
séquent le  premier  membre,  otC  se  trouvent  les  deux  facteurs  Y  et  Z 
premiers  avec  x^  est  aussi  premier  avec  x,  tandis  que  dans  le  second 
membre,  ce  facteur  ir  est  au  cqptraire  mis  en  évidence.  En  posant 
Y==  Z^",  on  arrivera  de  même  à  une  équation  absurde,  savoir. 


(?-Hct)xZ  =  ^(ZX'-XZO. 
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/«  _ 
Donc  j^  ou  X*  ne  peut  pas  avoir  une  valeur  de  la  forme  C  y/  ^  :  donc 

x"^  ne  peut  s'exprimer  par  aucune  fonction  algébrique  de  x.  Il  est 
d  ailleurs  aisé  de  voir  que  cettç  quantité  peut  être  représentée  par  des 
exponentielles  "et  des  logarithmes^  puisque  l'on  a  x*:=  e*^**6'. 

16.  Viennent  ensuite  les  exponentielles  dont  la  base  et  l'exposant 
à  la  fois  sont  des  fonctions  de  la  variable,  exponentielles  dont  la 
quantité  x*  nous  offre  un  exemple.  Il  est  bien  facile  de  prouver  que 
l'on  n'a  pas  af  zsij^  j  étant  une  fonction  algébrique;  car  en  diffé- 
rentiant  cette  équation ,  on  trouverait 

7(1  -H  logx)  =y, 

d'où  l'on  déduirait   Iogx=  — —  i  ^^  fonction   algébrique   de  x, 

ce  qui  est  absurde.  Mais  cette  fonction,  x*,  et  la  fonction  plus 
compliquée  (f  dans  laquelle  p  et  q  sont  deux  fonctions  algébriques 
quelconques  de  x ,  peuvent  s'écrire  sous  forme  finie  avec  les  signes 
logarithmiques  et  exponentiels ,  puisque  Ton  a 

a-  =  e'*^^     ^=:e^*•^^ 

17.-  Je  m'occuperai  en  dernier  lieu  des  fonctions  circulaires.  Et  d'a- 
bord s'il  s'agit  du  cosinus^  on  a  par  une  formule  connue  d'Enfer 

cosx  =   ' 1 : 


donc  la  quantité  cos  x  s'exprime  en  exponentielles  imaginaires,  et  il 
en  est  de  même  de  sin  a:  et  des  autres  lignes  trigonométriqucs , 
puisque  l'on  a 

sin  X  =  y ,  etc. 

Il  nous  sera  aisé  de  prouver  en  passant  que  ces  lignes  trigonométri- 
ques  ne  sont  point  exprimables  en  fonction  algébrique  de  x  >  car  si 
l'on  avait  par  exemple  00s  j:  s:  f(x),  f  dénotant  une  fonction  aigé' 
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brique,  on  aurait  aussi 


e 


\^:r\  ^-,\/—i 


et  il  en  résuiterart 


rV~t 


=  /(^)±  vf{xr-i. 


c'est-à-dire  e*  ^""  '  z=2une  fonction  algébrique  de  Xj  ce  qui  ne  se  peut. 
Les  fonctions  trigonométriques  inverses  ne  sont  pas  non  plus  al- 
gébriques y  mais  elles  s'expriment  par  des  logarithmes  au  moyen  des 
formules  de  Jean  Bqrnottilli 

arcsinjr  =»  ^-yisisrlùg(x^ —  i  -4*  S/i  — ^^)f 


arctangx  =  1==  log  r  '^  ^  *^^\ 


En  résumé  y  les  fonctions  que  l'on  rencontre  dans  les  éléments 
peuvent  toutes  s'écrire  sous  forme  finie  à  l'aide  des  signes  algébri- 
ques »  exponentiels  et  logarithmiques;  ce  que  nous  nous  proposions 
d'étebKn, 


SV. 


Comment  on  peut  reconnaître  dune  manière  précise  à  quelle  espèce 
appartient  une  fonction  Jifde  explitite  dontûle. 

18.  D'après  la  classification  des  fonctions  finies  explicites  adoptée 
par  nous  au  paragraphe  deuxième  de  ce  mémoire,  une  fonction  finie 
explicite  de  la  n'*"'  espèce  ne  peisrt  renfermer  dans  chacun  de  ses  termes 
plus  de  n  opérations  transcendantes  portant  successivement  Tune  sur 
l'autre;  m^iîs  dé  ce  qu'une  fonction  finie  eiq^licite  renferme  un  ou 
plusieurs  termes  affectés  de  ?i  opéra tion&  trannendanles  sneceflaives^ 
il  n'en  résulte  pas  nécessairement  qu'eBe  appartienne  ii  la  n^  espèce: 
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au  contraire  il  peut  arriver  qu'elle  appartienne  à  une  espèce  inférieure 
à  la  nf^'  ou  méniè  qu'elle  soit  .pqrenoient  algébrique.  Aussi  av^aat 
d'affirmer  qu'une  fonction  finie  donnée  appartient  a  une  espèce  ou 
à  une  autre»  est-il  nécessaire  de  réduire  autant  que  possible  les  si- 
gnes exponentiels  et  logarithmiques»  qui  se  succèdent  et  qui  souvent 
peuvent  s'entre-détruire. 

Si  vous  Gonsidére8 ,  par  exemple,  les  fonctions  log  (pee') ,  lag  (e**), 
qui  sous  leur  forme  actuelle  paraissent  appartenir  à  la  seconde  es- 
pèce» vous  n'aurez  qu'à  les  écrire  aiiiâi  log  (0*6*)  =;=:  log  a:  4- «^  ? 
log  (e**)  =  j?» ,  pour  reconnaître  que  Tune  d'elles  est  de  premiere 
espèce  et  que  l'autre  est  purement  algébrique. 

Ces  réflexions  conduisent  à  un  problème  nouveau  difficile  au* 
tant  qu'utile  et  dont  voici  l'énoncé  :  Étant  donnée  une  fonction 
finie  explicite^  trow^rune  méthode  exacte  qui  fasse  connaître  avec 
certitude  à  quelle  espèce  cette  fonction  donnée  appartient.  Sans  essayer 
de  traiter  ce  problème  dans  toute  sa  généralité ,  nous  allons  montrer» 
par  "des  exemples  choisis»  quels  principes  on  doit  employer  pour  le 
résoudre  dans  «haque  cas  particulier.  Mais  »  avant  d'entrer  en  matière» 
il  faut  démontrer  un  théorème  dont  nous  ferons»  dans  ce  qui  va 
suivre,  un   fréquent  usage. 

.19.  Sdient^A,  B,. .  ,Ç»  des  constantes  quelconques  et  x  une  va- 
riable indépendant»:  je  dis  qu'il  est  impossible  de  trouver  des  fonc- 
tions Uf  9,. .  .Wf  algébriques  en  x  et  telles  que  l'on  ait 

(i)      '  AlogM -l-Blogi' +. .  .-H  Clogw  =  jr. 

Pour  étabUr  ce  théorème,  nous  ferons  voir  qu»  l'équation  (1)»  si 
elle  était  adtkiise  (i«,  v».  •  .tv  désignant  des  fonctions  algébriques  de 
.r)  conduirait  à  une  absurdité  • 

Eç  effet^  soit  0  une  fonction  algébrique  de  x ,  telle  que  toutes  les 
quantités  u,  v^^.^w  puissent  être .  regardées  ccm^me  des  fonctioiD^ 
n^tionnelles  de  j:  et  6  »  et  qu'il  en  soit  de  même  par  conséquent  de 
leurs  dérivées  u',  i^, . .  .w\  U  existe  flne  iofiùité  <de  fonctions*  ô  qui 
jouissent  àe  cette  propriété,  et]  Von  peut  prendre,  par  exemple, 
9=  au+  /3v  4-. .  .+7^,  a,  ^, . .  .9^,  'étant  des  constantes  arbitraires. 
Puisque  ô  est  algébrique  en  x»  on  peut  regarder  cette  quantité 
comme  la  racine  d'une  équation  irréductible  f{x,  9)=^  o,  f(x,  (i) 
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désignant  en  poljoome  entier  p:ir  rapport  à  x  et  0,  et  de  degré  {jl 
relativement  à  cette  dernière  lettre. 

Cela  posé;  en  différentiant  l'équation  (i),  il  vient 

D'après  ce  qu'on  a  dit  plus  haut,  le  premier  membre  de  cette  équation 
est  une  fonction  rationnelle  de  or  et  0^  ou  peut  facilement  se  trans- 
former en  une  telle  fonction.  Ce  premier  membre  doit  être  égal  à 
l'unité;  en  prenant  pour  0une  des  racines  de  l'équation  irréductible 
f{x^  9)  =  o  :  donC;  par  le  théorème  du  n*  3,  il  devra  aussi  se  réduire 
à  l'unité  pour  toutes  les  autres  racines. 

D'après  cela,  en  nommant  du  0.  ».  •  .6^  les  /a  racines  de  l'équation 
f{x  ,  6)  =  o ,  puis  u^y  i'i  f  • . .  Wi  >  tt'i  »  «''i  >  •  ♦  •  w'i  ks^  valeurs  cor- 
respondantes de  K;  i^,. .  ,w,u*,  V* y  •vj^ f  on  aura  quel^  que  soit  x  \ 

«.        *-.  i*t         '    , 

-s:- +  —-♦-...+  —==  I, 

Je  multiplie  ces  équations  par  dx  et  je  les  ajoute,  ce  qui,  en  ayant 
égard  à  la  relation 

^^  +  ^^  +••:+  ^dxzBd\og{u,u^...Uft),      . 
me  donne 

Adlog(a,a.. . . u^H-B€flog(i^.v. .  •  .«i»)4-- .  .■4-Crflog(u',w...-iv^)=Aeiir  : 

or  les  produits  u^u^...Uft,    «^i*'». .  .i^^,  w.w^. .  .w^    sont   des  fonc- 
tions rationnelles  de  et,  ô„  fl.. .  -fl^,  symétriques  en  fl„  6,. .  .9^:  donc, 
par  un  théorème  connu ,  on  peut  les  exprimer  rationndleinent  en  x 
et  les  représenter  respectivement  par  X,  Y,, .  .Z. 
D'o.ùron  voit  que  si  l'équation (i)  était  possible,  on  pourrait  trouver 
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des  fonctions  rationnellçs  de  ;r,  savoir  X,  Y, . .  .Z,  propres  à  satis- 
faire à  l'autre  equation 

(a)      AdlogX-i-BdlogY'i-...+  Cd\ogZ  =  dx. 

On  sait  (n*  19)  que  toute  fonction  rationnelle  Xpeut  se  mettre  sous 
la  fomae 

X  =  M(ar--a)«(x  — *)^.  ..(a:  — c)>,     . 
et  on  pourra  écrire  de  même 

Y  =5 M, (jc  —  a)*'  (x  —  b)^' ...(x  —  c)y, 

Z  =  M,  (x  —  a)*  (ar  —  *>«•  ...(x  — c)î". 

En  posant,  pour  abréger, 

Â<t  4.  B«.  +•  •  •+  Cix,  =  N, 
A^+  B^.  +...+  B/3,=:P, 


A>  +  B>.  4-. .  .4-  C).,  =  Q, 
l'équation  (a)  deviendra  donc 


N        .        P        .  _Q_  __ 


+  r— Â  +..•-»- 


— I  ï    ^    •  •  •    I 

X — a     •     X  —  0     '  0?  —  c 


Quelques-ttus  des  coefficients  N,  P,*..Q  peuvent  être  nuls;  mais 
comme  tous  ne  doivent  pas  s'annuler  à  la  fois^  supposons  N  différent 
de  zéro.  L'écpMition  précédente  peut  s'écrire  ainsi 


N 
X  —  a 

P 

Q 

"■•••       x—c 

je  puis  représenter  la 

quantité 

t       1 

P 

Q 

"x—c' 

par 

U 

(af  — *:...(« 

-ey 

Ton*  U.  -  ItABt  1837. 
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U  étant  nne  fonction  entière  dé  x  :  j'aurai  donc 

N      _  U 

.  ar  -«  a  *^  (x  —  fr)  ♦ . .  (ar  -**  c)  ' 
d'où  je  tire  enfin 

N (x.—  b)  ...Çx  —  c)  =  U  (x  —  a) , 

équation  absurde,  puisque  le  second  membre  est  divisible  et  le 
premier  membre  non  divisible  par  x^^a.  Donc,  en  partant  de 
l'équation  (i)  supposée  possible ,  on  est  inévitableoient  conduit  à  une 
absurdité  :   donc  une  telle  équation  ne  peut  pas  exister. 

En  nommant  u,s^f^  ..w^  t^  des  fonctions  algébriques  quelconques 
de  X  dont  la  dernière  ne  se  réduit  pas  k  une  simple  constante,  on 
ne  pourra  pas  davantage  avoir  l'équation 

A  log  M  +  B  log  <^  +. . .+  C  log  w  =  « , 

'  car  rien  n'empêchera  de  regarder  alors  x  comme  une  fonction  algé* 
brique  de  t^  et  par  suite  u^  if,...w,  comme  des  fonctions  algébri- 
ques de  cette  même  lettre  t,  ce  qui  réduira  la  nouvelle  équation  à  la 
forme  de  l'équation  (i). 

no.  Actuellement  considérons  la  fonction  x^,  «  étant  une  constante 
irrationnelle  ou  imaginaire  :  cette  fonction ,  comme  nous  l'avons  vu 
n*  i5»  n'est  point  algébrique;  elle  est  transcendante.  Mais  à  quelle 
espèce  appartient-elle?  C'est  lace  que  nous  ignorons  jusqu'ici.  Conce- 
vons donc  qu'on  nous  propose  de  décider  par  une  méthode  certaine 
dans  quelle  classe  cette  fonction  doîl;  être  irangae.D'akoMl  y  puisque 
l'on  a  x^  =  6^ogx  ^  la  quantité  x^  que  flOus  d^igneraiis^  désoraiais 
par  j^  est  tout  au  plus  de  seconde  espèce ,  et  elle  sera  vraiment  de 
seconde  espèce  si  nous  montrons  qu'elle  ne  peut  pas  descendre  à  la 
première.  C'est  ce  que  nous  allons  faire  à  l'instant. 

Pour  déyelopper  notre  démonstration  dans  laquelle ,  suii^ttt  notre 
usage  y  nous  aurons  recours  au  principe  de  la  réduction  à  l'absurde , 
admettons  qu'il  soit  possible  de  trouver  une  fonction  de  première 
espèce  équivalente  à  y.  Réduisons  à  son  minimum  le  nombre  des  trans- 
cendantes monômes  contenues  dans  cette  fonction ,  et  soit ,  s'il  est  pos- 
sible,  âss  log  u  une  de  ces  transcendan  tes,  u  étant  algébrique  ;  la  valeur 
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de  /  dans  cette  liypothëse  wfa  de  la  forme 

y  =  <p(ar,  ô), 

la  fonction  ^  étant  algébrique  par  rapport  à  6  et  contenant  en  outre, 
algébriquement  aussi,  d'autres  transcendantes  monômes  dont  U  est 
inutile  de  parler  ici.  Il  viendra  donc 

Mais  l'équation  ^  =  a:*  nous  donne  d'autre  part  -^  =  -  :  il  en 
résulte  /  en  remplaçant  /*  et  ^  par  leurs  valeurs  : 

u' 


Cette  équation  étant  algébrique  par  rapport  à  9  et  par  rapport  aux 
autres  transcendantes  contenues  dans  ^\x^  8),  on  peut  y  remplacera 
pttr  iM^^j  M  étant  une  constante  indéterminée  :  cela  nous  donne 


ainsi  l'on  a  quel  qucf  soit  ^ 
et  par  suite 

Jlntègre  cette  dernière  équation ,  et  déterminant  la  constante  à  l'aide 
d'une  valeur  particulière  xtssh^  laqueelle  répond  8  =  ^  »  j'obtiens 

(p(6,  a)  ^(.r,  ^^  +  8)  sa<p(jr ,  8)(p  (6,  A^  -H  a). 

i3.. 
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Cette  équation  subsistant  pour  toutes  les  valeurs,  de  ft^  je  puis  k 
différentier  par  rapport  à  ft  et  poser  ensuite  )tt=o  ;  or  Téquation  nou- 
velle_ 

•  <p{b,a)(p'Q  (x,  fl)  =  (p{x,^)(p\(b,à), 

qui  résulte  de  cette  opération ,  est  algébrique  par  rapport  aux  trans- 
cendantes 6  y  etc. ,  en  sorte  que  Ton  peut  remplacer  8  par  une  lettre 
indéterminée  i  considérée  comme  variable  indépendante.  Il  vient  par- 
là 

c'est-à--dire 

Multipliant  donc  les  deux  membres  de  l'équation  que  je  viens  d'écrire 
par  di,  puis  intégrant  par  rapport  à  i  et  déterminant  la  constante 
arbitraire  produite  par  l'intégration  à  l'aide  d'une  valeur  particulière 
{  =s  i«  ^  on  a 

résultat  absurde ,  puisque  :1e  logarithme  d'une  fonction  algébt^qoe  de 
/  se  trouverait  exprimé  par  une  autre  fonction  algébrique  de  cette 
même  lettre  i.  Donc  si  la  quantité  jr  est  exprimable  par  une  fonction 
transcendante  de  première  espèce  ^  cette  fonction  ne  peut  contenir 
aucun  logarithme,  mais  seulement  des  exponentielles. 

G)ntinuons  à  la  représenter  par  ^(x^  8)^  6  étant  non  plus  un  lo- 
garithme ^  mais  bien  une  exponentielle  de  la  forme  e"",  u  étant  algé-* 
brique^  et  cette  exponentielle  entrant  algébriquement  seule  ou  avec 
d'autres  dans  la  fonction  ^{x,  fl).  L'absurdité  de  l'équation  j=^(x^  fl) 
ainsi  définie  sera  facile  à  établir  :  on  en  déduit  en  effet 


dx  ee 


^^=Vx(a:,fl)+(pV(ar,  9)fltt', 


à  cause  de  -^  =  -  il  vient  d'après  cela 


<p  (j:  ,  6) 
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équation  algâirique  par  rapport  aux  exponentielles  ô,  etc.,  où  Ton 
peat  changer  d  en  ftft  (/tt  étant  nue  lettre  indéterminée) ,  ce  qui  fournit 

p{x,fS)  x' 


ou 


on  conclut  de  là  que 


Intégrant  cette  dernière  équation  et  nommant  a  la  valeur  de  d  qui 
répond  à  une  valeur  quelconque  a:  =:  6  ^  on  obtient 

<p(*,  a)(p{x,  )i*fl)  =  <p(a:,  0)  (p{b,  fm). 

Je  dîfférentie  par  rapport  à  fjL  1  equation  que  je  viens  d'écrire;  je 
fais  ensuite  f.e  s=  i  ^  et  j'ai 

9(p(6,  û)(p'6(a:,fl)=±=a(p(x,  fl)^'*(*,  a), 

équation  dans  laquelle  on  peut  (n«  9)  remplacer  8  par  une  lettre 
indéterminée  1^  ce  qui  donne 


Je  pose  pour  abréger 


fV|î(*j_«)    


m, 


et  je  multiplie  par  di  les  deux  membres  de  l'équation 

^'i{x^  0  m 

j'intègre  ensuite  par  rapport  à  /:  en  représentant  par  l'o  une   valeur 
particulière  quelconque  de  i^  j'obtiens 
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Pakqoe  la  lettre  i  est  toat<^fidt  indélenain^e^  .et  que  Téqiutiioii 
pnécédente  est  identique  par  rapport  à  cette  lettre^  rien  n'empêche 

de  faire  i  =  G  s=  a".  C'est  ainsi  que  Ton  trouve 


.  e— . 


Ainsi  notre  analyse  nous  âiit  connaître  la  seule  fonme  sous  laquelle 
une  exponentielle  e"  ou  6^  pourra  entrer  dans  l'expression  de  ^x,  8). 
Cette  exponentielle  s'y  trouve  nécessairement  en  facteur  à  tous  les 
termes  :  il  en  est  de  même  des  autres  exponentielles  e""  • . .  e^  ,  ou  si 
l'on  veut  e*', . .  .e»^  (n,..  .p  étant  des  constantes  et  p, . .  .w,  des  fonc- 
tions  algébriques  de  x),  que  Ton  regardera  comme  renfermées  dans 
cette  fonction.  D'ailleurs  en  posant  mu  -+'70^+  ...  -{-/nv  ss  t,  le 
produit  e"",6*'.  •  .e^*  sera  ^al  à  e*:  donc  la  fonction  ç  (or,  fl)  ne  peut 
être  que  de  la  forme 

(p(Xf  ô)  2=  zeff 

z  et  ^  désignant  des  fonctions  algébriques  de  x:  puisque  l'on  a 
à  la  fois  ^(ar,  0)=:jt*  et  p(x,  â)  :=zzef,  il  vient 

X*  ss:Z^, 

d'où  l'on  tire  ,  en  prenant  les  logarithmes  , 

alogâ:  —  logs  =s  <: 

or  ou  a  vu  au  n""  19  qu'une  équation  de  cette  dënlière  forme  est 
toujours  impossible.  A  la  vérité  dtiiaee  n^  19  la  fonction  t  est  sup* 
posée  ne  pas  pouvoir  se  réduire  à  une  simple  constânter  Mais  c'est  ce 
qui  a  lieu  ici,  car  si  t  était  une  constante,  le  produit  ze^  et  par  suite 
la  fonction  x*  se  trouverait  fonction  algébrique  de  ^r ,  ce  qui  n'est  pas 
(n*  i5). 

Concluons  de  cette  discussion  que ,  toutes  les  fois  que  l'exposant  a 
est  irrationnel  ou  imaginaire,  la  fonction  x*  est  transcendante  de 
seconde  espèce,  en  sorte  quon  ne  peut  espérer  de  l'exprimer  ni  par 
des  quantités  algébriques,  ni  par  des  transcendantes  de  première  espèce. 

Comme  second  exemple,  propQSons*nous  de  chercher  à  quelle  es- 
pèce appartient  la  fonction  log  log  x. 
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D'abord  il  Mt  dmr  qu'où  ne  peut  pas  avoir 

log  log  X  s=  une  Jonction  algébrique  f{x)i 
car  on  en  déduirait  par  la  difiTérentiation 

x\o%x         J  ^    -'* 

et  par  suite  logar=une  fonction  algébrique  de  or,  ce  qui  est  absurde. 
Apresent  je  dis  que  la  quantité  log  logo:  n'est  équivalente  à  aucune 
ioncdoù  transcendante  de  première  espèce^  ou  (ce  qui  revient  au 
même)  je  dis  qu'on  ne  peut  pas  avoii'  log  log  x  s=s  une  fonction 
algébrique  de x^  d'une  ou  de  plusieurs  exponoitielles  de  la  formée*, 
et  d'un  on  de  plusieurs  logarithmes  de  la  forme  log  n ,  u  étant  algé* 
.  brique  en  x. 

Car  si  une  telle  équation  est  possible,  nommons  6  ou  e"  une 
des  exponentielles  que  Ton  suppose  contenues  dans  son  second  mem- 
bre,  et  pour  mettre  0  en  évidence  posons  simplement 

log  log  jc  =  (p{x,  fl), 

la  fonction  ^  étant  algébrique  par  rapport  à  0  et  contenant  en  outre, 
algébriquement  aussi,  des  exponentielles  et  des  logarithmes  dont  il  est 
inutile  de  fiiire  mention.  Nous  supposerons  (ce  qui  est  permis)  le 
nombre  des  exponentielles  renfermées  dans  la  fonction  tp  réduit  à 
son  minimum,  et  dès-lors  il  ne  pourra  exister  entre  ces  exponen- 
tielles, la  variable  ^,  et  des  logarithmes  de  première  espèce^  aucune 
équation  algébrique,  à  moins  que  cette  équation  ne  soit  identique. 
On  produira  une  équation  du  genre  de  celle  dont  nous  venons  de 
parler,  en  différentiant  l'égalité 

log  log  j:  =  (p(ar,  fl), 
ce  qui  donnera 

Daos  oeUe  dernière  éqoation  qai  doit  dbe.ideiitiqiM,  «m  pourra 
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donc  remplacer  6  par  /iB,  fi  étant  une  lettre  indëtennitiee  :  il  viendra 


ainsi 


d'où  l'on  conclut  aisément 

le  signe  d  indique  une  différentielle  totale  prise  par  rapport  à  jc 
et  par  rapport  à  6  qui  est  fonction  de  x.  Intégrant  donc  et  détenni* 
nant  la  constante  arbitraire  à  l'aide  d'une  valeur  particulière  x=:6, 
à  laquelle  répond  fis: a,  on  aura 

(p{x,    ixB)  =  (p{x,  fl)  +  (p(6,    fM)  —  <p(6,  a), 

équation  de  laquelle  je  déduis,  en  différentiant  par  rapport  à  ytc,  et 
posant  ensuite  fi:=:  i, 

h'ê  (j:,  ô)  =  a(pa'{b,  a). 

Ici ,  puisque  l'équation  est  algébrique  par  rapport  à  9  et  aux  autres 
transcendantes  contenues  dans  la  fonction  ^ ,  je  puis  remplacer  6  par 
une  variable  indépendante  L  J'obtiens  de  la  sorte 

^i{x,  lyzi  =:  2 , 

d'où  je  conclus,  en  intégrant  par  rapport  à  /  et  représentant  par  i.  une 
valeur  particulière  de  i , 

(p(x,  i)=sa(p'^(b,  a)(logî  — logio)  +  <p(a:,  «•)• 

or,  si  la  dérivée  ç\{b,  a)  n'est  pas  nulle,  cette  équation  est  absurde, 
puisqu'elle  fournit  pour  log  £  une  valeur  algébrique  en  i,  et  si  l'on 
suppose  ^'«  (b ,  a)  =  o ,  elle  donne 

(p(x,  i)  s=  (p(x,  i;), 

c  est-à-dire  que  la  quantité  ç  (x,  i)  est  indépendante  de  i  :  donc  l'ex- 
ponentielle 6  n'entre  pas  dans  la  quantité  ^(x,6),  d'où  résulte  im- 
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médiatement  que  cette  quantité  ne  peut  renfermer  aucune  exponen- 
tielle. 

Si  donc  la  valeur  de  log  log  x  est  exprimable  par  une  transcen- 
dante de  première  espèce ,  elle  ne  pourra  contenir  que  des  loga- 
rithmes et  point  d'exponentielles.  Soit  6=slogi^  Fun  de  ces  lo- 
garithmes, u  étant  algébrique.  Pour  mettre  9  en  évidence ,  nous 
écrirons  simplement  suivant  notre  usage 

log  log  a:  =  (p{x,  6), 

la  fonction  ^  étant  algébrique  par  rapport  à  6. 

Les  logarithmes  qui  entrent  dans  cette  fonction  ç  ou  portent  sur 
k  simple  variable  x  et  sont  de  la  forme  logx,  ou  portent  sur  des 
quantités  algébriques  différentes  de  j?.  Rien  ne  m'empêche  de  suppo- 
ser le  nombre  de  ces  derniers  réduit  à  son  minimum ,  et  dès-lors  il 
ne  pourra  exister  aucune  relation  algébrique  entre  eux  et  les  deux 
quantités  a:  et  logj:.  On  s'en  convaincra  aisément  par  un  raisonne- 
ment analogue  à  celui  du  n*  9.  Reprenens  donc  Téquation .... 
log  log  or  =  (p  (a:,  9) y  et  supposons  que  8  soit  différent  de  log  x.  En 
différentiant  cette  équation,  j'en  obtiens  une  autre,  savoir 


^^  =  ç',(^,6)-t-<p's(x,fl)îi, 


W 


laquelle  est  algébrique  par  rapport  à  x,  log  j:,  6  et  par  rapport  aux 
autres  transcendantes  contenues  dans  la  fonction  ^,  ce  qui  me  permet 
de  changer,  quel  que  soit  /x,  8  en  ^  +  â>  et  me  donne 

J'égale  ces  deux  valeurs  de  ^^      ,  et  j'obtiens 

Multipliant  les  deux  membres  par  dx,  et  intégrant  dans  Th^rpothèse 
que  pour  x=6  on  a  dsa»  je  trouve 

Tome  II.  —  BUa»  1837.  i4 
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Je  différentîe  cette  équation  par  rapport  à  /et  et  je  pose  /Ltav  o  apred 
la  diffërentiation  :  j'ai  ainsi 

relation  algébrique  par  rapport  à  logo:^  6,  et  où  je  puis  remplacer 

0  par  une  lettre  indéterminée  L  Multipliant  donc  par  di  et  intégrant 
par  rapport  à  /  Téquation  nouvelle 

à  laquelle  ce  raisonnement  conduit,  puis  désignant  par  4  une  valeur 
particulière  quelconque  de  i,  je  trouve 

Dans  la  fonction  p  {x,  i)  la  quantité  i  entre  donc  sous  forme  linéaire 
et  avec  un  coefficient  indépendant  de  œ.  Dans  la  fonction  ^(or,  6)  la 
quantité  6  entrera  donc  aussi  sous  forme  linéaire  avec  un  coefficient 
constant:  dès-lors  si  nous  désignons  par  log 2/ y  log^>«  •  •logiv,  les 
logarithmes  autres  que  log  x  entrant  dans  <p{x  ,B)  et  par  A ,  B, . . .  C 
des  constantes ,  la  valeur  de  ^  (a:  ^  6)  ou  log  log  or  ne  pourra  être  que 
de  la  forme 

log  logjc  =  A  log  2/  -f-  B  log  sf  -f-. . .  +  C  logTv  H-  *  (j:  ,  log  x)^ 

'^{Xf  logx)  étant  une  certaine  fonction  algébrique  de  x  et  log  x. 
Pour  abréger  je  pose  log  a:  s=  Ç  :  il  vient 

log C  =B  AlogK  -f-  Blog  t»  H-. . .4-  C logtv  +  •*{x,  Ç) , 
d'où  je  dédais,  en  différentiant  et  observant  que  cù^=±—  , 


i=^  +  ?^+...+  ^+*',(:r,  OH-in(^,C)' 
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pr  si  cette  équation  n'est  pas  identique  par  rapport  à  ^  elle  est  ab- 
surde, puisqu'elle  fournirait  alors  pour  Ç  ou  log  x  une  valeur  algé- 
brique en  X.  Si  au  contraire  elle  est  identique  par  rapport  k  Z,  on 
pourra  y  changer  Ç  en  pt  +  Ç,  /^  étant  une  lettre  indéterminée,  in- 
dépendante de  x,  et  l'on  aura 


Je  multiplie  les  deux  membres  de  cette  équation  par  dx,  après  quoi 
j'intègre  par  rapport  à  a*  :  je  trouve  ainsi  un  résultat  de  la  forme 

log(iu  +  0  =  Alog^^  +  Blog^+...+  Clog^^ 

+  *(^,  Jt  +  O— *(*>  /^  +  «)-Hlog(f*  +  a), 

b  désignant  une  valeur  particulière  quelconque  de  x^  et  a^  Uo,  i^of-H^o 
étant  les  valeurs  de  Ç,  u,  i^,. .  .w,  pour  xsn^b. 

Maintenant  je  difierentie  par  rapport  à  )x  l'équation  que  je  viens 
d'écrire,  et  posant  /t  ss  o,  après  la  differentiation ,  j'obtiens 

i=:i^c(ar,  0 --*'.(*,  «)  +  ^, 

équation  algébrique  entre  j?  et  Ç,  qui  doit  être  identique  en  ^  et  où 
Ton  peut  par  conséquent  remplacer  Ç  par  une  lettre  indéterminée  i. 
Mais  réquation 

sur  laquelle  je  tombe  par  le  changement  de  21*  en  i,  étant  multipliée 
par  di  et  intégrée  par  rapport  à  i,  me  conduit  à  une  autre  équation 

dans  laquelle  i.  est  une  valeur  particulière  de  i,et  qui  doit  être  re- 
gardée comme  absurde,  puisqu'elle  fournit  pour  logt  une  valeur 

.4.. 
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algébrique  en  i.  Donc  quoi  qu'on  £isse^  on  est  conduit  à  une  absurdité 
en  regardant  la  transcendante  log  logo:  comme  réductible  à  la  pre* 
niière  espèce ,  ce  qu'il  fallait  démontrer. 

Étant  donnée  une  fonction  finie  explicite,  quelconque  y*  (jc),  si  1  on 
veut  décider  d'une  manière  certaine  à  quelle  espèee  cette  fonction 
appartient,  il  faudra  évidemment  faire  usage  d'une  méthode  semblable 
à  celle  que  nous  venons  d'employer  pour  les  fonctions  particulières 
X*,  log  log  X.  Cette  méthode  est  fondée  sur  un  principe  général  :  néan- 
moins,  dans  la  pratique,  il  restera  à  vaincre  les  difficultés  propres  à 
chaque  exemple.  Au  reste  on  trouvera  là-dessus  de  nouveaux  détails 
dans  le  paragraphe  suivant. 

(  La  suite  à  un  autre  cahier.) 
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V»V.V\^»»VVV\1IWV%M^%V^<MW<W  .%»<^%VMMW>WV\»M»VW%i»^^ft^VWWV»VW»^^^ 


Sur  le  développement  de  (x  —  olxz  4-  z^) 
Par  MH.  IVORY  et  JAGOBI. 


a  , 


On  a  souvent  besoin  de  développer  (i-^xjs+^O  ^  ^^  ^^^  ^^^^^  ^^^ 
donnée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  js,  série  dont  le  ternie 
général  peut  être  représenté  par  X.z*  i  jr  et  z  sont  deux  variables 
comprises  entre  —  i  et  + 1-  Or  M.  Ivory  (dans  les  Transactions  phi" 
lasophiques  )  et  ensuite  M.  Jacobi  ont  dms  depuis  long-temps  la  valeur 
de  X.  sous  cette  forme  très  simple 


(0 


x.= 


1 .2.3. .,./!. a"*  é/r» 


C'est  dans  le  journal  de  M.  Crelle  (tome  II  f  page  aaS)  que  se  trouve 
le  mémoire  de  M.  Jacobi  ;  mais  comme  cet  excellent  recueil  est  malheu- 
reusement peu  répandu  en  France ,  nous  piensons  faire  plaisir  à  nos 
lecteurs  en  transcrivant  ici  la  démonstration  de  la  formule  (i). 

D'après  la  formule  de  Lagrange,   en   résolvant  l'équation 

jr  ^^xssszt  (j)  par  rapport  kjr,  on  sl 

d'où  résulte 

Appliquons  la  formule  (2)  au  cas  particulier  où  F  (jr)  =:  l(^*—  x)  : 
l'équation  dont  jr  dépend  devient  alors  j^— a:s=  -(^•—  i),  et  l'on 
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ea  déduit  i  — 2/  =  V  i  — 2j:z  H-j5%  puis  ^=  (i  — 2j:zH-  z*)~'  ; 
en  vertu  de  la  formule  {of,  on  a  donc 

et  par  conséquent 

^'  "^  1.2.3...  n.2»'  €ir»         ' 

C.  Q.  F.  D, 

Au  reste,  la  formule  (i)  étant  donnée,  on  peut  en  démontrer 
l'exactitude  de  plusieurs  manières ,  et  par  exemple  en  faisant  usage 
de  la  relation  connue   nX»  —  (a« —  i)jcX.-.,  H-  (/»—  0 X^^  =  o. 

D'après  la  forme  de  la  fonction  X» ,    les  intégrales. 

fS^dx,  /dx/Xndxp, .  .f^XncLc'',  dans  lesquelles  on  prend  toujours 
—  I  pour  limite  inférieure  et^r  pour  limite  supérieure ,  s'évanouissent 
toutes  si  l'on  pose  après  l'intégration  ar=  i.  Cela  étant ,  soit  j^  une 
fonction  de  x  telle  que  jr  et  ses  dérivées  ne  deviennent  pas  infinies 
loi^ue  X  croit  depuis  —  i  jusqu'à  + 1.  En  intégrant  plusieurs  fois 
par  parties,  on  trouve 


f:>^^=r:;:thr^.-r.>-'^y-S 


•dx 


équation  dont  le  second  membre  se  réduit  à  zéro,  lorsque  jr  est  un 
polynôme  entier  de  degré  inférieur  à  n  :  si  l'on  fait  en  particulier 
jrssz\n,    m  étant ^< 71,  on  tombe  sur  la  formule    bien    connue 


/ 


—  1 


X»X„£2r  =3:  o:    en  posant  ^  =  Xn,  on  a  au   contraire, 
Xldx  =  — 7—. 

"  2W  +  1 
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%VWM«  ^»W»»»WWWWM|<WWWW»^VMW»W»<W»W^»<»<»<<»W»»WM»»^W»Mft<»^<W^^»<»%«VM<^^ 


Sur  la  sommation  dune  série; 


Par  J.  LIOUTILLE. 


En  représentant  par  Xo+XiZ  +  elc.  ou  par   2X„z"  le  develop- 

pement  de  (i  —  aorz+z*)  '*,  on  sait  que  Xo=  i  et  qu'en  general  X„ 
est  une  fonction  entière  de  œ  de  degré  n  :  de  plus  ^  si  m  est  différent 
de  n^  on  a  les  deux  formules  connues 


r^'XJi^  =  o ,     J^'X^dx  ss= 


271+1* 


Soit  Y(ar)  une  fonction  entière  de  x  de  degré  n  :  "i'Çx)  peut  toujours 
se  mettre  sous  la  forme  A^XoH-. .  .H-A,_,Xfl-.,4-A„X„,  A©. . .  A„_„  A» 
étant  des  constantes  :  cela  est  évident  lorsque  'i^(«r)  se  réduit  à  une 
constante  A^,  puisque  dans  ce  cas  '^(x^ss^A^'S^:  il  suffit  donc  de 
prouver  que  si  le  théorème  énoncé  est  exact  pour  les  fonctions  de 
degré  (/i*—  i),  il  aura  lieu  pour  celles  de  degré  n  :  or  en  prenant  A. 
tel  que  les  coefficients  de  x*  soient  égaux  dans  '1r{x)  et  dans  A„X„ , 
'^(x) —  AnXn  n'étant  plus  de  degré  (n —  i),  devient  réductible  à  la 
forme  A«_,X„_,  +. . . .+  AoX© ,  d'où  résulte  "f^x)  =  AoX^  +  etc. 
En  particulier^  on  peut  mettre  sous  la  forme  citée  A0X0  +  . .  .  +  A„X„ 
une  puissance  quelconque  af". 
Maintenant  soit  proposé  de  trouver  la  valeur  F(^)  de  la  série 

9 

dans  laquelle  n  est  successivement  o ,  i  ^  3  ^   5 , ...  :  la  variable  x 
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reste  comprise  entre  —  i  et  •+•  i ,  et  f{x)  est  une  fonction  arbitraire 
de  X  qui  ne  devient  jamais  infinie.  Multiplions  par  X„d!r  et  intégrons 
de  x=z^^i  à  xzsz^i  les  deux  membres  de  l'équation  (i):  cette 
intégration  fera  disparaître  tous  les  termes  du  second  membre  à  Tex- 
c  eption  d'unseul,  et  Ton  trouvera 

/*'[F(a:)-/(x)]X.«/a:  =  o: 

en  multipliant  l'intégrale  précédente  par  une  constante  A, ,  il  vient 
y^'  [F(a:)  -  f(x)]  kjijx  =  o  : 

n  étant  quelconque  dans  cette  équation ,  on  en  tire  sans  peine 

f^y{x)  -  /(a:)]  (A„X.4-r  •  •+  A,X,)rfx  =  o  , 
et  par  conséquent 

y  *'[F(ar)  —  f{x)]  x^dx  =  o  , 

d'où  par  un  lemme  démontré  (page  i  de  ce  volume),  on  conclut 
F(jc)  s=  /(r) ,  résultat  auquel  les  géomètres  sont  arrivés  depuis  long^ 
temps  par  d'autres  méthodes  moins  simples  ou  moins  rigoureuses  que 
la  nôtre.  De  plus,  si  Ton  désigne  piar  0*  la  somme  des  n  premiers 
termes  de  la  série  (i),  on  peut  prouver  que  la  difiërence  f{x) — ^ 
change  de  signe  au  moins  n  fois  lorsque  x  croit  de  —  i  à  +i. 
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MÉMOIRE 

SOU 

Une  méthode  générale  dévaluer  le  travail  dû  au  frottement , 
entre  les  pièces  des  machines  qui  se  meuvent  ensemble  j 
en  se  pressant  mutuellement.  —  application  aux  engre- 
nages  cylindriques  j  coniques^  et  à  la  vis  sans  fin ^ 

Pae  M.  COMBES. 


<•< 


Lorsque  deox  corps  A  etB  semeuvenl,  en  se  pressant  matuellement 
^r  des  points  de  leurs  surfaces,  le  travail  resistant  dëveloppé  par  le 
frottement,  pendant  un  temps  infiniment  petit,  est  égal  à  l'intensité 
du  frottement  multipliée  par  l'étendue  du  glissement  des  deux  sur- 
£ioes  l'nne  sur  l'antre ,  pendant  ce  même  temps.  Or  l'étendue  du 
glissement  ne  sera  point  changée,  si  Fou  ajoute  au  mouvement  eflfectif 
des  deux  corps  A  et  B,  on  mouvement  commun  de  translation  dans 
une  direction  quelconque ,  un  mouvement  de  rotation  commun  au- 
tour d'un  axe  donné ,  on  à  la  fois  un  mouvement  commun  de  transla- 
tion et  de  rotation.  Ce  mouvement  commun  ajouté  aux  mouvements 
effectifs  des  deux  corps  ne  changera  point  en  effet  leur  mouvement 
relatif,  et  ne  saurait  en  conséquence  altérer  l'étendue  du  glissement. 

Cela  posé,  si  l'on  connaît  d'avance  le  mouvement  de  chacun  des 
corps  A  et  B,  comme  cela  a  lieu  généralement  pour  les  pièces  qui 
entrent  dans  la  composition  des  nuchines,  on  pourra  ajouter  an  mou* 
vement  effectif,  un  mouvement  commun  de  translation  et  de  rotation, 
égal  et  directement  opposé  à  celui  du  corps  A.  Celui-Kn  sera  ainsi  ré- 
duit à  l'immobilité.  Le  mouvement  du  corps  B,  résultant'de  son  mou- 
T«M«n.  — Atul  1837.  i5 
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veroent  effectif  et  du  mouvement  ajouté,  pourra  être  déterminé, 
d'af»rè6l«6  lokcoMiaeS'de  la  'camjsostlton  -des  naouTcments  de  trans- 
lation et  de  rotation.  Le  chemin  décrit ,  pendant  un  instant  in- 
finiment petit»  dans  ce  mouTiemeot  composé ,  par  l'élément  de  la 
surface  de  B  en  contact  «vec  la  «mpfoce  de  Â,  sera  aussi  déter- 
miné, sans  difficulté,  dès  que  le  mouvement  résultant  sera  con- 
nu :  et  il  est  évident  que  ce  cbenin  sera  l'étendue  du*  glissement 
des  deux  surfaces  lune  sur  Tautre,  dans  le  mouvement  relatif  du^ 
coiqpa  B  jm  nfpmt  à  A  coosideM  comim  inHOBûbile,.  at  far  oon^ 
séqnwt  aussi  l'éteadoe  du  glissemeot»  dam  le  mtm^mawit  «efiêc- 
tif  et  simultané  des  deux  corps  A  et  B.  C'est  par  ce  chenûn  iju'il 
faudra  multiplier  Tintensité  du  frottement,  pour  âvoir  Texpr^ss^ion 
du  travail  résistant  élémentaire  du  à  cette  force. 

Cette  méthode  est  d'une  application  facile,  générale  et  sûre ,  ainsi 
qu'on  pourra  le  voir  par  Eapflkatfian  que  cnius  en  avons  faite  au  cas 
de  l'engrenage  de  deux  roues  d'angle,  et  d'une  vis  sans  fin  avec  une 
roue.  Pour  l'appliquer,  il  faut  se  fàm^riser  avec  les  lois  de  la  corn- 
position  des  mouvements^ de  rotation.  On  sait  que  ces  lois  sont  les 
mérwB  qw,  celles  dg  h  oovÊ^omtiém  dti  Igéqqs  m  4m  oouplM^  de 
forces,  ce  qui  peut  se  démootnQr  pur  Im  notàM^ksjim  àkùfii»  de 
la  G«9pmfé(rie.  Yçkî  Xéoowm  4e8t  théorèeies  éMt  diaci»  de  nos 
lecteurs  pourfB  facileoKii^  trouver  la  â^oioastralkni. 

I  *.JSiiwc«nT9iestaatfpé  de  d^uxxpeaifnMMints^eirotatioasMmiltaiiés 
(f\.  I,  fig.  1  )  aotMirdJe  deiiK'Uefl  AB,  AC  qei  ee  reMii«bBairtf  euA,  et  ^oe 
dmlwp^m^iAu^  AA  twpectiveeMfiA^fieoperlioQaelieB  aux  Titeases 
ajagulaives  soient  pMliées.sur  ees  «ces,  à  parlar  dsi  .poiiit  A,  le  mou'* 
vepoient  réiultent  90ra  e^feettreioeot  de  miatioq  attAonr  de  l'ase  A0, 
dÂ^gpnale  du  p^mlléleigranuoefOeûAretÉanrlet  Cgoea  Ae^  Ai,  avee 
une  vitiQ^se.angMJkaiiw  pnepontiooneUe  à  it  loogMoo  àddB  eme  diago* 
nale. 

Lesd^WlEAfes  qui  se  nmeontetnt,  £)raaenl.ensemble  qoatvf  angles 
^iw  df«x  k  ckmci  :mi.|M«iem:jbs.ioDguaam  Aa>ei  A^enr  les  eôliB 
çompDe»^t,eiK^  ^ok  pn^de  eet  qaatne  Jienjlet^i^oib  êe  hfpn  tfu'^un 
oh^ac^FatfewfulMmit.plepé  debentear  lefkn  deidéu^eaw,^'eleMek 
h  ÙLW^o^v^é^mm  ï^nwttnn  de  océ  angle  ,.^Jeoerpiilouniei»  dans 
le  mévKi^na,  c^tna-dfive  de  sa  g«oci»4'aaidMile,.Mi*ikM  d^îie 
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m  sa  giuchey  autour  dé  cfiacttn  (feur.  La  i;pta1ion  du  corps  autour  de 
la  diagonale!  dbnsf  )e  mouveitiettf  rësulfant^  sera  dans  le  même  sefeis 
qfoe  la  rotation  autour^de  chacun  des  axes  primitifs ,  c*est-à-direde  ïa 
gauche  à  la  droite  ou  de  h  droite  &  ht  gauche  de  Tobservateur. 

^.  Sr  un  corps  est  anime  de  deux  mouvements  (PI.  I,  fïg.  2) sirnul la- 
nés  de  rotation  autour  de  deux  axes  parallèles  AB,  Ct>,  et  si  ces  mou-^ 
vements  sont  dans  le  même  sens ,  te  mouvement  résultant  est  une 
rotation  autour  d*un  axe  EF^  parallèle  à  chacun  des  deux  premierSi  si- 
tué dbns  le  même  plan,  et  partageant  Ja  diistance  IK  qui  les  sépare, 
en  parties  10  et  KO  inversement  proportionnelles  aux  vitesses  angu* 
laires  autour  des  axes  AB  et  CD.  La  vitesse  angulaire  autour  de  Taxe 
EF,  dans  le  mouvement  résultant ,  est  égale  à  la  somme  des  vitesses 
angulaires  autour  des  axes  primitifs  AB,  CD. 

(PI.  I,  Rg.  S).  Si  les  deux  rotations  composantes  sont  de  sens  contraire^ 
la  rotation  résultante  a  lieu  autour  d'un  axe  parallèle  a  chacun  de$ 
deox  ftxes  donnés,  situé  dans  leur  plan  et  qui  coupe  la  ligne  IK  sur 
son  prolongement  au-detà  de  l'axe,  autour  duquel  la  vitesse  angulaire 
est  la  plus  grande  :  la  vitesse  angulaire  de  la  rotation  résultante  est 
égale  à  la  dlMKrence  entre  les  vitesses  angulaires  des  rotations  compo- 
santes. ËHe  €S3t  dans  le  même  sens  que  Fa  plus  grande  de  ces  vitesses. 
Enfin  les  distances  iO  et  OK  sont  entre  elles  dans  le  rapport  inverse 
des  vitesses  angulaires  composantes  autour  des  axes  AB,  CD. 

5^  Si  tes  deux  vitesses  angulaires  autour  de  deux  axes  paraHèles 
sont  égales  et  de  sens  contraire,  elles  forment  alors  un  couple  de 
fiotati&ns.  Le  mouvement  résultant  est  un  mouvement  dé  translation , 
dans  une  directron  perpendiculaire  au  plan  commun  dés  deux  axes^^ 
arec  une  vitesse  égale  au  produit  de  ia  vitesse  angulaire,  autour 
de  chacun  des  axes  donnés ,  par  leur  distance.  Le  sens  du  mouve- 
ment de  translation  est  d'ailleurs  donné  par  le  sens  des  rotations 
composantes.  Ainsi,  si  Ton  se  représente  le  plan  des  deux  axes 
donnés  comme  horizontal,  le  mouvement  de  translation  sera  ver- 
tical ascendant,  ou  vertical  descendant,  suivant  que  la  rotation  au- 
tour de  l'un  des  axes  tendra  à  élever  au-dessus  du  plan,  pu  à  abaisser 
au-dessous  de  lui ,  les  points  situés  sur  le  second  axe. 

4^.  Une  rotation  autour  d'un  axe  peut  être  remplacée  par  une  rota* 

i5.. 
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tion  égale  et  de  même  sens  atito,ur  d*an  axe  parallèle,  et  par  uii^ 
couple  de  rotations ,  équivalent  à  une  translation  dans  une  direction 
perpendiculaire  au  plan  des  deux  axes.  Cela  permet  de  composer  en- 
semble deux  rotations  autour  d'axes  non  situes  dans  le  même  plan , 
ou.plus  généralement,^  de  composer  un  nombre  quelconque  de  rota- 
tions autour  daxes  qui  ne  se  coupent  pas,  et  de  les  réduire  à  une 
rotation  autour  d'un  axe ,  et  à  un  couple  de  rotations  équiviilent  à.  un 
mouvement  de  translation. 

Il  est  avantageux  pour  l'étude  des  machines,  de  se  rendre  ces  tfaëo«- 
rèmes  familiers  ;^et  comme  leur  démonstration  n'exige  pas  d'autres  con- 
naissances  que  celles  de  la  Géométrie  élémentaire ,  iLserait  utile  de 
les  répandre  dans  l'enseignement  inférieur,  et  de  les  placer  iula  suite 
des  lois  de  composition  des  vitesses,  ou  mouvements  de  translation. 
Nous  les  avons  appliqués  aucalcul  du  travail  résistant  développé  par  le 
frottement,  entre  des  pièces  qui  entrent  habituellement  dansJa  corn- 
(position  des  machine^.  On  pourra  comparer,  cette  méthode  à  celle 
suivie  par  les  auteurs  qui  ont  traité  le  même  sujet  avant  nous.  Voir 
(Mémoire  sur  les  engrenages,  par  MM.  Lamé  et  Clapeyron;  ^n- 
nales  des  Mines,  i^^  serio^  tome  IX,  p.  60 1. --»  Mémoire  sur  l'é- 
valuation du  travail  diL  aux  frottements  dans  les  engrenages  co- 
niques, par  M.  Coriolis  ;^ /o«ma/  de  VÉçole^  Poljrteehmque^  ca- 
hier XXV,  page  44)* 

L'évaluation  du  frottement  dans  les  engrenage  cylindriques  se 
tE^uve  aussi  dans  les  leçons  lithographiées  de  M«  Navier  pour  l'École 
des  Ponts  et  Chaussées,  et  de  M.  Poncelet  ptonr  l'JÊcole  de  Metz;  jai 
également  donné,  depuis  quatre  ans,  dans. mes. leçons  à  l'École  des 
Mines ,  le  frottement  dansjes  engrenages  CQoiqpes,  mais  par  une  mé-. 
thode  moins  simple  que  celle  que  j'expose  tians  ce.Mémoire, 


Digitized  by 


Google 


FDRfô  ET  APPLIQUÉES. 


iï5 


Frottement  dans  les  engrenages  cjUndriques. 


Çn.  I ,  fig.  4).  Soient  C  et  0  lès  traces  dès  axes  des  deux  roues  d'en-p- 
grenage  sur  le  plan  commun  des  deux  roues  : 

CA  =sR  et  OAsR^  les  rayons  des  circonférences  primitives  : 

am^  an  les  contours  de  deux  dents  appartenant  la  première  à  la 
rooe  (c),  là  seconde  à  la  roue  (o);  ces  dents ,  dans  la  position  actuelle 
déa roues,  se  touchent  le  long  de  la  génératrice  dont  la  trace  sur  le 
plan  des  roue^est  en  a. 

La  forme  des  dents  doit  être  telle  que ,  dans  le  mouyement  du  sys- 
tème y  les  points  situés  sur  les  circonférences  primitives  qui  ont  pour 
rayons  CA  et  OA  prennent  des  vitesses  égalés. 

II  suit  de  là,  que  sr  nous  d&igaonspar  u^la  vitesse  d'un  point  à  la 
circonférence  primitive  de  Tune  et  dé  l'autre  roue ,  la  vitesse  angulaire 

dé  la  roue  (c)  autoup  de  son  axe  sera  ?# -^et  la  vitesse^ngulàire  de  la  • 


roue  (o)  autour  dé  son  axe  sera  ^,. 

Le  mouvementTelatif  des  deux  roues  ne  sera  point  changé  si  nou^  ' 
imprimons  à  chacune  d'elles  un  mouvement  de  rotation  autour  d'un, 
axe  fixe,  qui  se  composera  avec  le  mouvement  de  rotation  qu'elle  pos-» 
sède  autour  de  son  axe.  Or,  si  nous  imprimons  aux  deux  roues  un 
mouvement  de  rotation  autour  de  Taxe  C>  avec  une  vitesse  angulaire 

égale  à  ^  dirigée  es  sens  contraire  du  mouvement  de  rotation  de  la 

roue  (c)  autour  de  son  axe,  celte  dernière  roue  sera  réduite  au  repos, 
et  la  roue  (o)  sera  animée  de  deuv  mouvements  de  rotation^  l'un  autour 

de  Taxe  Cavec  une  vitesse  angulaire  égfle  à  ^  et  l'autre  autour  deson» 

axe  propre  avec  une  vitesse  angulaire  égale  à  ^.   Ces  deux  mouve- 
ments sont  de  même  sens- et  se  compment  en  unseali  L^axe  autour' 
duquel  a  lieu  le  mouvement- résultant*  est  parallèle  aux  deux  axes  C  et* 
0  et  sa  trace  sur  le  plan  des  deux  roues  est  en  A ,  au  point  de  contaetu 
des  deux  circonférences  primitives  ;  car  on  a 
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La  vitesse  angulaire  autour  de  cet  axe  est  égale  à  la  somme   g"  +  ?> 

Ides  vitesses  angulaires  compQSwliei3#  Op  ^oit  <}u^  1^  mpuv^iipeiit  Ma- 
tif  de  la  roue  (o)  par  rapport  à  la  roue  (c)  rfigf^rd»  cpopme  Hvm^ 
bile,  est  un  roulement  de  la  circonfeVeoce  (o)  sur  lajqîrfoiifçreace  (c)^ 
sans  glissement /puisque  Taxe  autour  duqudi  H)ur«/e  la  QÎrqçtqféraoce 
(o)  est  toujours  au  poin;t  de  copt9^.t  des  d^x  oiixx^lfôreQAesL. 

Il  suit  de  là  que  la  nôrmide  corpm.une  eu  a  av;y:  4ewft  Qpniouiis^  0m 
et  an  qui  se  pressent  mutuellement  ^  doit  passer  »  pour  une  posijyMO 
quelconque  du  s^stèn^e  ^  par  le  point  de  cQu^t  A  àe&  circoftfarwces 
pnmitives. 

En  effet,  lorsque  la  roue  (c)  est  réduite  aa  repos.^ sfiw  qoe  le  mo«« 
vement  relatif  soit  altéré ,  Tçlémeat  a  de  la  dent  an  appartqnMt  k  la 
roue  mobile  (o)  doit  glisser  sur  le  çoatour  de  la  dent  ma  appartenant  k  la 
roue  fixe  (cj.  Or  cet  élément  a  de  la  dent  an  décrit  alors  un  arc  de 
cerele  iofiMoeat  petit  dont  le  centre  est  en  A,  et  dont  le  rayon  est  Aa. 
Aa  doit  donc  être  la  normale  commune  en  a  aipc  çqjxtpurs  des  dw^ 
dents  en  prise,  sans  quoi  elles  cesseraient  de  se  toucher,  dans  le 
BMnvem^l  relatif,  et  aussi  dans  le  mouvement  effectif  du  système. 
Nous  pouiMms  eo  outre,  connaissant  la  vitesse  angulaire  de  la  roue 
iQobile  (o)  autour  de  l'axe  instantané  A,  déterminer  quelle  sera  Té- 
taadue  du  glissement  de  l'élément  a  de  la  dent  an  sur  le  contour  de 
ladtfot  imofiobile  éi».  En  eflet,  dans  un  instant  infiniment  petit  dl, 
réléip^t  a  décrit  au  arc  d(9  cercle  ég»!  à 

Q;  +  J)*  X  Aa  =  (i   +  j^)Aa  x  udt. 

Or  si  l'on  désigne  par  dfi  l'arc  infiniment  petit  de  la  circonférence 
mobile  (o)  qui  s'appliqua  pendant  l'instant  ^  sur  un  arç  égal  de  larQicçoii- 
férence  fixe  (c)^nous  aurons  udtzsidsi  donc  l'étendue  du  glissement 
à^  Motmrs  de  deux  dents  en  pvise,  l'une  sur  Fautre,  pour  un  arc  in- 
fi^iiomt  petit  dâ  parcwiru  par  un  point  dé  la  circonférence  primitive 
deTaaeoB  de  l'autre  roue,  est  égale  à  Aa  f^+gv  j^f  expression  dans 
laquelle  Aa  est  le  rayon  vecteur  variable^  qui  va  du  point  de  contact  des 
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clrcoiifércDGCB  primiâves  bm  point  de  contact  des  dea«  dents  en  pri^. 
SidoBc  jioM  dnignansfMr  /dapremoo  mirtoelte  des  delist  centotirs  am 
et  an,  par/ \e  rapport  du  fWÂtenMot  k  la  pressien,  par  z  le  rayon 
Tecteur  variable  Aa ,  l'expression  do  travail  resistant  élémentaire  dû 
an  frottement,  pour  un  ave -redout  cbaomie  des  circonférences  primi- 
tives aura  tourné ,  sera 

fpQi  +  i)^'^ 

et  rintégrale 

exprimera  le  travail  résultant  <du  frottement  correspondant  à  Tare  S 
dont  tourne  chaonne  des  circonférences  primitives  j  depuis  le  moment 
où  deux  dents  commencent  à  se  pousser  dans  la  ligne  des  centres , 
jusquli  ce  qu'elles  se  quittent. 

Supposons  que  la  roue  (c)  conduise  la  roue  (o),  et  que  la  ré* 
sistaûce  agissant  sur  la  roue  (o)  soit  une  força  Q  af^mauttengontiel^ 
lement  à  la  circonférence  primitive.  Appelons  a  l'angle  aAT,- com- 
pris entre  la  normale  commune  Am  et  Im  tangente  commune  AT  aux 
deux  circonférences  primitives,  d  la  distance  Ai  du  point  A  au  point 
ou  la  tsngeute  ooaam»ne  en  -a  aux  Jfema  en  prise  cottpe  4a  Kgne  des 
centres  OC;  nous  aurons,  pour  déterauuer  la  prespioù  p,  réqualioA 
suivante  : 

Q  X  R'  a  /^R'cosflt  +  /p(R'—  d)sina,  (i) 

qui  exprime  que  la  force  Q,  la  pression  p  et  le  frottement  /pqui  ré- 
sulte de  cette  pression,  se  ùmt  iSquiiihre  autour  de  Paxe  fixe  0.  R' — d 
peut  être  positif,  négatif  ou  nul.  Comme  l'angle  a  demeure  toujours 
très  petite  quand  les  dents  des  roues-sont  petites»  etOQmme  le^oapport/ 
est  lui-même  une  petite  fraction,  on  .pemt|;énéralaQeienl,Qi^}îgf^  le 
dernier  terme  du  second  membre  de  TéquatioA  précédente,  et  poser' 
simpfement 

Q  X  R*  =r  pR'cosar,     d'où    p  =  -Si!. 
Celle  .^ilflprtbip  portéedimstf  1,11  piiwwMn^  Al  tnvtMféiisfant  (ix)  donmf 

9    zis 

a-    C08«* 


'/«a+r)/: 
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SI  les  contours  des  dents  sonf  de  petites  portions  d'épîcycloides  engen- 
drées par  une  circonférence  de  cercle  dont  nous  daignerons  le  rayon 
par  r^  il  est  facile  de  voir  qne  l'on  aura 


z  =s  2rsin«     et    -xi  s=  -^. 


Ces  valeurs  de  z  et  «t  étant  portées  dans  vrexpression  précédente ,  elle  | 


devient 

»s 


'Or,  quand  S  est  un  petit  arc,  on  peut  développer  log  cos  —  en  une 
série  très  convergente^  et  Ton  a 

logcos-  Œ-g;:., 

en  s'en  tenant  au  premier  terme  de  la  série,  et  négligeant  la  quatrième 

S 
puissance  et  les  puissances  supérieures  de  —  * 

L'expression  du  travail  résistant  dû  au  frottement  devient  par  la 
substitution  de  cette  valeur 


X 


î/^a+f>= 


l'arc  parcouru  par  la  circonférence  de  la  roue  (o)  correspondant  à  cette 
quantité  de  travail  étant  égal  à  S,  il  s^ensuit  que  le  frottement  donne 

lieu  au  même  travail  résistant  qu'une  force  égale  a  ^Qf^-  +  F')^' 

qui  serait  appliquée  tangentiellement  à  la  circonfiérenoe  primitive  de 
la  roue  (o).  La  valeur  du  frottement  rapporté  k  la  circonférence  de  la 
roue  primitive  augmente  donc  proportionnellement  à  Tare  S  corres- 
pondant à  une  dent  de  chaque  roue.  Si  m  est  le  nombre  de  dents  de  la 
roue  (c) ,  et  n  le  nombre  des  dents  de  la  roue  (0),  on  a 
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I      ^^     ^W 


asrR  =  mS,  ^  =  ^^5, 

d'où       ^         ^^ 

cl 


Telle  est  Texpression  dont  on  fait  usage  ordinaireoient,  ponr  repre-- 
senter  la  force  résistante  moyenne  rësnllante  du  frottement,  rapportée 
à  la  circonférence  de  la  roue  conduite.  Elle  est  généralement  trop  pe- 
tite :  mais  elle  approche  d'autant  plus  d'être  exacte  que  les  dents  sont 
plus  petites. 

Dans  le  cas  où  les  contours  des  dents  seraient  engendrés,  par  un 
cercle  d'un  rayon  infini,  roulant  sur  l'une  et  l'autre  circonférence, 
;  c'est-à-dire  où  ils  deviendraient  des  développantes  de  cercle,  le 
point  de  contact  serait  constamment  situé  sur  la  tangente  commune 
aux  deux  circonférences  primitives.  On  aurait  ot  =  o  et  z  =  s:  l'ex- 
pression 

/Qa  +  r)/;^. 

deviendrait 

c  est-à-dire  que  la  valeur  donnée  précédemment,  pour  la  force  résis- 
tante équivalente  au  frottement,  serait  rigoureusement  exacte,  dans  ce 
cas,  si  nous  n'avions  pas  négligé  d'abord  le  second  terme  du  deuxième 
membre  de  l'équation  (  i  ) . 

n  est  aisé  de  voir  que ,  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  la  valeur  exacte 
4e  la  pression  p  est 

L'expression  de  la  force  équivalente  an  frottement  est  donc  encore, 
pour  te  cas,  un  peu  trop  faible. 

Toine  IL  ^  Avul  iS}?.  i6 
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Engrenage  dune  roue  et  d'une  lanterne. 

(PI.  I,  tig.  5).  Soit  0  i'axe  de  la  laaterne,  c  le  centre,  on  la  trace  de 
Taxe  de  l'un  des  faseaux  dont  nous  repi'éseoterons  le  rayon  par  r,. 
am  le  contour  de  la  dent  qui  presse  lé  fuseau^  L/e'Iément  par  lequel 
se  toucheront  la  dent  et  le  fuseau,  doit  être  normal  au  rayon  vecteur 
Al?,  mené  au-  point  A  au  centre  €  du  fuseau  ;  amsi  cet^  element  est 
sitae  en  a.  Conservant  d'ailieur»  les  mêmes*  notiti^smque'dansfaHiele 

.- 

L'angle    a  est  la  moitié  de   l'angle  AOc;    la  corde.  .«•••... . 
tiû 70;.% 4* r SB  a$ia 7  AOa  x  K' :  on  a  donc 

z  -|-  '^  ==  aR'sin  (t.  (i) 

Si  un  arc  infiniment  petit  ds  de  la  circonférence  (0)  s'applique  sur  un 
arc  égal  de  la  circonférence  (C)  y  le  centre  c  de  la  lanterne  viendra  en 
c'  y  ccf  étant  Tare  infiniment  petit  £&,  la  corde  Ac  deviendra  Ac%  et 
si  l'on  prolonge  l'élément  ccf  suivant  la  taogpnte  .cb,  il  est  évident 
que  Ton  aura  ^js  =  Ac'  -^  Ac^s^ds  cos  Acb  ssidscoêa. 
D'où 

,  ds 

G08«* 

On  a  donc  /  — ^a=  / — —i;  et   en   substituant   à  cos*  a  sa  valeur 
J  GOflK       J  _eo$f  u' 

^  Ik''**"^'  »  ^^  *■*  l'<^«a«on  { I  ) ,  il  vient, 
La  valeur  de  cette  iûtégrale  est 
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II  est  permis  de  uagliger  le  second  terme  écrit  dans  la  parenthèse  ^^ 
d^ne  part  parce  que  sa  valeur  est  très  petite.^  quand  Z  est  lui-même 
petit  par  rapport  à  aR'— r,  et  ensuite  parce  que  l'omission  de  ce 
terme  donnera  pour  le  frottement  une  valeur  uapeu  trop' grande. 
L'expression  précédente  devient  alors 

Pour  qu'elle  «ôiiicide  avec  délie  obteiuie  dhos  ie  ca&  des  engrenage» 
é^ycloMUfiftK,  il  £aut|  en  prenant  poanJa  vâleUr  du  l^»rithmet 
le  ppeoiîer  terdae  >de  son» développemrtit  en  série,  qui  est 

négliger  au  dénominateur  (r  +  2)*  par  rapport  à  4^^^^*  ^  poser  au 
numérateur 

Z{2r  +  Z)  «  S-. 

On  comniet  ainsi  deux  erreurs,  généralémetit  dan&le  même  sens,  qui 
^minuent  Fe^tpréssion  du  frottement. 
Et  Fon  a 


*'-l»SjR^^-=,-S'- 


Je  ne  m'arréUtrai  pas  à  discuter  l'engrenage  d'une  roue  et  d'une  cré- 
maillère, qui  est  un  cas  particulier  de  l'engrenage  de  deux  roues 
planes;  je  passe  à  rengrënage  de  deux  rouies  noti  âHûées  ^ns  le 
même  plan ,  mafe  dont  lés  axes  se  liencôntréiit. 

Engrenage  de  deux  wues  et  angle. 

(PI.  I,  fig.  6).  Soient  MC  et  MO  les  detkx  a^es^qni  se  coupent  en  M: 
u  la  vitesse  que  prennent  dans  le^mouvement  du  système,  les  points 

situés  à  la  circonférence  de  l'une  et  de  l'autre  roue/R,  R'  les  rayons 

CA  et  OA  des  circonférences  primitives  : 

y  l'angle  compris  entre  les  plans  des  deux  roues;  cet  angle  y  peut 

varier  de  o  à  180®  ;  il  est  nul  quand  les  deux  roues  sont  intérieures 

16.. 
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Fane  à  Tautre;  il  est  de  180%  lorsqu'elles  sont  placées  extérieurement 
Tu  ne  à  Tautre  daos  aaméme  plan« 

fTif^p  seront  les  vitesses  angulaires  des  deux  roues  autour  de  .leurs 

axes  respectif. 
Si  Ton  imprime  aux  deux  roues  un  mouvement  de  rotation^  autour 

de  Taxe  MC ,  avec  une  vitesse  angulaire  égale  à  |r ,  et  en  sens  con- 
traire du  mouvement  de  la  roue  (c) ,  celle<*-ci  sera  réduite  au  repos. 
Le  mouvement  de  la  seconde  roue  sera  le  meuvement-  r^l- 
tant  de  sa  rotation  autour  de  son  axe  MO  et-  de  la  rotation-  an- 
tour  de  MC;  portons  sur  les  axes  MC  et  MO  deux  longueurs  Ma  et 

Mb ,  respectivement  proportionnelles  aux  vitesses  angulaires  7  >  g?  • 
La  diagonale  du  parallélogramme Maî&,  construit  sur  ces  lignes^  sera 
suivant  l'axé  autour  duquel  aura  lieu  le  mouvement  de  rotation  ré- 
sultanty  et  La  grandeur  de  cette  diagonale  sera  égale  à  la  vitesse  angu- 
laire dans  ce  mouvement;  or  il  est  clair  que  la  dijagonale  sera  suivant 
U  génératrice  MA  y  le  long  de  laquelle  se  touchent  les  deux  surfaces 
coniques^  ayant  leur  sommet  commun  en  M. et  pour  bases  les  circon« 
férences  primitives;  en  effet  les  sinus  des  angles  compris  entre  la 
diagonale,  et  les  côtés  Ma^  Mb  doivent  être  entre  eux  dans  le  rapport 

inverse  de  ces  mêmes  côtés,  c-esNa-dire  dans  le  rapport  ^^  jp  ^  "5  » 
ou  de  R  à  R'  :.  or  on  a  sin  AMC  s=  ^^ ,  sin  AMO  =  gj  :  ces  sinus 

étant  entre  eux  comme  R  estàuR^  il  en  résulte  que  la  diagonale  du 
parallélogramme,  où  Taxe  du  mouvement  de  rotation,  résultant,  est 
suivant  MA.  La  vitesse  angulaire  autour  de  cet  axe  est  égale  à  la^ 
longueur  Mi  de  la  diagonale,  c'est-à*dire  à 


\/  Ma'+  M6'—  oMa  x  M^  cos  iaU 


II»     .      Il*  att* 


^  V  R?  "^  R*         RR' 

,  / 1      ,       I  a  cosy 

—  "  V  R^  ■+"  F' fST' 

On  voit  donc  que  le  mouvement  relatif  de  la  roue  (o)  par  rapport  à 
la  roue  (c),  est  le  même  que  si  le  cône  ayant  son  /sommet  en  M  et 
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]:A)ar  base  U  eircoolerence  OA,  roulait,  ^ns  glkser^  sur  le  cône  ayant 
même  sommet  et  pour  base  la  circonférence  GA. 

U  suit  de  là  que  si  am  et  an  soat  les  contours  de  deux  dents  en 
piae  (ces  dents  sont  ici  des  portions  de  suites  coniques  attachées 
aux  deux  roues^  et  ayant  leur  sommet  eu  M,. lesquelles  se  touchent 
le  lopg  d'une  génénatrîce;  am  et  an^  représentent  dans  la  figure,  les 
directrices  de  ce» surfaces),  la  normale  commune  au  point  de  contact 
aux  deux  contours,  devra  être  perpendiculaire  à  la  génératrice  MA 
par.  laquelle  se  touchent  les  canes  ayant  pour  bases  les  cercles  primi- 
tife  des  deux  roues.  Appelant  ;s  la  longueur  de  la  perpendiculaire 
abaissée  du  point  a,  pris  au.  milieu  de  la  longueur  de  1  élément  de 
contact,  sur  MA,..rétepdue  du  glissement  de  la  dent  an  sur  la  den^ 
am  sera,  pendant  un  instant  dt,  égale  à  ^ 


^  V  F  ^  R^*  RR'      X  ^^  • 

si  ds  est  l'arc  infiniment  petit  de  la  circonférence  f o) ,  qui  s'applique 
pendant  Tinstant  dt  sur  un  arc  égal  de  la  circonférence  (c),  l'étendue 
du  glissement' correspondant  à  l'are ^jy  dont  ch~^cune  des  circonfé- - 
rences  a  tourné  dans  le  mouvement  effectif  du  système ,  sera  expri«' 
mée  par 

y  «      •       ■  a  C08  y  ^  .^    . 

V  r^  +  r»  -  lar  ^^-^^ 

p  désignant  la  pression  mutuelle  des  dents  en'  prise  Tune  sur  fâutî*fe,-. 

sera  le  ti^vail  résistant  élémentaire  développe  parle  frottement,  et 
l'intégrale 

sera  le  travail  résistant  pour  l'arc  S  parcouru  par  un  point  de  la  circon- 
férence de  l'une  ou  de  l'autre  roue,  depuis  le  moment  où  deux  dents^ 
commencent  à  se  pousaer?d«n»  le  plan  des  axes  des  roues,  jusquV:. 
ce  qu'elles  se  quittent*- 
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Soil  (PI.  1,  &g*  6àis)p  le  ppittt  de  contact  des  deux  deals,  dandle 
plan  moyen  de  la  roue  eondxute  (o).  Mb  représentant  l'axe  de  cette 
roue,' et  MA  la  génératriee  de  contact  des  c^net  primitî&,  z  est  la 
perpendictthire  ^am  abaissée  du  point  a  sur  MA.  X)r,  quand  les  dettt$ 
sont  petites ,  cette  ligne  am  ou  i&  se  confofid  sensiblement  aTee  >la 
ligne  Aa,  menée  da  point  a  au  point  de  contact  des  drconféreticeÉ 
primitives,  et  contenue  dans  le  plan  mojen  de  la  roue  (o).  En  ëfiet,  si 
nous  menons  la  ligne  akf  dans  le  plan  de  la  roue ,  perpendicnlaîre  «n 
rayon  Ao,  et  si  nous  joignons  les  points  met  ky  la  ligne  mk  sera  nue 
perpendiculaire  commune  aux  lignes  MA  et  oA:.  Appelant  e  l'^^Df^ 
compris  entre  la  ligne  A«,  et  la  tangente  commune  AT  aux  deuxtcir- 
eonfépences  priimtives ,  et  J"  le  demi-angle  au  centime  du  oône  AMe^ 
nous  aurons  les  relations     , 

am  xs  z^  =  ak  '+'  mk , 

mk  =  AA:cosJ^  =  Aasin  a  coscT  , 

aA:  sr:  Aa  cos  a. 


d'où 


et 


;a*  S5S  Aa  (ces*  a  4*  sîn*  ecos*  ^) , 


cosaAmss  ^  =  \/cos' a  H-  sin^acos^d': 

dans  l'engrenage  cylindrique,  l'angle  J'=,o,  cos./5=  i  ;  et  l'on  a 
2  ;;s  Aa,  cosAam  =  i  ;  les  deux  lignes  aA  et  am  se  confondent. 

Dans  l'engrenage  conique,  si  les  dents  sont  petites,  l'angle  a  de- 
meurera toujours  très  petit.  Son  sinus  sera  presque  nul  et  son  cosinus 
égal  à  I ,  de  sorte  que  les  lignes  am  et  aA  seront  encore  très  près  de 
se  confondre ,  et  pourront  être  prises ,  sans  erreur  sensible,  l'une  pour 
1  autre. 

Si  nous  appelons  Q  la  résistance  agissant  tangentiellement  à  la 
roue  conduite  (o),  la  valeur  appraehée  de  p ,  dans  l'hypothèse  que  z 
se  confond  avec  Aa ,  sera ,  comme  pour  l'engrenage  cylindrique , 

^=  --^,  et  l'expression  du  frottement  Sert 


/Q  V  Rî  +  R^»  ~      RR'    y  c 
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Cette  expression  coïncide  avec  celle  obtenue  pour  l'engrenage  plan 
de  deux  roues  extérieures  Tune  à  l'autre,  lorsque  l'on  y  pose  7=  180° 
et  cos  ^  =  —  I . 

Dans  le  Cas  où  les  deux  roues  sont  intérieures  l'une  à  l'autre  ^  on 
a  ^=0,  cos  j^nrï,  et  l'expression  précédente  devient 


f^\K  ~  Rv7o    COS-; 


Lorsque  les  directrices  am  et  an  des  portions  de  surfaces  coni- 
ques, formant  lès  contours  des  dents,  sont  des  courbes  engendrées  par 
une  circonférence  de  cercle  située  dans  le  plan  de  la  roue  (o),  ce  qui 
donne  pour  la  courbe  anuneépicycloïde  plane  et  pour  la  courbe  am 
une  épicycloîde  spbérique,  on  trouvera  pour  la  valeur  moyenne  du 
frottement,  considéré  comme  une  force  appliquée  à  la  circonférence^' 
primitive  de  la  roue  conduite , 


J/Q\/s= 


I  !2CO$   >  ^ 


m  ein étaàt les  nombres  de  deats  dèsdeux  roii6s,.an>a^ 


1  —    ^*'.        '  ^"^ 


et  l'expression  précédente  devient 


«/QV;i.  +  i  -  "•"■ 


m'     •     ir  mn 


Ponr  p/  SB  180*,  cmty^soi^^  1  ^  la  rësi«tattee«dxi  frattaoealiestift  plns^' 
grande.  Cest  Je  cas  de  Vengrenage  de  deux  roues  situées,  exiéfksure-** 
ment  dem  de  meniez  plan. 

Pour  ycsaoi^Êûày^ixhi  la  résisUeice^ttfrottecnent.est  làphn^peihe.' 
EQeMesth  exprimée' pars 

c'(»^  )e>MA»aà  1rs.  deiw  r^w^  woffdms  jk  vûém^  p]a«f>^ik^tmes  v^ 
«arîeiiireiMiit  Tom  MWlre^ 


Digitized  by 


Google 


1.^4  *  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Frottement  dans  la  vis  san^Jin. 

(PI.  I,  (ig.  7  et  7  bis).  Soient  0  l'axe  de  la  vis  sans  fin,  que  nous 
supposerons  vertical  : 

C  l'axe  horizontal  de  la  roue  : 

CA  =sR  le  rayon  de  la  circonférence  primitive  de  la  roue  (le  point 
de  contact  du  filet  de  la  vis  et  de  la  dent  pressée  par  ce  filet,  est  tou- 
jours situé  sur  un  point  de  la  tangente  AT  à  cette  circonférence,  pa- 
rallèle à  Taxe  de  la  vis). 

OA  z=zr\e  rayon  du  cylindre  sur  lequel  est  enveloppée  Thélice  ou 
lelément  hélicoïdal,  qui  presse  les  dents  de  la  roue  :  i  rinclinaispn 
constante  de  cette  hélice  sur  le  plan  horizontal. 

Le  filet  serpente  sur  le  noyau  de  la  vis  et  s'élève  en  tournant 
dans  le  sens  xj.  Lorsque  la  vis  entière  tourne  sur  son  axe  dans 
ce  même  sens,  le  filet  de  la  vis  presse  successivement  les  dents  de 
la  roue  de  haut  en  bas  et  fait  tourners  celle-ci  dans  le  sens^z.  La 
condition  de  ce  mouvement  est  -que  la  vitesse  d'un  point  de  la  circon- 
férence CA,  soit  à  la  vitesse  d'un  point  du  filet  situé  sur  la  cir- 
conférence OA  comme  Je  pas  de  la  vis  est  à  la  crroonféreoce  qui  a 
pour  rayon  OA.  Ainsi  en  désignant  par  u  la  vitesse  d'un  point  de 
la  circonférence  0 A  tournant  autour  de  l'axe  vertical  MO,  u  tang  i  sera 
la  vitesse  d'un  point  de  la  circonférence  CA,  tournant  autour  de 
l'axe  C.  Les  vitesses  angulaires  de  la  vis  et  de  la  roue,  autour  de  leurs 

axes,  seront  donc  respectivement  égales  à  -  et'      ^  * . 

Au  mouvement  de  rotation  de  la  roue  autour  de  l'axe  C,  nous 
pouvons  substituer  un  mouvement  de  rotation  autour  d'un  axe  paral- 
lèle OY  passant  par  le  point  0,  de  même  sens  et  avec  même  vitesse 
angulaire,  et  un  couple  de  rotations  équivalent  à  un  mouvement  de 
translation  dans  le  sens  vertical ,  qui  sera  ici  de  haut  en  bas ,  avec 
une  vitesse  égale  au  produit  de  la  distance  CO  par  la  vitesse  angu« 

laire  î^",  c'est-à-dire  à'(R  +  t)  V^. 

Si  maintenant  nous  réduisons  la  vis  au  repos,  en*  superposant 
atfx  mouvements  effectif  un  mouvement  commun  de  rotation  au- 
^tour  de  l'axe  vertical  de  la  vis ,  avec  une  Vitesse  angulaire  égale  €|^ 
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de  sens  cootraire  à  celle  -  que  la  vis  po8sède>  le  mouvement  de  la 

roue  se  composera: 

I®.  Du  mouvement  de  translation  de  haut  en  bas,  avec  une  vitesse 

égaleà(R  +  r)iîii^,. 

2"".  D'un  mouvement  de  rotation  autour  de  Taxe  horizontal  OY 

avec  xme  vitesse  angulaire       ^■-  ,  et  dans  lequel  le  corps  tournera 

de  Taxe  OZ  vers  Taxe  OX  ; 

3*.  D'un  mouvement  de  rotation  autour  de  l'axe  vertical  OZ  avec 

une  vitesse  angulaire  égale  à  -  ,  dans  lequel  le  corps   tournera  en 

sens  contraire  du  mouvement  effectif  de  la  vis,  c'est-à-dire  de  OY 
vers  OX. 

Cela  posé,  soit  a,  dans  la  projection  verticale,  la  situation  actuelle 
du  point  de  contact  du  filet  de  la  vis  et  d'une  dent  de  la  roue.  Ce 
point  est  sur  la  verticale  AT  et  se  projette  horizontalement  en  A.  Me- 
nons la  ligne  aO,  la  ligne  mn  perpendiculaire  à  aO,  contenue  dans  le 
plan,  passant  par  l'axe  de  la  vis  et  perpendiculaire  à  l'axe  de  la  roue , 
enfin  la  tangente  AU,  projection  de  la  tangente  en  a  à  la  circonférence 
que  décrirait  le  point  a  s'il  tournait  autour  de  l'axe  MOZ.  Posons 
aOsssz,  l'angle  aOA=  oc. 

La  vitesse  du  point  a  due  à  la  rotation  autour  de  l'axe  oY  est  dirigée 
suivant  am ,  et  égale  à 

Elle  a  pour  composante  horizontale  suivant  ao' 

u  tang  I 

^^   gsina, 

pour  composante  verticale  dirigée  de  bas  en  haut,  suivant  aT 

u  tangi 

— g^  JSCOS«. 

4 

M  vitesse  du  point  a  due  à  la  rotation  autour  de  Taxe  vertical  OZ  est 

Tomf  II.  —  Aywl  18)7.  17 
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égale  à  ~  X  ^lo'  =  tt.  Sa  projectioa  horizontale  est  svtraDt  la  tan- 
gente AU. 

La  vitesse  verticale  du  point  a  de  haut  en  hsA  due  au  mouvement 

de  translation  est  (R+0  ^'*  Ainsi,  les  composantes  parall^es  anx 
trois  axes  OX,  OY  et OZ  de  la  vitesse  d«  point «sootr 

Suivant  OX u  -|^  ^sina , 

Suivant  OY • .         u 

Suivant  OZ.......        ^  tangî  (R-f-r  —  zcosa). 

Cette  dernière  composante  est  dirigée  de  haut  en  bas.  La  vitesse  du 
point  a^  dans  le  mouvement  relatif  du  filet  de  la  vis  et  de  la  dent  de 
la  roue,  est  donc 

MV/i+î^'[(R  +  r)*+z*  — a(R  +  r)zcosa]. 

Si  ds  désigne  Tare  infiniment  petit  que  décrit,  dans  le  mouvement 
effectif  du  système,  pendant  un  instant  <&,  un  point  de  la  circonfé- 
rence qui  a  pour  rayon  CA,  on  aura  d!f  =  2i  tang  idt  et 

i^t  ^i  +  "^[{^  +  ry'{'Z^^  a  (R  +  r)z  cosa] 

sera  l'étendue  du  glisscnept  du  poiol  ^  de  la  itmc  sur  le  filet  de  la  vis 
correspondant  à  l'arc  infiniment  petit  ds. 

Si  nous  désignons  par  p  la  pvession  mutuelle  du  filet  de  la  vis  et  de 
la  dent  de  la  roue  » 

sera  l'expression  du  travail  résistant  dû  au  frottement,  pour  l'arc  S  dont 
tourne  la  circonfiorence  Cà,  depuis  le  moment  où  le  filet  de  la  vis 
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vient  appuyer  sur  une  dent  de  la  roue,  jusque  ce  l]u'il  cesse  de  la 
presser,  ce  qui  arrive,  quand  le  point  de  contact  mutuel  est  sur  la 
ligne  cor 

Il  est  d'ailleurs  facile  de  voir  que  l'on  a 

zcos«==r,     z^srsr'  +  j", 

on  a,  pour  déterminer p,  Téqualion 

QR  =  pcosî  X  R,      d'où    p  =  ^., 

en  désignant  par  Q  la  résistance  appliquée  à  la  roue  rapportée  à  l'ex- 
trémité du  rayon  CA,  et  négligeant,  dans  cette  relation,  l'effet  du 
frottement,  ce  qui  est  permis,  lorsque  i  est  un  petit  angle. 

Effectuant  ces  substitutions  et  les  réductions  possibles^  le  travail  du 
frottement  devient 


•^    COS  ij  o    ^  «in**  R' 


On  sait  intégrer  rex|^«auon  précédente ,  maïs  le  résultat  se  présente 
sous  une  forme  trop  compliquée,  pour  être  de  quelque  usage  dans  la 
pratique.  D'ailleurs  on  peut  remarquer  que  i  est  en  général  un  petit 

I  •  s* 

angle,  et  que  par  conséquent  -r-^.  est  très  grand,  tandis  que  g^,  est 

une  petite  fraction ,  quand  la  roue  a  un  grand  nombre  de  dents^,  de 

telle  sorte  que  ^  est  négligeable  par  rapport  à  -7-7-..  On  peut  même, 

d'après  un  théorème  donné  parM*  Poncelet,  déterminer  dans  cha- 
que cas  la  limite  de  l'erreiir  comifuse.  Supposons  par  exemple,  que 
sin  i  soit  égal  à  §;  supposons  en  même  temps  que  le  nombre  des 
dents  de    la   roue,  soit  égal   à   ao.    On   aura    aoSssa^'R;    d'où 

^  =s  —  =  0.34*  ^>^si  le  rapport  de  ^  &  -^.  sera  égal  à  ^7^=^0.1 1. 
R        ao  ^  '^'^  R      sini  ^  3 

Comme  S  est  la  plus  grande  valeur  de  Tare  variable  5,  le  rapport  de 
^  a  ^.  sera  constamment  inférieur  à  o.  1 1  ;  or,  d'après  le  théorème 

cité  de  M.  Poocdet,  un  radical  de  la  forme  VP^  +  Q*  a  p(^T  ex- 

17.. 
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pression  linéaire  approchée 


2 


I   +  COê  - 
2 


(PcosJ  +  Qsinf), 


p  désignant  l'angle  dont  la  tangente  est  égale  à  la  valeur  maximum 
que  puisse  avoir  le  rapport  ^.  La  limite  de  l'erreur  commise^  en  subs- 
tituant l'expression  linéaire  ci-*de8sus  au  radical ,  est  exprimée  par  le 

I  —  CO»  - 

radical  multiplié  par  la  fraction • 

I  4-  cos  - 

2 

Posant  donc  P  s=  -: — -. ,  Q  =  g ,  tang  ^  =  o.  1 1  :    il  vient  pour  la 
valeur  de  v/^+|., 

et  cette  valeur  est  approchée  à  — ^  près.  Substituant  au  radical  la 

valeur  approchée  sous  le  signe  f,  le  travail  résistant  du  frottement 
sera 

COS  I  \  sm  i        '  an/ 

la  valeur  moyenne  de  la  force  équivalente  au  frottement ,  rapportée 
à  la  circonférence  primitive  .de  la  roue ,  sera  donc 

COS  c  \  sini  '         211/ 

Si  m  désigne  le  nombre  des  dents  de  la  roue,  ^  s=  —,  et  cette  expres- 
sion devient 

M  (^.:m  +  0.055  ^Y 

CCS     \smi      «^  w-'-'  ^y 
Si  m=  2o,  on  aura  o.o55  —  =  o.oo86,  tandis  que   ^^  se  ra 


Digitized  by 


Google 


FURES  ET  APPLIQUÉES.  1^9 

égal    à     3  9    en  supposant    que   sin  i  =  ^.  En    négligeant    donc 

o.o55  -^  par  rapport  k^^SSS    Terreur  commise  sera  moins  de  ■^. 

On  voit  que,  généralement^  il  sera  permis  d'adopter  pour  la  valeur 
moyenne  de  la  force  équivalente  au  frottement  y  rapportée  à  la  cir- 
conférence primitive  de  la  roue , 

Vm^%    oâ  <ninpleme>t    .4^,.  =  -2^.. 

8in  I  COS  I  '^  srnicos  ^  sin  ai 

Lorsque  l'inclinaison  i  de  l'élément  hélicoïdal,  qui  presse  la  dent 
de  la  roue  est  considérable,  la  valeur  p  =  --^.   n'est   pas  suffisam- 

*  COS  *  * 

ment  approchée.  11  faut  alors ,  dans  Tequation  d'équilibre  de  la  roue, 
tenir  compte  de  la  force  produite  par  le  frottement  du  filet  et  de  la 
dent ,  ce  qui  donne 

Q  X  R  =  (jpcosî  — //>sin£)R, 
d'où 

'^  G08  i  —  jun  l 

Cette  valeur  de  p  substituée  à— ^,  dans  les  calculs  précédents,  don- 
nera pour  l'expression  de  la  r^istance  moyenne  du  frottement  rap- 
portée à  la  circonférence  de  la  roue  dont  le  rayon  est  R , 


COS 


I  — y  sm  i  vin  i    '      my 


tt  et  T  sont  des  coefficients  numériques  que  l'on  déterminera  par  le 
théorème  de  M.  Poncelet. 
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NOTE 

Sur  une  manière  simple  de  calculer  la  pression  produite 
contre  les  parois  ^un  canal  dans,  lequel  se  meut  un 
fluide  incompressible; 

Pae  g.  goriolis. 


Les  sections  d'un  canal  ou  filet  fluide  variant  assez  peu  pour  qu'on 
puisse  admettre  le  parallélisme  des  tranches,  c'est-à-dire  pour  qu'on 
puisse  supposer  que  les  vitesses  dans  une  même  seQ|ion  sont  parallèles 
à  la  tangente  à  la  courbe  qu'on  prend  pour  axe,  on  peut  dans  cette 
hypothèse  exprimer  très  simplement  la  pression  totale  supportée  dans 
un  certain  sens  par  les  parois  qui  forment  le  canal  :  il  suffit  pour  cela 
de  connaître  seulement  les  intensités  et  les  directions  des  vitesses  dans 
les  deux  sections  extrêmes  qui  terminent  la  masse  fluide. 

Si  X ,  Y,  Z  sont  les  composantes ,  dans  le  sens  des  trois  axes  coor- 
donnés, des  forces  accélératrices  auxquelles  le  fluide  est  soumis,  on 
sait  qu'en  désignant  parp  le  poids  d'une  tranche  de  fluide  (les  forces 
produites  contre  les  parois  par  cette  tranche  étant  représentées  par 
E 9  F,  G,  dans  le  sens  des  axes  Coordonnés)  on  aura 

En  prenant  le  poids  du  mètre  cube  d'eau  pour  unité  et  désignant 
par  «  la-section  dans  le  filet  faite  perpendiculairement  à  son  axe  et  par 
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ds  la  diffiirendeUe  de  k  longueur  de  cet  axe ,  ou  a 

p  ss  eids. 

La  somme  des  pressions  produites  sur  les  parois  dans  le  sens  de 
Taxe  des  x  pour  toute  l'étendue  du  canal,  entre  les  limites  s.  et  s^  de 
la  longueur  de  Taxe,  étant  désignée  par  £ ,  on  aura 


E 


/•il      tiiis  p'f  mds    cTz 

i.  X7  ~J s.   7*5? 


Si  Ton  désigne  par  u  la  vitesse  de  la  tranche  oùds  et  par  a  l'angle  que 
fait  l'élément  ds  de  Kaxe  du  canal  avec  Taxe  des  or ,  on  a ,  en  vertu  de 
ce  que  u  est  xrae  fonction  de  ^  et  de  ^f , 

d^x  ^  d  {u cos #)  </(tfcos#) 

dF  ~       5         f""~S      • 

Ainsi 

^^  J s.      g      '  J So  Ig^     dT         J u»  "r       ^     ' 

cos  a  étant  indépendant  de  ^,  on  a 

mds  d(u  cos  et)  ï      j   ^   «^        d^  If  du 

g  dl  g  dt         g  di 

En  vertu  de  l'incompressibilité  du  fluide,  œu  est  constant  ^ans  l'é- 
tendue du  canal;  en  désignant  par  u^  et  â?.  les  valeurs  de  ces  va- 
riables k  l'origine  du  canal,  il  vient  donc 

uni   PS   àà^Umf 

et 

du  du^ 

Introduisant  ces  relations  dans  les  formules  ci-dessus  pour  intœrer 
dans  toute  l'étendue  du  canal  et  dénotant  par  les  indices  i  et  o  les 
valeurs  des  variables  pour  les  deux  extrémités  du  canal,  on  aura 

E=y^^  X— —  j.-^.(a:.— Xo)— -^[tt.cosa.— tt^cosaj. 
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Dans  les  applications  ^  la  force  X  ne  sera  qae  la  composante  de  la 
gravité,  de  sorte  qu'en  désignant  par  P  le  poids  total  du  fluide  entre 
les  extrémités  du  filet  et  par  a  l'angle  que  fait  Taxe  des  x  avec  la  ver- 
ticale y  on  aura 


g^    ■       'J  dt^  g  •        g 


E=P  cosa  —  ^  (a?.--/i.)  ^'^  î^'cos  «, — ^  «.  cos«. , 


Si  le  mouvement  est  permanent,  c'est-à-dire  si  les  vitesses  ne  varient 
pas  avec  le  temps ,  on  aura  -^  =  o,  et  E  se  réduira  à 

E  =  Pcosa  4- î^' cos  «e.  — '-îîîs  i*.  cos  «.. 

Ainsi  l'effort  total  E  ne  dépend  nullement  de  la  forme  du  filet. 

Si  l'on  prend  l'axe  des  x  dans  un  sens  perpendiculaire  à  la  vitesse  i^., 
c'est-à-dire  si  Ton  veut  la  pression  sur  les  parois  dans  un  sens  perpen- 
diculaire i  la  vitesse  de  sortie,  on  aura  cosa.  =0  :  il  en  résultera 

E  =  Pcosa-|-î^*cos«o--.%.(x.  — or,), 
et  pour  le  cas  de  permanence  n 

E  =  P  cosaH-Î2Îiâ  cos«a- 

Ces  formules  ont  été  données  par  Euler  et  reproduites  par  M*  Navier. 
On  compliquait  inutilement  leur  démonstration  par  l'introduction  de 
la  force  centrifuge  et  de  la  force  tangentîelle. 

On  voit  qu'il  suffit  de  composer  le  terme  ^  eu  ses  deux  dérivées 

partielles. 
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Sur  la  mesure  de  la  surface  convexe  dun  prisme  ou  d'un 

cylindre  tronqué; 

Pân  M.  Pw  BRETON, 

ttère  ittgémeor  des  PoiitfP-et*£b«iiii^. 


La  atnrfkce  eonyexe  d'un  prisme  pu  d'un  cyl|udre  terwîné  par  deux 
plans  non  parallMes  a  poor  mesure  le  produit  de  la  hngueur  de  Ui 
section  droite  par  la  parallèle  aux  arêtes  qui  pasfê  par  le  eentrs  de 
gravité  du  contour  de  cette  section  et  se  termine  aux  deux  ba^es. 

En  effet ,  soient  B. ,  Bo  les  deux  bases ,  et  coneevons  la  surface 
prolongée  jusqu*à  la  rencontre  dW  plan  perpendiculaire  nux  aràles^ 
lequel  détermine  la  section  B  qui  prend  le  nom  à%  section  dro^e. 

La  surface  qui  s'étend  de  B,  à  B  se  compose  d^  trapèzes  dont  cha- 
cun a  pour  mesure  le  produit  de  oe}ui  de  ses  c6tés  qui  fait  partie  de  B 
par  sa  distance  au  milieu  du  c6t^  qui  lui  <;orrespond  sur  B,  ;  cette  suri- 
face  a  donc  pour  expression  la  somme  des  produits  des  côtés  de  B  par 
les  parallèles  a  une  même  direction  menées  des  milieux  de  ces  côtés  à 
un  même  plan  B,  ;  et  l'on  démontre  en  Statique  que  cette  somme  de 
produits  est  égale  au  produit  du  contour  de  B  par  la  parallèle  à  la 
même  direction,  menée  de  son  centre  de  gravité  au  même  plan  B,. 
On  ferait  voir  de  la  même  manière  que  la  surface  comprise  entre  Bo  et 
B  a  pour  mesure  une  expression  semblable.  La  différence  entre  les 
sur&ces  que  nous  venons  de  mesurer ,  et  qui  est  la  surface  proposée 
elle-même ,  est  donc  égale  au  produit  du  contour  de  la  section  droite 
par  la  longueur  de  la  parallèle  aux  arêtes  menée  de  son  centre  de  gra- 
vité jusqu'aux  deux  bases.  Ce  qui  est  le  théorème  énoncé. 

REMARQUES. 

L  Si  les  plans  des  deux  bases  se  coupaient  dans  l'intérieur  du  prisme, 
on  n'obtiendrait  par  la  proposition  précédente  que  la  différence  des 

Tom«IC.  —  Atkil  i93^,  l8 
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aires  interceptées  par  les  angles  opposés  de  ces  plans.  Il  faut  pour  en 
avoir  la  somme  appliquer  la  proposition  à  chacune  des  portions  sépa- 
rément j  en  cherchant  le  centre  de  gravité  de  l'arc  de  section  droite 
auquel  elle  correspond. 

II.  Lorsque  la  section  droite  a  un  centre ,  toutes  les  autres  sections 
en  ont  un  aussi ,  et  la  parallèle  aux  arêtes  menée  par  le  centre  de  la 
section  droite  passe  par  les  centres  de  gravité  des  deux  bases;  dans  le 
cas  contraire ,  on  ne  peut  plus  affirmer  que  la  parallèle  aux  arêtes  me- 
née du  centre  de  gravité  du  contour  de  la  section  droite  aux  deux 
bases  soit  la  distance  des  centres  de  gravité  de  leurs  contours.  Cela  est 
ÙLci\e  à  vérifier  en  prenant  un  prisme  triangulaire  pour  exemple. 

III.  La  proposition  qui  fait  le  sujet  de  cet  article  est  Tanalogue  d'une 
poposition  connue  et  qui  s'énonce  ordinairement  ainsi  : 

Le  volume  d'un  prisme  ou  d'un  cylindre  à  bases  planes  non-paral- 
lèles ,  a  pour  mesure  le  produit  de  l'aire  de  Tune  d'elles  par  la  distance 
de  celle-ci  au  centre  de  gravité  de  la  surface  de  l'autre. 

L'analogie  dont  il  s'agit  devient  parfaite  en  énonçant  la  proposition    « 
de  la  manière  suivante  : 

Le  volume  d'un  prisme  ou  d'un  cylindre  terminé  par  deux  plans 
non-pàràllèles,  a  pour  mesure  le  produit  de  l'aire  de  la  section  droite 
par  kl  parallèle  aux  arêtes  qui  passe  par  le  centre  de  gravité  de  cette 
section  et  se  termine  aux  deux  bases. 
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A  «M  VMW»%V«  W\  VW«  « 


NOTE 

I 

Sur  le  développement  de  {x —  ixz-^  z^^'^'^ ; 
Par  J.  LIOUYILLE. 


Représentons  par  X,  +  X,a  -f-. . .+  X,z"  +  •  •  •  ^^  développement 

I 

du  radical  (i  — aocz-^z^)  ^  ordonné  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes de  z  :  X.  sera  une  fonction  entière  de  x  de  degré  n^  et  Ton  a  vu 
dans  le  cahier  précédent  que  la  valeur  de  cette  fonction  est 


(1) 


X.  = 


^•.(.r»— 0» 


i.a.3. . .n.a»  *         dx^ 

A  Faidc  de  la  formule  (i)  on  prouve  sans  peine  que,  si  l'indice  m  est 
<  n,  on  a 

(2)  j  ^  ILJLJbc  ==  o. 

Quand  on  fait  m  =  ti,  il  vient  au  contraire 

(S)        /r.x«.=ïri7- 

Mais  on  peut  aussi  établir  les  équations  (2) ,  (3)  sans  connaître  l'ex- 
pression analytique  de  X„,  Pour  y  parvenir,  Legendre  considère 
l'intégrale  (*) 

_  />"*"' dx 


P  =: 


O  Exercices  4e  Calcul  intégral^  tome  II 9  paige  aSo. 


18.  • 
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Si  l'oQ  Ésiît  I  +  f*j8*  —  ^rxz  =  j^,     ou     ar  c=  î-^^ ^^^ ,  on  aani, 

dit-il ,  la  transformée  / 

d'où  résulte  l'intégrale  indéfinie 

Les  limites  de  x  étant  â:^:^^ — i,  or^H-if  celles  de  j^  sonf 
7-:=i  +  r2,^=i  —  rs:   on  aura  donc  l'intégrale  cherchée 

f=î'<iieïiET±s)=iw(:-^) 

o«       t  =  ^+\f  +  \:f+ +_î_^+ 

quantité  indépendante  de  r. 

Cette  intégrale  est  celle  de  la  différentielle 

dx{i  +X.sr  +X^*/*  +etc.)(i  4-X, ;+  X.  J  +  etc.), 

et  puisque  r  disparaît  entièrement  du  résultat,  il  £ïut  qu'on  ait  gêné- 
ralement,  m  et  n  étant  inégaux ,  /j 'X»X,iir  =  o.  On  voit  eu 
même  temps  que  ut  et  n  étant  égaux ,  ou  aura 

r"*"'X;:rfr  =  -^,     C.Q.F.D- 

Maintenant  je  dis  qu'en  s'appuyant  sur  la  formule  (a),  on  obtient 
aisément  l'expression  générale  de  X« ,  d'où  résulte  une  démonstration 
nouvelle  de  la  formule  (i}«  Cette  démonstration  que  je  vais  exposer 
en  peu  de  mots  n'est  pas  indigne,  ce  me  semble,  de  l^ttention  àes 
géomètres. 

Pour  fixer  les  idées  i^erchous  par  exemple  Xj«,  En  faisant  ns=  3 , 
puis  successivement  ntsso,  mssi,  m=a  dans  Técpiation  (a),  on  a 

/J;XX,rfr=:o  JJ^XX^v    y^"*^.x.x^«e. 
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d'où  l'on  tire 

(4)  /^t  '(^^^^  +  A.X.  +  A.X.)  X^x  =  o  , 

quels  que  soient  les  coefficients  constants  A.,  A,,  A..  Mais  un  poly- 
nôme j^  du  second  degré  par  rapport  à  x  peut  toujours  être  mis  sou« 
la  ibrme  A;JÇ«  -f*  ^.X,  +  A«X«.  En  effet  par  une  détermination  con- 
venable de  BUkonstante  A.  »  rendons  égaux  les  coefficients  de  x*  dans 
jr  et  dans  A.X.  :  dès-lors^—  A«X«  ne  sera  plus  que  du  premier  de- 
gré par  rapport  à  x^  :  de  même  7^— •  A||X«-— A«X,  se  réduira  à  une 
simple  constante  AoX«  si  Ton  attrilme  au  coefficient  A.  une  valeur 
convenable.  Finalement  on  aura  donc  /'  =  A»Xe+ A.X.-I- A^X. , 
et  l'équation  (4)  deviendra 


(5) 


f^yx^sso. 


En  intégrant  par  parties  trois  fois  de  suite  et  se  rappelvDt  qoe^^aao, 
on  trooTe 

Lorsqu'on  fait  or  s=  i ,  le  résultat  4ie  l'iat^ralion  4^*4  se  rédi^t  e  à 
2éro  en  verlu  de  Féquation  (6),  et  comme  les  valeurs  ôef,  ^^  ^ 
pour  07  =  I  sont  arbitraires,  cela  exige  que  l'on  ait  séparément 

pour  X ss  I.  £11  d'«uires  terxoes  si  l'on  pose 

il  faut  (fae  l'on-ait  k  la  £ms 


:*) 


^^^ '»     T^i o    pour    x=iti 

l'équation  algébrique  9.(«)tBso  a  donc  une  jraone  triple  égale  à  i  ef 


Digitized  by 


Google 


1 38  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

son  premier  membre  doit  être  divisible  par  (or  —  i)".  D'un  autre  côté 
il  est  évident  que  Ton  a  aussi 

*(^)  =  o,    ^'  =  o,     .^  =  0     pour    x=—i, 

en  sorte  que  ^(x)  est  divisible  par  (x  +  xy.  Or  X,  étant  du  troisième 
degré  en  a:,  ^  (x)  est  du  sixième  degré  par  rapport  à  jgtte  variable  : 
il  résulte  de  là  que  ^(x)  ne  peut  être  que  de  la  forme  ^ 

^{x)    ou        fdxf^^dxf^  X^x  =  H|.(^-—  i)% 
ce  qui  donne 

^«   —   "'• dp ' 

H3  désignant  une  constante  arbitraire. 

En  appliquant  à  la  fonction  X.  un  calcul  semblable ,  on  a 

L'analyse  précédente  suppose  seulement  i*".  que  X«  soit  un  polynôme 
entier  de  degré  n ,  2^.  que  l'équation  (2)  ait  lieu  pour  toutes  les  va- 
leurs de  m  <  n.  Il  importe  peu  que  les  fonctions  Xo,  X,,  •  • .  pro- 

I 
viennent  du  développement  de  (i  —  2xz  +  z^)    \    La  considération 
de  ce  développement  ne  devient  utile  que  quand  ou  veut  déter- 
miner H«« 

En  décomposant  (ic*— i)'  en  ses  fi3icteurs(j:+i)".(ar— 1)%  il  vient 
par  une  formule  connue 

X„  s=  Un^J,x+i) .  — ^ h  -. — ^ — . — Si=n-  H-etcji 

et,  en  faisant  x=  i ,  il  reste  simplement, 
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I 

Or,  pour  X  =  I ,  le  radical  (i  —  2xz  +  2*)    *  se  réduisant  à 

(i  —  «)""%  c'est-à-dire  à    i  •+-«■+- z'+. . .,    on  a    X.  =  i  :  par  con- 
séquent 


H. 


La  valeur  définitive  de  X»  est  donc 
ce  qu'il  fallait  démontrer. 
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NOTE 

Sur  un  passage  de  la  seconde  partie  de   la  Théorie  des 
Fonctions  analytiques; 

PAm  M.   POISSON. 


En  un  point  donné  M  sur  une  surface  aussi  donnée,  le  contact  du 
second  ordre  avec  une  autre  surface  exige  que  celle-ci  satisfasse  à 
six  conditions  :  il  faut  qu'en  ce  point ,  Tordonnée  z^  ses  deux  dérivées 
z'  et  Zf  du  premier  ordre,  ses  trois  dérivées  du  second  ordre  a^',  2'> 
z^^y  soient  égales  pour  les  deux  surfaces;  la  quantité  z  étant  considérée 
comme  une  fonction  des  deux  autres  coordonnées  j?  et^.  Or  l'équation 
générale  de  la  sphère  ne  contenant  que  quatre  constantes,  savoir» 
son  rayon  et  les  trois  coordonnées  de  son  centre,  elles  ne  sufl&sent 
pas  pour  satis&ire  à  ces  six  conditions  ;  en  sorte  qu'il  n'existe  pas  en 
chaque  point  M  d'une  surface  donnée ,  une  sphère  osculatricej  ou  qui 
ait  avec  cette  surface ,  un  contact  du  second  ordre  ;  au  lieu  qu'il  y  a 
toujours  un  cercle  osculateur^  pour  chaque  point  d'une  courbe ,  à 
simple  ou  à  double  courbure.  Après  avoir  fait  cette  remarque  dans 
le  chapitre  YIII,  Lagrange  ajoute,  dans  le  chapitre  suivant ,  que  si 
l'on  trace  une  ligne  quelconque  sur  la  surface  donnée,  on  pourra  ton- 
joufs  déterminer  en  chaque  point,  une  sphère  osculatrice  de  cette 
ligne ,  ou  de  la  surface  suivant  cette  ligne  :  il  entend  par  U  une 
sphère  tangente  en  M  à  la  surface,  et  pour  laquelle  la  dérivée  se- 
conde de  l'ordonnée  z  soit  la  même  que  pour  cette  surface,  mais 
seulement  dans  la  direction  de  la  ligne  donnée.  Cette  ligne  sera 
déterminée  en  prenant  pour  j  une  fonction  de  jc ,  dont  y  et  y  dé- 
signeront les  deux  premières  dérivées;  la  seconde  dérivée  de  z,  qui 
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devra  être  égale  pour  les  deux  surfaces  »  aura  alors  pour  expression 

et  de  cette  égalité^  jointe  à  la  condition  du  plan  tangent  commun 
aux  deux  surfaces  qui  fournit  trois  équations ,  on  déduira  les  valeurs 
du  rajon  et  des  trois  coordonnées  du  centre  de  la  sphère  demandée. 
Dans  tout  ce  chapitre  IX ,  il  n'est  question  que  des  sphères  oscula- 
trices^  ainsi  définies^  et  relatives  aux  différentes  courbes  que  l'on  peut 
tracer  sur  une  même  surface;  les  mots  rajron  de  courbure  et  centre 
de  courbure^  s'y  rapportent  à  leurs  rayons  et  à  leurs  centres,  et  non 
pas  aux  rayons  et  aux  centres  des  cercles  osculateurs  de  ces  diverses 
lignes,  qui  se  détermineraient  par  d'autres  conditions  exposées  dans 
le  chapitre  VU,  où  Fauteur  traite  du  contact  des  courbes  entre 
elles. 

Cela  posé,  Lagrange  détermine  en  un  point  quelconque  M  d'une 
surface  donnée ,  les  directions  suivant  lesquelles  le  rayon  de  cour- 
bure ou  de  la  sphère  osculatrice,  est  un  maximum  ou  un  minimum; 
il  trouve  qu'il  y  en  a  deux,  qui  se  coupent  à  angle  droit,  et  dont 
Tune  répond  au  maximum  et  l'autre  au  minimum;  et  de  là ,  il  conclut 
que  l'on  peut  tracer  sur  toute  surface  donnée,  deux  séries  de  lignes, 
telles  que  suivant  les  unes,  la  courbure  de  la  surface,  mesurée  par  celle 
de  la  sphère  osculatrice,  soit  la  plus  grande  en  chaque  point,  et  qu'elle 
soit  la  plus  petite  suivant  les  autres.  Il  cherche  ensuite  quelles 
sont  les  lignes  qui  jouissent  de  cette  autre  propriété,  que  les  rayons 
des  sphères  osculatrices  suivant  la  direction  de  chacune  d'elles,  soient 
tangentes  à  la  ligne  des  centres  de  ces  sphères;  il  trouve  pour  ces 
lignes,  celles-là  même  qu'il  avait  d'abord  déterminées:  d'où  il  suitj 
dit-il,  que  les  lignes  suivant  lesquelles  le  rajron  de  courbure  sera  tan^ 
gent  de  la  courbe  des  centres ,  sont  les  mêmes  que  celles  de  la  plus 
grande  ou  de  la  moindre  courbure.  D'après  le  sens  que  l'auteur  attache 
à  ces  expressions,  et  qu'on  vient  de  rappeler,  il  n'y  a  rien  dans  cette  con- 
elusion ,  qui  ne  soit  parfaitement  exact  :  cependant  M.  Jacobi  a  pensé 
qu'elle  était  erronée  (^);   mais  la  méprise  de  cet  illustre  géomètre 


(^)  y oyex  le  dernier  numéro  du  Journal  de  M.  Grelle. 
ToBM  a.  — Afui.  1^7.  19 
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Tient  de  ce  quil  a  supposé  à  la  propositi<m»  dont  il  s'agît ,  an  sent 
qu'elle  n  a  pas  et  que  Lagrange  n'a  pas  voulu  lui  donner. 

Plus  loin  f  Lagrange  dit  encore  :  il  rCy  aura  ,  sur  une  surface  quel- 
conqiie  i  que  ces  lignes  qui  puissent  as^oir  (et  qui  aient  effectivement 
suivant  lui),  une  développée Jarmée  par  les  rayons  de  courbure;  ce 
que  M.  Jacobi  considère  aussi  comme  une  erreur.  Mais  il  ne  faut 
«  pas  perdre  de  vue  qu'il  s'agit  toujours  des  rajons  des  sphères  osca-> 
latrices,  normaux  à  la  sorfate  donnée,  et  non  pas  des  rayons  de 
courbure  y  proprement  dits,  des  lignes  dont  on  parle  ^  qui  seraient 
compris  dans  leurs  plans  osculateurs.  Le  mot  développée  est  pris  ici 
dans  l'acception  générale  que  Monge  Ini  a  donnée  ^  et  que  Lag;*ange 
a  indiquée  à  la  fin  du  chapitre  YII  :  dans  ce  sens ,  une  développée 
d'une  courbe  plane  on  à  double  courbure ,  est  le  lieu  des  intersec- 
tions successives  d'un  système  de  normales  à  cette  courbe  ;  chaque 
ligne  donnée  a  alors  une  infinité  de  développées^  qui  sont  toutes 
situées  sur  la  surface  développable ,  formée  par  les  intersections  suc*- 
cessives^die  ses  plans  normaux;  maïs  ce  n'est  que  dans  le  cas  particu- 
lier d'une  courbe  plane,  que  ces  développées  comprennent  le  lieu  des 
centrea  des  cercles  osculateurs,.  et  dans  tout  autre  cas,  les  rayons 
de  ces  cercles  ne  sont  pas.  tangents  k  la  ligne  de  leurs  centres. 

Euler  a  déterminé  le  premier  ^  les  rayons  de  courbure  des  sectioss. 
normales  des  surfaces.  IL  a  fait  voir  que  pour  chaque  point  d'une 
sur&ce  proposée ,  les  rayons  de  courbure  de  toutes  les  courbes  résul- 
tantes de  ces  sections,  sont  liés  entre  eux  par  des  formules  qu'il  a 
données,  et  qui  montrent  qu*on  peut  les  déduire  tonSj^  soit  de  trois 
quelconques  d'entre  eux,  soit  de  deux  seulement,  quand  on  prend 
pour  ceuxrci,  le  plus  grand  et  le  plus  petit  rayon,  appartenant  à 
des  sections  perpendiculaires  l'une  à  l'autre,  dont  il  a  déterminé 
les  direcHoQs.  Ceat  Meunier  qui  a  montré  ensuite  comment  les 
rayons  de  courbure  de  toutes,  les  sections  obliques,  Caites  par  une 
raénfie  tangente  à  la  surface ,  se  déduisent  très  simplement  de  celui 
de  la  section  normale.  D'un  autre  côfe,  Monge  a  considéré  les  courbes 
suivant  lesquelles  il  faut  marcher  sur  une  surface  donnée ,  pour  que 
chaque  normale  à  cette  surface  soit  coupée  par  la  normale  infiniment 
voisine;  lesquelles  courbes ,  qu'il  a  nommées  lignes  de  courbure  de  la 
surface  ^  sont  au  nomhnoi  de  deux  en  chaque  point,  et  se  coupent  à 
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angle  ilroil.  Ear  la  coiisidératiôD  des  sphères  osculatrices ,  Lagrange 
a  rapproché  ces  daux  théories  différentes^  et  fait  yoir  qu^en  chaque 
point  il'uDe  snurfaoe,  les  aections  normales  de  plus  grande  et  dis 
moindre  courbure^  qu^Euler  a  déterminées,  sont  tangentes  aux  lignes 
dont  MoBge  a  considéré  les  principales  propriétés  »  auxquelles  M.  Ch. 
Ikipifi  enaajovlé  de  noa\'eUeSy  dans  ses  Développements  de  géométrie. 
Il  restait  à  examiner  pins  oomplélement  qu'on  ne  lavait  fait  aupara- 
vant, ce  qui  arrive  aux  points  particuliers  que  Monge  a  nommés 
des  Ombilics;  et  c'est  ce  .que  je  me  suis  proposé  dans  un  mémoire 
sur  la  courbure  des  surfaces ,  qui  fait  partie  du  tome  VIII  du  Journal 
de  M«  Grelle,  et  du  XXI"  cahier  du  Journal  de  TËcol^e  Polytechnique* 

Les  lignes  de  coubu^s  de  Monge  n'ont  pas,  en  général ,  leur  plan 
oscnlateur  en  chaque  point,  perpendiculaire  à  la  surface  à  laquelle  elles 
appartiennenL  Pour  s'en  assurer  ^  il  suffit  de  considérer  les  surfaces  de 
wvolution.  Dans  ce  cas,  les  deux  ligues  de  courbure  sont  planes; 
l'une  est  la  courbe  génératrice,  et  l'autre  un  cercle:  le  plan  oscula- 
tenr  de  la  première  est  normal  à  la  surface;  maisévideraoïent,  celui 
du  cercle  ne  l'est  pas.  C'est  la  ligne  la  plus  courte  d'un  point  à  un 
autre  sur  une  surface  donnée,  qui  jouit,  comme  on  sait ,  de  la  pro- 
priété d'avoir,  en  tous  ses  points,  son  plan  osculateur  normal  à  cette 
surface  ;  et  comme  le  dit  très  bien  M.  Jacobi ,  une  même  courbe  ne 
peut  être,  à  la  fois ,  une  ligne  de  courbure  et  la  ligne  la  plus  courte 
entre  deux  points  donnés,  à  moins  qu'elle  ne  soit  une  courbe  plane. 
Par  inadvertance  ,  j'ai  jénondé,  dans  mon  Traité  d^  Mécanique  (^), 
cette  proposition  fausse,  que  si  les  deux  points  donnés  se  trouvent 
sur  une  même  lignp  de  courbure ,  cette  ligne  sera  la  plus  courte  ; 
mais  j'ai  eu  soin,  dans  mes  cours ,  d'avertir  de  cette  errenr  qui  m'est 
échappée. 

L'équation  générale  de  la  surface  d'un  ellipsoïde  contient  neuf 
coefficients  constante;  si  donc  on  donne  un  point  M  sur  une  surface 
aussi  donnée,  on  poorra  toujours  déterminer  une  infinité  d'ellip^ 
Wides  qui  aient  en  ce  pointy  un  contact  du  second  ordre  ,  avec  cette 
surface  :  trois  des  neuf  coefficients  resteront  indéterminés;  mais  ils  ne 


[*)  Tdivie  II,fi|ge3oo. 
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saffiront  pas  pour  élever  ce  contact  au  quatrième  ordre  ^  c'est-k- 
dire^  pour  satisfaire  aux  quatre  conditions  que  le  quatrième  ordre 
exige  de  plus  que  le  troisième.  Au  point  M^  le  pian  tangent ,  les  plans 
des  sections  normales  de  plus  grande  et  de  plus  petite  courbure,  et 
les  rayons  <ie  courbure  de  ces  deux  sections,  seront  communsaux  deux 
surfaces.  Si  ce  point  est  aussi  donne  sur  l'ellipsoïde ,  que  cesoît, 
par  exemple,  un  de  ses  sommets;  on  pourra  réduire  à 

1  equation  d  un  ellipsoïde  oscalateur ,  en  plaçant  l'origine  des  coor- 
données à  son  centre;  prenant  pour  axe  des  z,  la  normale  en  M  à 
la  surface  donnée ,  et  les  plans  de  ses  sections  de  plus  grande  et  de 
moindre  courbure,  pour  ceux  des  jc  et  ;s,  et  des  /  et  z;  et  désignant 
par  a,  b,  c,les  trois  demi-axes  de  cet  ellipsoïde,  dont  les  deux  pre- 
miers sont  parallèles  au  plan  tangent  en  M ,  et  le  troisième  lui  est 
perpendiculaire.  Ses  deux  rayons  de  courbure  principaux  au  point 

M,  auront  pour  valeur  ^  et  —  ;  en  désignant  par  a  et  f  ceux  de  la 

surface  donnée  en  ce  même  point ,  on  aura  donc 

a*  =  ac,     b^  zsz  €c; 

ce  qui  fera  connaître  deux  des  trois  demi-axes  a,  b^  c ,  et  laissera  le 
troisième  indéterminé.  Par  conséquent,  en  un  même  point  M,  une 
surface  donnée  a  encore  un  nombre  infini  d'ellipsoïdes  osculateurs , 
dont  l'un  des  sommets  est  au  point  de  contact;  et  cela  aura  paie- 
ment lieu,  lorsque  la  surface  donnée  sera  elle-même  un  ellipsoïde, 
qui  aura  aussi  le  point  M  pour  un  de  ses  sompiets. 

Aux  deux  équations  précédentes,  on  en  pourra  joindre  une  troi- 
sième qui  achèvera  la  détermination  des  trois  quantités  a ,  b,  c.  On 
pourra,  par  exemple,  supposer  qu'on  ait  cz=sb;  d'où  il  résultera 
6=:€et  a=  \/â?.  L'ellipsoïde  osculateur  sera  alors  une  surface  de 
révolution  dont  l'axe  de  figui^e  se  trouvera  parallèle  au  plan  tan- 
gent en  M  :  il  ne  pourrait  être  parallèle  à  la  normale  ou  perpendi- 
culaire à  ce  plan,  à  moins  qu'on  n'eut  olssÇ.  Si  l'on  fait  succes- 
sivement c=:a  et  ck  6^  il  en  résultera  deux  ellipsoïdes  osculateurs. 
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de  révolution,  mais  différents  l'un  de  l'autre;  et  l'un  sera  aplati,  tandis 
que  l'autre  sera  allongé  (^).  On  pourra  aussi  changer  l'ellipsoïde  oscu- 
lateur  en  parabokude.  Pour  cela,  si  l'on  transporte  l'origine  des  coor- 
données au  point  M ,  et  qu'on  mette ,  en  conséquence,  s  — -  c  au  ]ieu 
de  z ,  dans  l'équation  de  l'ellipsoïde ,  on  aura 

z^  —  acz+  c  (^  +-Ç)  =0, 

en  y  substituant  aussi  pour  a*  et  b*  leurs  valeurs;  en  la  résolvant  par 
rapport  à  2,  on  en  déduit 

z=:c=bcv/i~^(^"+-Ç); 

et  si  l'on  prend  le  radical  avec  le  signe  inférieur,  qu'on  le  développe 
suivant  les  puissances  descendantes  de  c,  et  qu'on  fasse  ensuite  c  sssoo , 
il  vient 

pour  l'équation  du  paraboloide  osculateur.  Mais,  parmi  toutes  les 
conditions  que  l'on  peut  ajouter  à  celles  du  conctact  du  second  ordre, 
l'équation  nécessaire  pour  un  contact  du  troisième  ordre  suivant  une 
direction  déterminée,  ne  se  trouve  pas  comprise;  car,  dans  tous  les 
sens  autour  du  point  M,  la  fonction  tierce  de  z,  qui  répond  â  a:=:o 
et  y  =  0,  est  zéro  pour  l'ellipsoïde  osculateur,  et ,  en  général,  elle  ne 
l'est  pour  U  surface  donnée ,  que  selon  une  ou  trois  directions  déter- 
minées par  une  équation  du  troisième  degré,  que  l'on  formera  sans 
difficulté.  Cela  établit  une  différence  essentielle  entre  la  sphère  tan- 


(^)  Peul-ctre  devrait-on,  daas  la  géodésie,  prendre  pour  Tellipsoide  oscula- 
trice  en.diaqae  point  de  la  Terre ,  un  ellipsoïde  de  réTolution  aplati  ;  ce  serait 
celai  qui  ressemblerait  le  plus  en  général,  à  la  figure  du  globe,  et  qui  la  ferait 
le  mieux  connaître,  si  Ton  déterminait  par  l'observation ,  en  un  grand  nombre 
de  lieux  jt  les  deux  axes  de  cet  ellipsoïde^  et  là  direction  de  son  équateur-s  ces 
données  de  Tobservation ,  jointes  aux  longitudes  et  aux  latitudes,  aux  Ion- 
gueuis  du  pendule  à  seconde  et  aux  élévations  au-dessus  du  niveau  des  mers,, 
formeraient  les  éléments  complets  de  la  Géographie  matliéroatique» 
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geate  el  l^etUpsoide  osoalateor  :  la  sfiAve  speuit  toujottrs  éb»  rauloe 
Moaiatirioe,  mnvant  -ime  dinectioii  choice  a  voionté^  set  k  coactect 
de  ^'«Uifisoide  oe  «aiuait  être  élevée  k  T^ordre  supéiienr,  saimit 
auouiie  dnrecHioa  poor  kqveUe  il  n'est  pas  natiirelbiiient  da  troi-* 
sîème  ordre. 

«I 

JYcfte  du  rédaèteur.' 

La  note  de  M.  Jacobi,  iinprini<^e  daos  le  Journal  de  Af.  Crelle  ^  a  pour 
titre  :  Nota  de  erroribus  quibusdam  geomeiricis  y  qui  in  T^orid  Junclionum  fo- 
guntur.  Pour  la  commodité'  de  nos  lecteurs,  nous  la  transcrirons  ici  tout  entière. 

.<  Demonstravi  in  aliâ  rommentatione,  praeter  curras  planas  extare  nullas, 
»  quariim  radii  oseuU  ciirvam  ceniconum  car^aiocœ  tancent,  sive  superficiem 
»  evolubikm  foraient.  Secùs  putalmt  ill.  Lâ^ran^e ,  qui  in  Theoriâ  funcUonum 
)»  ipag. ,  229,  etc, ,  N*  35)  conditionem  analyticam  exhrbet,  quœ  al  boclocum 
«»  ba3>erl  debeat,  neque  videt  ter  earn  inlegratam  io  plam  sequÀlion^m  abîre. 
»  Sed  vir  illustri^  mox  adeô  ipsas  lineas  dupliciter  curras  assignat,  quae  Ma  pro* 
«  prietate  gaudeant,  scilicet  lineas  curvHtune  iq  data  superficie:  legîmusenim, 
>.  {pag.  248): 

»  D'où  il  suit  que  les  lignes ,  suis^ant  lesquelles  le  rayon  de  courbure  sera  tan^ 
»  g&u  de  la  C0urbe  des  centres  j  sont  les  mêmes  que  cfiUes  dis  la  plus  grande  eu 
»  de  la  moindre  courbure  ; 
»  et  mox  ,  {pag,  245)  : 

»  //  /!>  aura  sur  une  surface  quelconque  que  ces  lignes  {les  lignes  de  courbure) 
»  qui  puissent  avoir  une  développée  formée  par  les  rayions  de  courbure. 

Tt  Scilicet  nescio  qoofacUim  est,  ot  vir  Ulostris  normales  snpefficîei  pataverît 
»  esae  li^eanim  fsmrature  radios  osouli.  Sanè  normalesad  supedioieia,  tnputtctîs 
a  batf^  i^wYaittc»  dActs ,  formam  iuperecie»  eyolnUk» ,  aed  lee  mu  anot  linen 
»  curyatac9e  ladii  o9cuU.  I^ovimas  enim  radios  oscuU  cnrvae^  in4operfij»e  dMâ 
»  descriptae ,  sîmul  superficiei  normales  non  nisi  in  lîneis  aup^rjiciei  brevifiâ-^ 
»  mis  esse. 

n  Sequitur  ex  antecedentibus,  in  datd  superficie  lineam  curvaiurœ  simul  U^ 
»  neam  brevissimam  esse  non  posse ,  nisi  sit  curva  plana.  Nam.  normales  ad  su- 
»  perficiem  in  punctis  line»  curvaturse  ductœ  formant  superfieteiil  «volubilem , 
»  ideôque,  tkm  in  Unets  Ijreyissimis  normales «iiperGcîei  étnt  curvArradii  osctili , 
»  radii  oseulilineae  curvatucae ,  quas  simul  linea  brerissima  «si ,  «aperficiem  cvo- 
»  lubflem  formftirt;  undè  sequitur  cur^ia  esse  planam.  Nam  in  alîÀ  commenU-* 
a  tiorneliujttë  diarit ,  t.  XIV  {znr  Théorie  der  Curv^n) ,  skati  suprà  adnotari,  de- 
»  monstratum  est,  radios  oseuli  for  mare  superficiem  «vokibiïcm  non  nisi  in  curris 
»  planis.  Ekemplum  lîabeinus  in  m&ridianis  superfiderum  rotandarum ,  qua 
»  sunt  cunrae  planœ,  simulque  et  lineae  brerissimœet  Ihieœ t^rvainne.  1. 
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MÉMOIRE 

Sur  les  surfaces  isothermes  dans  les  corps  solides  homogènes 
en  équilibre  de  température  ; 

Pah  m.  g.  lamé, 

lB((éniear  dM  Miaea,  Proiessean  de  Vhf$itpie  k  l'École  P«lytMb»iq«e  (*). 


PKUIÉRE  PA&TIE. 

SI- 


Lorsqu'au  corps  soKde  komogène  est  en  ëquiliBre  de  température, 
sous  rinfluence  de  source»  constantes  dse  chaîeur  et  de  froid ,  contre 
lesquelles  sa  surface  est  immédiatement  «ppllqurée,  la  température  (Y), 
constante  avec  le  temps  ^  maïs  variable  d'un  point  à  l'autre  de  ce 
corps,  est,  comme  Ton  sait,  une  fonction  des  coordonnées  x,  j-,  z, 
qui  satisfait  à  Féquation  aux  différenwa  partiellm 


('>  S^  +  ^  +  lff  =  ^• 


Il  existe  alors  d^Qs  ce  corps  des.  surfeoes  i^it  la  teMpératm^  refits 
la  même  dans  toute  l'étendue  de  chacune  d'elles.  Ces  surfaces  d'égale 
température  peai^ent  étwi  conçues  représentées  pair  uine  mAme  équa- 


(*)  Ce  Mékuoire  est  extrait  du  tome  V  àes^Savans  étrangers.  Noos,  «rona  cru 
devoir  le  réimprimer  ici ,  parce  que  le  recueil  dans  lequel  il  se  trouve  est  peu 
répandu  et  surtout  parce  queFanalyse  iogéiû^euse  dont  l'afiteur  a^^t  usaga.ouv^ 
une  route  aouvcTle  daw  le  calcuVdea  é<iuati6ns  différentielles  partielles. 

(J.  LiomnixE.) 
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tioiiy  contenant  un  paramètre  variable  de  l'une  à  l'autre ,  et  de  la 
forme 

X  étant  ce  paramètre,  ou  la  fonction  des  coordonnées  dont  la  yalenr 
numérique  est  constamment  la  même  pour  tous  les  points  d'une  sur- 
face individuelle. 

Toute  fonction  F  n'est  pas  propre  à  représenter  des  surfaces  d'égale 
température  pour  un  de  tous  les  cas  d'équilibre  calorifique  imagi- 
nables }  elle  doit  satisfaire  pour  cela  à  une  équation  aux  différences 
partielles  qu'il  est  facile  de  trouver. 

Si  cette  fonction  (F  ou  A)  était  connue,  la  température  Y  devrait 
pouvoir  être  représentée  par  une  équation  de  la  forme 

V  =  <p(x), 

puisque  Y  et  A  seraient  constants  ensemble,  variables  ensettible,  dans 
toute  l'étendue  du  corps  propose.  On  aurait  d'après  cela 

dx  d'xdx*      <4r*  ~~    rfV  \dx)    "•"    dxdx** 

dy"^    dxéfy*     4y*  '~  dx*  \4rJ   "^    dx  tfy»» 
dx  dx^'      dz'  —   dA*  \df/    "^    dx    d*" 


et  par  suite  l'ëqnation  (  i  )  pourrait  être  mise  sons  la  forme 
d'Y  r/dx\*      ^dxy       /àx\n   ,  «/V  /d'x    ,    d'x       d'f\ 

Or,  -^  et  g-T-  ne  contenant  d'autre  yariable  que  A,  le  quotient 

{(ê+^' +£)  =  [(©•+(!)■+ (S)']}. 

devrait  jouir  de  la  même  propriété.  Ainsi  la  fonction  A  doit  satisfaire 
à  une  équation  différentielle  de  la  forme 
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(4  étant  une  fonction  arbitraire  de  A),  poor  que  l'équation  (X  =  f) 
puisse  représenter  un  système  de  surfaces  isothermes. 

En  remplaçant  4(^)  par  ^  ~^»  **"  '^"^ 
d'où  en  intégrant  deux  fois 

Si  le  corps  proposé  est  limité  par  deax  surfaces  représentées  par 
les  équations  X=sa ,  A  =  a' ,  entretenues  à  des  températures  données 
T  et  T',  on  aura,  pour  déterminer  les  deux  constantes |A  et  A',  les 
deux  équations 

d'où 

r— T 

A  = 

et 


/''  dx /•«  d^* 


r-T ra^ 

J  Xo     P  ^  Xo      ^ 


en  sorte  que  Téquation 
(3)      •  V  =  T 


r^'  ^_  r-^Uxo  ^     Jxo  f  / 

J  7.0  p     J    <p 


donnera  la  température  Y,  correspondante  à  une  surface  quelconque  A, 

SU- 

On  yoit  que  dans  le  cas  particulier  d'une  enveloppe  solide ,  dont 
les  parois  intérieure  et  extérieure  seraient  entretenues  à  des  tempéra- 
tures constantes,  mais  dilSerentes  de  Tune  à  Fautre,  la  loi  des  tempé- 
ratures stationnaires  serait  connue  ,  si  l'on  pouvait  déterminer  à  priori 

Tome  II.  —  AftiL  iSS;.  30 
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réquatioD  générale  des  surfaces  isothermes  qui  correspondent  à  ce 
cas. 

Les  surfaces  des  parois  devant  être  deux  d'entre  elles,  le  problème 
consisterait  à  intégrer  l'équation  (2),  et  à  déterminer  les  formes  ou 
constantes  arbitraires  que  contiendrait  la  fonction  A,  de  manière  que 
pour  deux  valeurs  numériques  données  au  paramètre  c,  l'équation 
A  =  c  représentât  successivement  les  surfaces  des  parois.  Mais  la  so- 
lution analytique  de  ce  problème  serait  généralement  aussi  difficile 
à  trouver  que  celle  qui  consisterait  à  intégrer  directement  l'équation 
(i),  et  à  déterminer  les  fonctions  arbitraires  de  l'intégrale  V,  de  ma- 
nière qu'elle  devint  numériquement  égale  à  T  ou  à  T'  pour  tous  les 
points  des  parois  de  l'enveloppe. 

Les  cas  simples  d'une  sphère  creuse  et  d'un  cylindre  creux  indéfini 
à  base  circulaire,  dans  lesquels  l'épaisseur  de  l'enveloppe  solide  serait 
partout  la  même ,  sont  les  seuls  où  la  détermination  préalable  des 
surfaces  isothermes  n'offre  aucune  difficulté.  Pour  tout  autre  cas,  les 
parois,  quoique  toujours  comprises  parmi  ces  surfaces,  doivent  le 
plus  souvent  s'en  distinguer  par  quelque  propriété  singulière,  et  en 
quelque  sorte  ombilicale,  qui  n'appartienne  pas  à  toutes  les  autres 
surfaces  d'égale  température  de  l'intérieur  de  l'enveloppe. 

Il  ne  suffirait  pas ,  pour  éloigner  cette  circonstance  qui  complique 
la  recherche  directe  de  l'équation  générale  de  ces  surfaces,  que  les 
parois  appartinssent  à  la  même  famille,  et  que  leurs  équations,  de 
même  forme  et  du  même  degré,  continssent  le  même  nombre  de 
paramètres;  car,  dans  ce  cas,  qui  parait  beaucoup  plus  simple  au 
premier  abord  que  celui  où  les  parois  seraient  dissemblables,  on  ne 
pourrait  pas  conclure ,  en  général ,  que  les  surfaces  d'égale  tempéra- 
ture dussent  être  directement  représentées  par  des  équations  de 
même  forme  et  du  même  degré  que  celles  des  surfaces  qui  limitent 
l'enveloppe  solide.  Par  exemple,  dans  un  ellipsoïde  creux,  dont  la 
paroi  interne  serait  semblable  à  la  surface  extérieure,  les  surfaces 
isothermes  ne  seraient  pas  nécessairement  des  ellipsoïdes  semblables 
aux  parois,  ni  même  des  ellipsoïdes. 
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§111. 

Les  conditions  nécessaires  pour  qae  la  forme  commune  des  équa- 
tions des  deux  parois  soit  réellement  celle  qui  appartient  aux  surfaces 
d'égale  température^  peuvent  se  déduire  analytiquement  de  la  vérifi- 
cation de  Téquation  (2). 

En  prenant  cette  forme  pour  l'équation  générale  des  surfaces  cher- 
chées ,  on  regardera  toutes  les  constantes  qu'elle  contient  comme  des 
fonctions  inconnues  du  paramètre  A  ;  on  en  déduira  ^  par  des  diffe- 
rentiations convenables^  les  coefficients  différentiels  partiels  de  ce 
paramètre;  après  les  avoir  substitués  dans  l'équation  (2),  on  posera 
les  relations  néoessaires  pour  qu'elle  soît  satisfaite,  quelles  que  soient 
les  coordonnées;  si  ces  relations  entre  les  variations  des  constantes 
arbitraires  ne  sont  pas  incompatibles^  leurs  intégrations  feront  con- 
naître comment  le  paramètre  ^  doit  entrer  dans  les  constantes  de  la 
forme  proposée ,  pour  qu'elle  puisse  représenter  les  surfaces  d'égale 
température;  enfin,  il  faudra  que  deux  valeurs  numériques  données 
à  ce  paramètre  puissent  rendre  l'équation  générale  successivement 
identique  avec  les  équations  des  deux  parois. 

Si  cette  vérification  ne  réussit  pas,  il  faudra  en  conclure  que,  dans 
le  cas  considéré ,  les  surfaces  isothermes  de  l'intérieur  de  l'enveloppe 
doivent  être  exprimées  par  une  équation  différente,  et  probablement 
plus  compliquée  que  celle  des  parois;  et  que  ces  dernières  ne  rentrent 
dans  l'équation  générale  que  par  la  disparition  de  certains  termes, 
essentiels  pour  toute  autre  surface  individuelle. 

s  IV.      . 

J'appliquerai  cette  méthode  au  cas  où  l'enveloppe  est  limitée  par 
deux  sur&ces  du  second  degré  ayant  même  centre ,  leurs  axes  prin- 
cipaux étant  de  plus  situés  sur  les  mêmes  droites.  Leurs  équations 
seront  de  la  for«« 

Il  s'agit  de  trouver  comment  les  constantes  m,  w,  p,  doivent  con- 

20.. 
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teoir  A,  pour  que  l'équation  (4)  puisse  représenter^  par  la  variation 
successive  de  ce  paramètre ,  toutes  les  surfaces  d'égale  température  de 
l'intérieur  de  Tenveloppe  proposée. 

On  regardera  donc  m^n^p,  comme  des  fonctions  inconnues  de  A, 
ce  qui  donnera 

iimx  +  (m'a:*  +  /i[/*  +  p'z*)  t-  =  o, 

7mx  +  4m'a:  ^  +  (m!'x'  +  n'jr*  +  p"z*)  (^ V 

+  (/nV  +  ny  +/i'z-)  ^^  =  o,  etc. 
et  par  suite 


ni' 


û^x'  "•"  4r*  "*"  <^a'  (m'a:'  +  n>'  +  /»V)»  ~ 

L'équation  (a)  devient  alors,  en  faisant  ^  =s  ^,  et  en  posant,  pour 
simplifier,  —         "*"  ^  =  L  ; 

{<p[(L  —  ai»)  m''  +  i»"in»]  +  m'm'<p'}  x^ 
+  {<P[(L  —  a/ï)  n"  +   nV]  +  «•»y}^4 
+  {  <p[(L  —  ap);»'*  +  py-]  +  p*p'<p'}z* 
+  {  ^[a  (L— TO— n)  TO'n'H-  m"ii»-|-»''m»]+(OT«ii'-f.n«TO')<p'}  ^»j^ 
+{  ^[a(L  ~n— ;»)ny  H-  i»y  +  /„•]  +  („y  +p^,^)<p'  )jr*s* 
+{ <p  [a(L— ;>_TOyTO'+p"TO«+  my]  +  (/»W+to«/>')^'  }  z*«*  =o. 
Cette  dernière  équation  devant  être  satisfaite  queUes  que  soient  les 
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valeurs  des  coordonnées,  on  devra  9Voir  les  six  relations 
<p[(L  —  21»)  nt'*  H-  "»""»•]  +  m^mi<b'  =  o, 
<p[(L  —  a»)n'*  +    nV]  +  n*n'<p'    =  o. 


i55 


Ou  bien ,  en  posant  m=s-,  n  =  ^,  P^^  ê 


<pLa''  s=:  W  +  «y  7 
<pL6"  =  *"<p  +  b'<p', 

<p  ^^La'b'^2{a'-^b')(^^  -  ^)]  =  (a"+*")<P+ («'  +  *')<?% 

^  [2LcV+a(c'-.a')(7  -  ^)j  =  (c"  +  a")<p  +  (C +^)<p'.  ^ 
IjCS  trois  premières  donnent,  par  rélimination  de  j-,  les  relations 


L  (c'  -  ^)  =  ^  = 


en  outre ,  si  Ton  retranche  chacune  des  trois  dernières  d'un  couple 
convenable  des  premières,  ç'  et^  se  trouvent  encore  élimines,  et 
Ton  a 
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Or,  il  est  aisé  de  voir  que  les  six  dernières  relations  ne  peuTent 
admettre  d'autre  solution  que  celle  indiquée  par  les  équations 

a'=b'^c\    d'où    tf"35:A';=c". 

Tout  autre  système  de  valeurs  conduirait  à  des  expressions  indépen- 
dantes de  X  pour  m^  n,  p. 

Ainsi,  les  constantes  a,  b,  c,  ou—,  -,  -,  doivent  être  égales  à 

une  même  fonction  quelconque  de  A,  augmentée  ou  diminuée  de 
constantes  différentes.  On  aura  donc  les  valeurs  les  plus  générales  de 
m,  n,  p,  en  posant 

o\x  b  et  c  sont  deux  lignes  déterminées  et  constantes.  On  peut  sup- 
poser, sans  troubler  cette  généralité ,  que  la  constante  c  soit  plus 
grande  que  b. 

$v. 

Mais  l'équation  (4)  représentant  des  surfaces  très  différentes,  sui- 
vant que  X  sera  plus  grand  que  b  et  c,  plus  grand  que  b  mais  plus 
petit  que  c,  ou  à  la  fois  plus  petit  que  c  et  b,i\  convient  de  séparer 
ces  trois  cas  différents.  Désignons  par  fe,  i^,  p,  les  valeurs  de  A  qui 
leur  correspondent  :  on  aura  les  équatiojis 


(5) 


pour  représenter  trois  systèmes  de  surfaces  isothermes  compris  sous 
la  forme  générale  (4)* 

Toutes  les  surfaces  de  chaque  système ,  et  même  celles  des  trois 
systèmes  réunis,  ont  pour  éléments  constants  de  l'une  à  l'autre,  les 
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distances  focales  ^b,  nc^  n  y/c^  —  b^^  de  leurs  sections  principales 
faites  par  les  mêmes  plans  coordonnés. 

Ainsi,  lorsqu'on  entretient  à  des  températures  constantes  les  parois 
d'une  enveloppe  solide ,  terminée  par  des  ellipsoïdes ,  dont  les  sec- 
tions principales  ont  les  mêmes  foyers,  les  surfaces  d'égale  tempéra- 
ture, dans  l'intérieur  de  cette  enveloppe ,  sont  encore  des  ellipsoïdes 
ajrant  les  mêmes  foyers  que  les  précédents. 

Si  l'enveloppe  a  pour  limite  deux  hyperboloïdes  à  une  nappe 
indéfinie,  de  mêmes  foyers,  ses  surfaces  isothermes  seront  encore 
des  hyperboloïdes  de  même  espèce  et  assujettis  à  la  même  condition. 

Enfin ,  si  les  parois  indéfinies  de  l'enveloppe  sont  les  moitiés  de 
deux  hyperboloïdes  à  deux  nappes  ayant  mêmes  foyers ,  ses  surfaces 
d'égale  température  seront  toutes  des  moitiés  d'hyperboloïdes  de  la 
même  famille. 

On  peut  vérifier,  comme  on  le  verra  plus  bas,  que  dans  chacun 
de  ces  trois  cas  les  parties  homologues  des  surfaces  isothermes  du 
même  système  sont  effectivement  traversées  par  la  même  quantité  de 
chaleur  dans  le  même  temps.  Mais  avant  d'entreprendre  cette  vérifi- 
cation ,  il  convient  d'étudier  de  plus  près  le  système  des  trois  équa- 
tions (5). 

§VL 

Si  Ton  imagine  sur  Taxe  des  x,  quatre  points  B,  B',  C,  G ,  dis- 
tants du  centre  ou  de  l'origine  0,  de  quantités  06=06'  =  ^, 
OC=OC'=sc ,  les  points  B  et  B^  seront  les  foyers  de  toutes  les  courbes 
du  second  degré,  traces  sur  le  plan  des  x  y^  àe  toutes  les  surfaces 
représentées  par  les  équations  (5);  et  les  traces  de  ces  mêmes  surfaces 
sur  le  plan  des  :r  2,  auront  toutes  pour  foyers  les  points  C  et  C^ 
J'appelle  les  points  B,  B',  C,  C,  les  foyers  des  surfaces  du  second 
degré  à  axes  inégaux,  représentées  par  les  équations  (5).  Ces  foyers 
étant  donnés,  ainsi  que  le  paramètre  ju,  y,  ou  p,  de  l'une  de  ces 
surfaces,  elle  est  entièrement  connue  de  forme  et  de  grandeur. 

Un  point  quelconque  de  l'espace,  correspondant  aux  coordonnées 
orthogonales  x^  jr^  z,  sera  situé  sur  trois  surfaces  appartenant  res- 
pectivement aux  trois  systèmes  (5),  et  ayant  pour  paramètres  les 
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valeurs  de  fi^  v ^  p,  que  Ton  déduirait  des  équations  (5) ,  en  fonction 
dea:,jr,  z. 

Il  suit  de  là  que  Ton  peut  regarder  les  trois  paramètres  variables 
fjif  V,  ff  comme  composant  un  nouveau  genre  de  coordonnées.  Un 
point  de  l'espace  est  alors  donné  par  Tintersection  d'un  ellipsoïde  et 
de  deux  hyperboloïdes,  Tun  à  une  nappe ,  et  l'autre  à  deux  nappes, 
ayant  tous  trois  les  mêmes  foyers,  B,  B',  C,  G'. 

Je  donnerai  aux  trois  variables  ft,  v,  f ,  le  nom  de  coordonnées 
elliptiques  ;  et  j  appellerai  surfaces  homofocales  toutes  celles  qui  sont 
représentées  par  les  équations  (5). 

Les  trois  coordonnées  orthogonales  x ,  jr,  z,  sont  liées  aux  coor- 
données elliptiques ,  fi,  v,  p,  par  Téquation  (5),  ou  par  les  suivantes, 
que  Ton  obtient  par  des  éliminations  convenables  : 

Îbc  .  X  ^=  fz  V  p, 
b\/c'  —  b*.jr  =    \/At'  —  b'  0^^r^i  v/ÂTZT^, 
c\/c^--b^.z  =    \/fjL*—c^    \/c^—  y"    \/?~rp: 

Ces  formules  démontrent  que  si  l'on  imagine,  en  un  point  quel- 
conque de  l'espace,  les  trois  surfaces  homofocales  (|ui  y  passent 
chacune  des  coordonnées  orthogonales  de  ce  point  sera  égale  au 
produit  des  trois  demi-axes  de  ces  surfaces  qui  ont  la  même  direc- 
tion qu'elle,  divisé  par  le  rectangle  des  deux  demi-distances  focales 
correspondantes  à  toutes  les  sections  principales  de  ces  mêmes  sur- 
faces, dont  les  plans  sont  parallèles  à  cette  coordonnée. 

S  VIL 

Les  plans  tangents  aux  trois  surfaces  (5),  au  même  point  {x,r,z  ) 
ou  (f6y  iff  p)f  ont  pour  équations 

^  +      ^'^      J.      ^^'      —  t 

/**    ^^   ^»—  é»  ^^  ^•  — c»  ' 

3rx      .       j-y     zz'       


ç*  b^  _  ^«  C»  —  ç» 
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ces  trois  jdans  sont  perpendiculaires  entre  eux ,  car  les  raleun  de 
^^Jff  ^f  données  en  /k,  r,  fj  par  les  équations  (6)  condaisent  aux 
identités 

,«çt  (,•  _  *•)  (A<.  —  ^')    •+■     (c»  ~  ,")  (c-  _  ^*)    —    ^  » 

Jïl  _         f t ô 

cV         (^'-c')(^'  -*•)         (^'  -  ()  (^'  -  c)  "•  ''^ 

relations  qui  expriment  que  les  cosinus  des  angles  de  ces  plans  sont 
nuls. 

Ainsi,  une  surface  quelconque  de  Tun  des  systèmes  (5)  coupe |K>r- 
malement  toutes  les  surfaces  des  deux  autres  systèmes. 

S  VIII. 

Considérons  particulièrement  un  des  ellipsoïdes  au  paramètre  /m, 
représenté  par  la  première  des  équations  (5).  En  un  quelconque  de 
ses  points  passent  deux  fayperboldides  ;  l'un  à  une  nappe  -et  l'autre  à 
deux  nappes  y  ayant  les  mêmes  foyers  que  cet  ellipsoïde ,  qui  sont 
perpendiculaires  à  sa  surface  ^  et  qui  se  coupent  conséquemment  sui- 
vant une  courbe  à  double  courbure  normale  à  lellipsoide  proposé; 
Soit  M"  un  point  de  cette  intersection  yoisin  de  M,  et  situé  sur  un 
second  ellipsoïde  infiniment  yoisin  du  premier  et  ayant  pour  para* 
mètre  ;*H-  cTft;  soit  MM'  ss:  JV,  et  représentons  par  «Tj:,  ^y^  cTz,  les 
projections  de  cet  élément  linéaire  sur  les  trois  axes.  Il  est  évident 
qu'en  passant  de  M  à  M' ,  y  et  p  restent  constants  ;  ^i  est  donc  la 
9nle  coordonnée  elliptique  qui  varie.  D'après  pda  les  équations  (6) 
donneront 

hcS'x  ==  ffS'fi'f 

On  en  condura  facilement  Vexpression  <I«  rélément  linéaire.... 

TimmU.  —  Mai  1837.  31 
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MM' 2=/^=  s/i'x^  +  jy* -H cTz';  on  trouve  ainsi,  toute  réduction 
faîte, 


Pareillement,  si  l'on  désigne  par  JV  l'élément  de  la  courbe  d'inter- 
section de  l'ellipsoïde  et  de  l'hyperboloîde  à  deux  nappes  aux  même» 
foyers,  qui  passent  en  un  même  pointy  on  aura 

Enfin ,  si  Jj"  est  Mément  de  la  courbe  d'intersection  de  Thyper- 
boloide  à  une  nappe  et  de  ^'ellipsoïde  homôfocaux  correspondants  h. 
un  même  point  de  l'espace ,  on  aura 


Si  donc  Sf  /,  ^\  représentent  les  longueurs  finies  Tariables  des 
courbes  d'intersection  aux  éléments  JV,  //,  ^/',  .f  variant  avec  n 
seulement,  /  avec  y,  /'avec  p,  on  aura  pour  déterminer  ces  trois 
fonctions  les  trois  intégrales  suivantes  : 


j  e  v^^*— *•  Vil**—  c»  '^^ 


(7)  //=    r-V/A>---->V>--e'^p 


/  _  r '  vVj~cm/!: -: 


^'-/. 


«• 


SIX. 


Toutes  les  courbes  /,  /',  suivant  lesquelles  un  même  ellipsoïde 
est  coupé  par  tous  les  hyperboloïdes  ayant  mêmes  foyers  que  lui ,  ne 
sont  autres  que  les  lignes  de  courbure  de  sa  surface.  Il  s'agit  ici  de 
vérifier  ce  théorème  important  :  les  équations  de  la  normale  à  l'eU 
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lipsoïde^  au  point  (x ,  jr  y  z),  sont 

/»'z(jk:' — x)  =  (f*'  —  c^)x{z' — z), 

si  cette  droite  est  rencontrée  en  {x\y,z^)f  par  la  normale  infini- 
ment voisine ,  correspondante  au  point  (x+  dx  fjr -{^  df  ^  z  +  dz) , 
on  devra  avoir 

/»•  (zdx  —  xdz)af+  c*x*dz    =  o , 
fj^*(xdx  —  xdj)x'+  l^x^djt  «  o; 

car  ces  dernières  équations  s'obtiennent  en  combinant  les  équations 
de  la  normale,  avec  celles  qu'on  en  déduit  par  la  differentiation  de 
x^  y^  z.  L'élimination  de  Tabscisse  aif  du  point  de  concours  supposé 
des  deux  normales  vcnsines  conduit  à  la  relation 


ou 


à  laquelle  doivent  satisfaire  les  différentielles  dx^dy^dzj  pour  que 
les  normales  voisines  soient  dans  le  même  plan.  Cette  relation, 
combinée  avec  Téquation  difierentielle  de  l'eUipsoîde,  représente, 
comme  on  le  sait,  les  lignes  de  courbure  de  sa  surface. 

Maintenant,  lorsqu'on  chemine  sur  une  des  courbes  s' ,  jj^et  p  con- 
servent les  mêmes  valeurs,  et  v  varie  seul  ;  alors  on  a  par  les  équa- 
tions (6) 

éIx df       4x  ^^^      >  d» 1»     ^ 

or  ces  valeurs  de  ~,  —,  —,  rendent  identique  lequation  (8);  les 

courbes  s*  forment  donc  un  des  systèmes  de  lignes  de  courbure  de 
rellipsoide. 

iPareillement  lorsqu'on  suit  une  même  courbe  /,  ft  et  y  restent 
constants,  et  f  varie  seul;  les  équations  (6)  donnent  alors 

21.. 
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^  —   ^^     ^ L —  — -  L . 


X 


expressions  qui  rendent  encore  identiqoûe  Téquation  (8);  les  ooarbes 
s**  forment  donc  le  second  système  de  lignes  de  courbure  de  Fellip- 
soïde. 

On  peut  énoncer  ces  propriétés  d'une  manière  plus  générale ,  en 
disant  que  toutes  les  surfaces  homofocales  de  deux  quelconques  des 
trois  systèmes  (5)  rencontrent  normalement  Mme  surface  courbe  quel* 
conque  du  troisième  système,  et  tracent  sur  elle  toutes  ses  lignes  de 
courbure. 

SX. 

Revenons  maintenant  à  la  question  physique ,. et  cberchops  quelle 
sera  la  loi  des  températures  stationnaires  d'une  enveloppe  solide  dans 
laquelle  les  surfaces  d'égale  température  seront  représentées  par  Tune 
des  trois  équations  (5).  Considérons  d'abord  le  cas  où  ces  surfaces 
sont  des  ellipsoïdes.  Il  faut  d'abord  trouver  la  valeur  de  la  fonction 
^  (A)  f  qui  rend  identique  Téquation  (a).  Si  l'on  pose  dans  l'équa- 
tion (4)»  et  dans  les  relations  que  nous  en  avons  déduites  par  la 
differentiation 


on  trouve 

"»—  —  ;?»    »  —  —  jprzrsy*    P o,«-cy' 

m«s=— —  m',    »•  =  —  — »',    «•  =  — JL«' 

et  par  suite 

(L  —  aTO)m'«+  m"nf  =  m"  (~^, 

(L  —  a»)  !»'•  H-  nV  =s  n"  (^4^, 
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d'où  l'on  conclut 

(s)  +'(^)  +(5)  ^.f^.      r'  ^-    V 


<f*A    .    rf'A    .   li*A 

55? 


ce  qui  donne^  pour  4  (A)  ou  4  (f^)- 

La  fonction  4  ^^ant  connue,  on  en  déduira  la  fonction  (p  en  inté- 
grant lequation   • 

ce  qui  donné 

(p(/i)  =   V/tf— ft*  VÂ?^^. 

La  température  Y  sera  enfin  donnée  ^  smt  par  Téquation  différen- 
tielle 

(9).  ^V^^rzrjî    V^-_c*=:A, 

soit  par  Féquation  int^prale 

(10).  V  a  A  P  -r=^  j ^  +  B. 

On  trouyera  aussi  que  pour  le  second  des  tr<Hs  systèmes  de  sur- 
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faces  d'égale  température  représentées  par  les  équations  (5),  on  a 


dV 


(9).  ï  V»'-**  N/c'-»'=A, 

Eofin,  dans  le  cas  où  Fenveloppe  solide  aurail  pour  surfaces  d'égale 
temperature  les  hyperboloides  à  deux  uappes  représentés  par  la 
troisième  des  équations  (5),  on  aur^ 

4  (f)  =  —  jr£7«  ^  T^zr^  » 
<p  (f)  =  VF=r^  yd^^\ 

(,o)....  V  ='a  f'    ,,       ^^,  +  B. 

Ainsi  la  température  stationnai re,  et  variable  d'un  point  à  Fautre, 
dans  les  trois  genres  d'enveloppe  dont  les  surfaces  isothermes  sont  du 
second  degré  et  homofocales;  est  exprimée  par  une  transcendante 
elliptique  de  la  première  espèce;  et  les  trois  variétés  de  cette  trans* 
cendante  correspondent  respectivement  aux  trois  cas  que  nous  avons 
considérés. 

S  XI. 

Nous  i^uvons  maintenait  vérifier  que  dans  chacun  de  ces  cas 
toutes  les  surfaces  isothermes  sont  traversées  par  la  même  quantité 
de  chaleur  dans  le  même  temps ,  lorsque  la  jbeix^pérature  varie  .dje 
l'une  à  l'autre^  suivant  les  lois  qui  viennent  d'être  trouvées. 

Considérons  d'abord  l'enveloppe  ellipsoïdale.  La  quantité  de  cha*^ 
leur  qui  traverse  l'élément  de  volume  compris  entre  deux  ellipsoïdes 
in^niment  voisins^  ayant  pour  paramètres  /Et  et  /l'^d/i,  et  les 
^courbes  s,  correspondantes  aux  différents  points  dp  périmètre  d'un 
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élémeat  deo^ ,  de  la  surface  de  Tellipsoïde  (  ju)|  aura  évidemment  pour 
expression 

K  étant  le  coefficient  de  la  conductibilité  intérieure  ^  de  la  matière 
dont  Tenveloppe  est  composée. 

Il  s'agit  d'intégrer  cette  expression  pour  toute  la  surface  d)e  Tellip* 
soïde  /Et;  or,  cette  intégration  pent  se  &ire  de  deux  manières:  en 
exprimant  l'élément  dm*^  en  coordonnées  orthogonales ,  ou  eb  coor- 
données elliptiques. 

En  employant  leç  coordonnées  orthogonales»  on  remarquera  d'a- 
bord que  Ss  est  égal  à  la  partie  de  la  normale  à  l'ellipsoïde  (/x) 
comprise  entre  les  deux  ellipsoïdes  qui  limitent  la  couche  considérée, 
en  sorte  que  siS'x^' Sjr^  J^,  sont  les  projections  de  ^s  sur  les  axes, 
on  a 

d'où 


cr,==^crxv/?+(7?iW 


+ 


04'—  C*)* 


OU,  en  "remarquant  que —  =  — ,  comme  l'indiquent  les  équations 
(6),  puisque  sur  la  courbe  s,.p  et  f  restent  constants 


ce  qaî  donnera 


^'       ^  t/it  +     -y     +  — £_ 
Quant  à  Télément  de  surface  di»*^  sa  valeur  est 


db-z»  ^rfarrfjr  \/f  +  ^^£ï^,  +  ^;;;~5-J 
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on  pent  donc  poser 

Oa  bien,  en  remarquant  que  Fequation  de  Tellipsoïde  donne 

on  aura 

V  '  ~  /IT»  "" /••— ^ 

L'intégration  de  cette  expression ,  par  rapport  à  ^ ,  conduit  à  l'in- 
tégrale indéfinie 

qui  doit  être  prise  de 
ce  qui  donne 

'^■ç ;; ^^' 

Enfin  l'intégration  par  rapport  à  jc,  de  (0:=—/*)  à  (x=+^), 
donne  définitivement,  eii  doublant  le  résultat,  pour  la  quantité  de 


chaleur  cherchée 


¥^%  V^^'~^    V^'— .^% 


4* 
ou,  en  vertu  de  J'équation  (9), 

47rKÂ. 

Cette  quantité  de  chaleur  est  donc  constante,  quel  q^e  soit  /^,  ou 
quelle  que  soit  la  couche  ellipsoïdale  considérée. 
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S  XII, 

En  employant  les  coordonnées  elliptiques ,  on  substituera  à  Télé- 
inent  da»»,  le  rectangle  «T^J^^',  et  Ton  aura  [équations  (7)], 

V 

Cette  expression  devra  être  intégrée  de  rss^à  ysc,  de  fso  à 
p^Bib^  et  ensuite  multipliée  par  8,  pour  avoir  la  quantité  de  chaleur 
cherchée,  qui  sera,  en  vertu  de  Téquation  (9)^, 

Sous  cette  forme  cette  quantité  totale  de  chaleur  est  encore  indépen- 
dante de  u,  ou  de  la  couche  ellipsoïdale  considérée. 
Son  expression  différentielle 


est  elle-même  indépendante  de  ft.  Ainsi ,  si  l'on  considère  à  travers 
lenveloppe  proposée,  un  canal  infînimeQt  délié,  ayant  pour  axe  une 
courbe  s^  et  pour  section  normale  le  rectangle  J's^J's",  dont  la 
grandeur  varie  avec  ft,  ou  d'une  couche  ellipsoïdale  à  la  suivante, 
ce  canal  laissera  écouler  une  même  quantité  de  chaleur  dans  le 
même  temps,  par  toutes  ses  jsections  normales;  et  ses  parois,  qui 
appartiennent  à  quatre  jhyperboloïdes  aux  mênies  foyers ,  infiniment 
voisins  deux  à  deux ,  ne  seront  traversés  pa^  aucune  molécule  calo- 
rifique. Sous  ce  point  de  vue,  pn  peut  appeler  ce  canal  unjilet  d!e 
chaleur,  et  la  différentielle  qui  précède  donne  la  dépense  de  ce  filet 
pendant  Tunité  de  temps. 

S  î^iii- 

Soit  toujours  d^^  yya  élément  de  la  surface  de  Tellipsoïde  (/et); 
la  quantité  (ùQ)  qui  le  traverse  sera  égale  à  la  dépeqse  du  filet  de 

Toffi«  II.  ^  Mai  iSS?.  32 
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section  cTj'JVS  multipliée  ] 
les  equations  (7)^  égale  à 


section  cTj'JVS  multipliée  par  le  rapport  j^^-,  ;  elle  est  donc,  d'après 


aQ  = 


»//«•  — fV^'  —  r 

Si  lelément  rA»*,  conservant  toujours  la  même  grandeur,  est  suc- 
cessivement placé  aux  extrémités  des  trois  axes  de  Fellipsoïde  (/^), 
l'expression  précédente  prendra  les  trois  formes  suivantes  : 

i*.  A  une  des  extrémités  du  grand  axe  a(Bi,  où  ar=  /a,  J  =  o, 
jz  =  o,  et  F  =  c,  p=  6,  elle  devient 


|/^»-.c»   V/^'—^*' 


2\  A  l'extrémité  de  Taxe  moyen,  où  ar=o,  r=  Vf**— *',  2=0, 
et  y  =  c,  p  =  o, 


A"Q  = 


1/;?=^' 


^  K/»' 


5*.  Enfin  à  lextrémitédu  petit  axe,  où  ar=o,  j=o,  z=  W— c», 
et  fssby  jd=:0, 

•  On  déduit  de  là 

a'Q  :  A"Q  :  a'"Q  ::  /i  :  V/x»  — i>-  :  >/J?^;^^% 

c'est-à-dire  que  lesjlux  de  chaleur  aux  extrémités  des  axes  dune 
même  surface  ellipsoïdale  dégale  température  ont  des  intensités  res- 
pectii^ement  proportionnelles  à  ces  axes. 


S  XIV. 

En  égalant  les  deux  expressions  trouvées  pour  la  quantité  totale  de 
chaleur  qui  traverse  une  surface  ellipsoïdale  quelconque  d'égale  tem- 
pérature ,  on  obtient 
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AT 


OU 


/•*  g^<f^ r<î  df 


OU  bien  encore 

Ces  relations  peuvent  se  démontrer  directement  {voyez  la  note  placée 
à  la  fin  de  ce  mémoire);  toutefois  la  facilité  arec  laquelle  elles  se  dé- 
doiscfnt  de  l'analyse  précédente  mérite  d'être  remarquée. 

Le  genre  de  coordonnées  fA,,  ¥,  p^  auquel  on  est  conduit  en  traitant 
la  question  physique  qui  nous  occupe ,  parait  même  devoir  fournir 
les  éléments  d'une  sorte  de  trigonométrie  elliptique^  dont  Tobjet  se- 
rait de  démontrer  géométriquement ,  et  d'une  manière  simple ,  quel- 
ques formules  qui  lient  entre  elles  les  différentes  espèces  de  trans- 
cendantes elliptiques.  Et,  comme  un  autre  exemple  de  ce  nouveau 
mode  de  démonstration ,  on  remarquera  que  le  volume  d'un  ellip- 
soïde {fi),  ou  le  produit  jt6  \//t* — b^  y//^* — c*  de  ses  trois  axes,  mul- 
tiplié par  l'TT,  doit  être  égal  à   huit  fois  l'intégrale  triple. 

ff/J'sJ's'J's",  prise  entre  les  limites  extrêmes  des  variables  indépen- 
dantes [if  V,  fi  ce  qui  conduit  à  Vintcgrale  suivante,  définie  en  v 
et  f,  indéfinie  en  ^,  .  ' 


J  0  J  hJ  b 


iV— >0  (>'— g')  G^'— g*)  df*dtd^ 


laquelle  peut  se  décomposer  en  une  somme  algébrique  de  triples  pro- 
duits de  transcepdantes  elliptiques. 
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S  xy. 

Dans  le  cas  de  l'enveloppe  dont  les  parois  sont  deux  hjrperboloïdes 
à  une  nappe,  ayant  mêmes  foyers  ^  la  quantité  de  chaleur  qui  tra- 
verse,  dans  l'unité  de  temps ,  le  parallélépipède  SsJ^s^'^  compris  entre 
deux  surfaces  d'égale  température  infiniment  voisines  ,  a  pour  ex- 
pression 

oU|  en  substituant  les  valeurs  de  J's,  Ss^,  j!s'^, 

n  -^  vi'  — ^  yc^p  ^—^,  ^^^^^  ^ j^^-  ^-_ , 

ou  enfin,  en  ayant  égard  à  l'équation  (9) , 

t/^»— **  |/k^c»  i/P^  Vc^--e  * 

elle  est  donc  indépendante  de  f,  et  par  conséquent  de  la  surface  iso- 
therme considérée. 

Ainsi ,  dans  le  canal  infiniment  délié  dont  Taxe  et  les  arêtes  sont 
des  courbes  /,  les  sections  cf  JcT/',  perpendiculaires  à  ses  parois  et  de 
grandeur  variable,  sont  toutes  traversées  par  la  même  quantité  de 
chaleur  dans  le  même  temps.  Ce  canal  forme  un  filet  de  chaleur  dont 
la  différentielle  qui  précède  exprime  la  dépense. 

Enfin  dans  le  cas  de  l'enveloppe  terminée  par  deux  moitiés  dTiy- 
perboloïdes  à  deux  nappes  aux  nkêmes  .foyera ,  la  quantité  de  chaleur 
qui  traverse,  dans  Tunité  de  temps,  le  parallélépipède  ^sS's*  est 


.rfV  t^ 


ou  enfin,  d'après  l'équation  (9),  : 
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V/^»_^»  iZ/i'—c»  /f«— 6*  V^c— / 


Cette  quantité  est  indépendante  de  f ,  ou  de  ce  qui  particularise  la 
surface  isotherme.  Ainsi^  dans  le  canal  aux  arêtes  /  toutes  les  sections 
S's'J's,  quoique  difTérentes^  sont  cependant  toutes  traversées  par  le 
même  flux  de  chaleur.  Ce  canal  est  donc  un  filet  de  chaleur  dont  la  dé- 
pense est  exprimée  par  la  différentielle  précédente. 

Il  résulte  de  ces  vérifications  que  les  équations  (io)«y  (10), ,  (lo)», 
représentent  réellement  les  températures  stationnaires  dans  trois  gen- 
res d'enveloppes  dont  les  parois  sont  des  surfaces  du  second  degré 
ayant  mêmes  foyers,  et  entretenues  chacune  à  une  température  cons- 
tante dans  toute  son  étendue^  mais  différente  de  Tune  à  Tautre  de  ces 
parois. 

s  XVI. 

Si  l'espace  solide  en  équilibre  de  température  était  terminé  par 
deux  paraboloïdes  de  même  espèce,  dont  les  axes  seraient  dirigés  sur 
la  même  droite,  et  dont  les  sections  principales  auraient  les  mêmes 
foyers ,  il  résulte  évidemment  des  différents  cas  qui  viennent  d*étre 
traités,  et  des  transformations  connues  pour  passer  d'une  espèce  de 
surface  du  second  ordre  à  une  autre ,  que  les  surfaces  d'égale  tempé- 
rature dans  le  solide  proposé  seraient  des  paraboloïdes  de  même  es- 
pèce que  les  parois,  et  assujettis  aux  rnêmes  relations  de  forme  et  de 
position. 

*  i  XVII. 

Si  b=zc  dans  les  équations  (5^,  la  première  représente  des  ellip- 
soïdes de  révolution  autour  de  leur  grand  axe,  et  les  ellipses  méri- 
diennes de  tousces  ellipsoïdes  ont  les  mêmes  foyers  ;  la  troisième  équa- 
tion représente  des  hyperboloïdes  de  révolution  h  deux  nappes  ayant 
mêmes  foyers;  quant  à  b  seconde,  v  devant  toujoui^  être  compris 
entre  b  et  c,  on  posera  c*  :==  ft* -f- Ai%  i^*  =  ft' -f- Ai-*,  Af»  et  Aft» 
étant  des  quantités  infiniment  petites,  dont  le  rapport  fini  peut  varier 
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avec  Ay*  ;  la  seconde  des  équations  (5)  deviendra  alors 


y*  =2' 


t^)' 


et  représentera  deux  plans  méridiens  quelconques  des  surfaces  de  ré* 
volution  des  deux  autres  systèmes. 

En  posant  6  =  c  dans  les  équations  (g),  et  (io)o,  elles  deviennent 


v=>v/;-ï^+B, 


pour  la  température  slationnaire  des  différents  points  d'une  enveloppe 
terminée  par  deux  ellipsoïdes  de  révolution  autour  de  leur  grand 
axe /ayant  mêmes  foyers,  et  entretenus  chacun  à  une  température 
constante. 

En  faisant  ^ssp  dans  les  équations  (g)^  et  (io)«,  elles  donnent 

pour  exprimer  la  température  variable  d'un  point  à  l'autre  d  une 
eaveloppe  solide  terminée  par  les  moitiés  de  deux  byperboloïdes  de 
révolution  à  deux  nappes,  ayant  mêmes  foyers. 


lu 

* 


S  XVIIl. 


Si  6  s=;so  dans  les  équations  (5)  ^  la  première  représente  des  eHîpr 
^des  de  révolution  autour  de  leur  petit  axe ,  dont  les  ellipses  méri* 
dienn^  ont  toutes  les  mêmes  distance^  focales;  la  seconde  représente 
des  byperboloïdes  de  révolution  à  une  seule  nappe  ^  assujettis  à  la 
même  relation  de  forme  et  de  position;  quant  à  la  troisième^  p  dei- 
yant  toujours  .être  moindre  que  6^  on  y  substituera  à  b^  et  ^  deux 


Digitized  by 


Google 


PURES  ET  APPLIQUÉES.  171 

quantités  infiniment  petites  Ab*  et  Af';  elle  deviendra  alors 


^;—    l)x»=:^% 


(ï 


et  représentera  deux  plans  méridiens  quelconques  des  surfaces  de  ré* 
voiution  des  deux  antres  s jstàmes. 
En  posant  b=so  dans  les  équations  (9),  et  (io)«,  elles  deviennent 

^M  W  — ^*  =  A, 
V  =  ^  arc  (cos  =  ^)  +  B, 

Telle  est  la  loi  des  températures  dans  une  enveloppe  solide  terminée 
par  deux  ellipsoïdes  de  révolution  autour  de  leur  petit  axe ,  dont  les 
coupes  méridiennes  ont  les  mêmes  foyers,  lorsque  chacune  de  ces 
parois  est  entretenue  h  une  température  constante  ^  mais  différente  de 
lune  à  l'autre  paroi. 

En  faisant  6  =  0  dans  les  équations  (9),  et  (10),^  elles  donnent 

dV       . 

^Fv/c*  — ^•  =  A, 

V  =  Alogf j hB\, 

pour  la  loi  des  températures  stationnaires  d^une  enveloppe  solide 
terminée  par  deux  hyperboloïdes  de  révolution  à  une  nappe ,  assu- 
jettis aux  mêmes  relations  de  température  et  de  forme  que  les  paroi» 
du  cas  précédent. 

Il  est  remarquable  que  dans  Tenveloppe  ellipsoïdale  de  révolution 
autour  du  grand  axe ,  dont  la  surface  est  évaluable  en  arc  de  cercle  , 
la  température  soit  exprimée  par  un  logarithme  ;  tandis  qu'au  con- 
traire, dans  Fenveloppe  formée  par  la  révolution  de  deux  ellipses 
homofocales  autour  de  leurs  petits  axes ,  dont  la  surface  est  donnée 
par  logarithmes,  la  température  est  inversement  exprimée  par  un 
are  de  cerde. 
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S  XIX. 

Si  Ton  considère  le  cône  comme  la  limite  d'un  hyperboloïde  à  une 
nappe  ou  à  deux  nappes,  on  peut  déduire  de  l'analyse  précédente  la 
loi  des  températures  stationnaires  de  tous  les  points  d'une  enveloppe 
dont  les  parois  seraient  deux  cônes  obliques  du  second  degré ,  ayant 
le  même  sommet  et  leurs  sections  principales  siluées  sur  les  mêmes 
plans  ^  lorsque  ces  deux  parois ,"  entretenues  chacune  à  une  tempéra- 
ture uniforme  et  constante ,  ont  entre  elles  cette  relation  de  forme, 
qu'elles  sont  asymptotique^i  deux  byperboloïdes  aux  mêmes  foyers. 
Les  surfaces  d'égale  température  seraient  alors  des  cônes  de  la  même 
famille,  ou  des  cônes  asymptotiques  à  des  hyperboloïdes  ayant  les 
mêmes  foyers  que  ceux  avec  bsquels  les  parois  coniques  se  confondent 
infiniment  loin  du  sommet, 

Mais  comme.il  est  impossible  d^  réaliser  des  circpnstances  physiques 
semblables,  à  cause  du  flux  de  chaleur  qui  devrait  avoir  lieu  au  som^ 
met,  sur  une  épaisseur  nulle,  et  qui  serait  infiniment  grand  compara- 
tivement au  flux  qui  traverserait  toute  autre  partie  de  Tenveloppe ,  je 
me  dispenserai  de  discuter  plus  longuement  ce  cas  particulier  ;  je  ne 
l'offre  ici  que  comme  une  limite  offerte  par  l'analyse,  et  qui  pourra 
jeter  quelque  jour  surja  manière  de  considérer  le  cône,  toutes  les 
fois  qu'on  voudra  étudier  l'équilibre  et  le  mouvement  des  agents 
pljysiques  dans  son  intérieur. 

Pour  représenter  analytiqiiement  ce  cas  singulier,  il  faut  supposer 
À  et  c  nuls  dans  équations  (5),  sans  que  le  rapport  -  le  soit;  la  pre- 
mière de  ces  équations  représente  aljors  cjles  sphères  concentriques, 
mais  que  Ton  doit  considérer  ici  comme  les  limites  d'ellipsoïdes  à  axes 
inégaux,  dont  les  quatre  foyers  sont  inflniment  rapprochés ,  sans  se 
confondre  cependant  :  la  seconde  et  la  troisième  des  équations  (5) , 
dans  lesquelles  on  pourra  remplacer  i»,  p,  6 ,  c,  par  6v, ,  îfjo,,  êb^ ,  «c,, 
é  étant  infiniment  petit  ou  nul ,  et  r, ,  p, ,  ^^ ,  c„  des  longueurs  finies, 
représenteront  alors  des  cônes  assymptotiques  à  des  hyperboloïdes  k 
une  et  à  deux  napes ,  ayant  les  mêmes  plans  de  sections  principales 
^t  les  mêmes  foyers. 
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Il  sait  de  là  que  si  Ton  iraagioe  les  dtvtx  séneft  d'hyperboloïdes  à 
une  et  k  deux  nappes  représentëeB  pat  iesdeax  demières  équations  (5), 
les  traces  de  leurs  cènes  asjrmptoliques  sur  une  même  surface  sf^é- 
rique ,  ayant  son  centre  k  leur  sommet  commun ,  fortneront  deux 
systèmes  de  courbes  i  double  courbure  qui  se  couperont  à  angle 
droit. 

S  XX. 

Pour  traiter  le  cas  de  l'équilibre  de  température  d'aune  enveloppe 
cylindrique,  dont  les  parois  et  les  surfaces  isothermes,  coupées  per- 
pendiculairement aux  arêtes,  donneraient  des  courbes  du  second  de- 
gré ,  il  faut  chercher  la  rdation  qui  doit  exister  entre  les  fonctions  m  et 
n  du  même  paramètre  variable  A ,  pour  que  Féquation 

représente  un  système  de  surfaces  d'égale  température*  On  est  alors 
conduit  aux  deux  systèmes  suivants  : 

i    4.    — i B8    1, 

fé  fé   —c 

qui  représentent  deux  séries  de  cylindres ,  les  uns  à  base  elliptique  , 
les  autres  à  base  hyperbolique,  qui  ont  cela  de  commun  que  leuis  traces 
sur  un  même  plan  perpendiculaire  à  leurs  arêtes  sont  toutes  des  cour-^ 
bes  du  second  degré  ayant  les  mêmes  foyers.  Les  traces  hjrperboliques 
coupent  à  angle  droit  toutes  les  traces  elliptiques,  etc. 

On  trouve  alors  pour  la  loi  des  températures  de  l'enveloppe  cylin- 
drique indéfinie  à  base  elliptique, 

V-Œ  Alog(>i  +  \/Af  ~  c)  +  B; 
et  pour  le  cas  de  la  base  hyperbolique 


dV 


V  s»  Aarc(Ma  = '-)+  B. 

Ton.  II — Mai  18)7.  23 
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Je  crois  inutile  d'entrer  dans  plus  de  détails  sur  ces  nouyeaux 
exemples  ;  la  discussion  du  cas  plus  general  que  j'ai  traité  le  premier 
ne  permet  pas  de  douter  de  l'exactitude  des  lois  indiquées  par  les 
équations  précédentes. 


SECONDE  PARTIE. 
§  XXI. 

Les  coordonnées  elliptiques^  qui  sont  indiquées  par  l'analyse  ma- 
théo^atique  de  l'équilibre  de  la  chaleur  dans  les  corps  que  j'ai  consi- 
dérés, donnent  le  moyen  de  traiter  le  cas  plus  général  des  tempéra- 
tures stationnaires  d'un  corps  plein  ou  d'une  enveloppe  solide  creuse, 
dont  les  parois  seraient  des  surfaces  du  second  degré ,  auxquelles  ser- 
raient immédiatement  appliquésdes  foyers  connus,  mais  variables  d'un 
point  à  l'autre  de  ces  parois  ;  ainsi  que  le  cas  du  refroidissement  de 
ce  corps  ou  de  cette  enveloppe ,  lorsqu'elle  est  exposée  à  des  circons- 
tances calorifiques  de  même  nature. 

En  exprimapt  l'équation  générale  au  moyen  des  coordonnées  dont 
il  s  agit,  on  parvient,  comme  dans  les  cas  traités  jusqu'ici,  à  ramener 
la  solution  complète  de  la  question  à  l'intégration  d'équations  aux 
différences  ordinaires  ^  en  sorte  que  la  seule  difficulté  qui  s'oppose 
encore  à  l'évaluation  numérique  des  températures  ne  consiste  plus 
qu'à  intégrer  ces  dernières  équations  au  moyen  de  séries  suffisam- 
ment convergentes. 

Ces  équations  aux  différences  ordinaires  prennent  leur  forme  la 
plus  simple  et  la  plus  commode  ,  en  substituant  aux  coordonnées  el- 
liptiques un  autre  genre  de  coordonnées,  qui  a  encore  un  rapport 
plus  direct  avec  la  question  physique.  Si  Von  considère  séparément 
les  trois  systèmes  conjugués  et  orthogonaux  de  surfaces  isothermes 
comprises  parmi  les  surfaces  du  second  degré,  la  température  est 
exprimée,  dans  chacun  de  ces  systèmes,  par  une  transcendante  ellip- 
tique de  première  espèce.  Or,  les  nouvelles  coordonnées  dont  il  s'a- 
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gil  sont  les  trois  transcendantes  elliptiques  qui  expriment  les  tempéra- 
tures stationnaires  dans  les  trois  cas. 

L'objet  de  cette  seconde  partie  est  de  démontrer  les  deux  proposi- 
tions que  je  viens  d'énoncer» 


S  XXIf. 


Je  considérerai  d'abord  le  cas  général  de  l'équilibre  des  températures 
dans  un  corps  solide  homogène  »  terminé  par  d^s  sur&ces  du  second 
degré  horoofocales. 

Soient  €  y  »»  ^,  les  intégrales  qui  constituent  les  parties  variables 
de  la  température  y  dans  les  équations  (10)0,(10),,  (lo)»^  de  la  pre- 
mière partie  de  ce  mémoire ,  lorsque  les  surfaces  isothermes  sont 
ou  des  ellipsoïdes ,  ou  des  hjrperboloïdes  à  une  nappe ,  ou  des  hyper- 
boloides  â  deux  nappes,  tous  ayant  les  mêmes  foyers.  Soit  de  plus 
y^a>^>  ^•>ô  et  <€r,  f« < 6,  les  limites  inférieures  des  intégrales  c, 
yif  ^  f  ou  les  valeurs  des  variables  pour  lesquelles  ces  intégrales  sont 
nulles,  on  aura 


(>■) 


d^ 


df 


Il  s*agit  maintens^nt  de  prendre  $,  n,  ^,  pour  les  trois  variables 
indépendantes  de  la  température  Y,  qui  rapportée  aux  coordonnées 
Xfjr^z,  doit  vérifier  l'équation  (i).  Pour  cela,  il  faut  d'abord  trans- 
former cette  dernière  ^nation  en  opordoimées  elliptiques,  fi,  Vjp.    : 

En  effectuant  cette  transformation ,  on  se  rappellera  que  les  équa- 
tions obtenues  en  égalant  à  des  constantes  les  trois  fonctions  fi^Pf  f, 
représentent  (en  coordonnées  rectangulaires)  trois  surfaces  qui  se 
coupent  orthogonalement ,  en  sorte  que  l'on  doit  poser 


a3.. 
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dx   '  dx"^  dy    '  dy"^  di    '  €Û  "  ^' 
dft       1^  _t   ^       i  j_  *''*       i 

dx  •  rfr  "**<(r  *  «ir  *'■  5i  •  S  ™  ® ' 

*       ^  _i    f^       df        d,        d( 

dx   '  dx"^  4y   '  TS-'^H    '  di  ^  ^' 

On  a,  en  regardant  /u,  »,  p,  comme  des  fonctions  dex^j-,  z, 
<ir  dft  dx  "*"  d,  dx  "^    dfdx* 

.    rfVrf>        rfVrf,         rfv^i», 

ot  par  suite ,  en  omettaot  les  termes  qui  se  détruisent , 


rf'V  ■   <f*v      <f y 
</x'  ■*"  4r'  "*"  "3? 


.0^) 


Or   les  fonctions  ^,  ,,  p,  vérifient  l'équation  (a)  en  pi^nant  pour 
4(W>  4(»';»  4Cr;  tes  expressions  qui  conduisent  aux  équations  fo) 
et  qui  sont,  ^^^* 

Oq  a  donc 
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et  en  verta  des  équations  (6) 
d'où  enfin 


i(^  j-  ^f^Y  -u  (^  est  (/**~c')(^*— »•) 
W/  "^  \4rJ  "^  W/       (^•-«''")  ('*  —  «')  * 
rîîLV  ^  /^f!^Y  -*-  /^Y  -  (ilziçUf!-  «•) 

Les  équations  (i 5)  et  (i4)  donnent  le  moyen  d'éliminer  x,  y,  z  , 
dans  réqnation  (tai),  qui  devient  alors 


(i5)   \  _v'i.»~.6*  n/c*^i»' — — r^ 
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On  enfin ,  en  rapportant  la  temperature  Y  aux  coordonnées  e , 

On  doit  considérer  dn^  oette  équation  fi,  f  f  f,  comme  des  fonc- 
tions de  c,  vif  i;,  données  par  les  formules  (ii)«  Il  s'agit  maintenant 
d'intégrer  cette  dernière  équation  (i5)  bis^ 

S  xxm. 

Les  formules  (i  i)  donnent 

D'où  l'on  conclut  les  identités  qui  suivent  ^  lesqMelles  sont  importantes 
pour  la  question  qui  nous  occupe  : 

f('--rt(ï)"+«'-r-)(7;)"+(''--'-)(â)' 
(M         -[fi--  .■•)  ('!i^^^)'=  (>*-rt  (e'-f)  (''•-'•) . 
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11  moite  de  là  que  si  E,  Y,  X,  sont  des  fonctions ,  la  promièt^e 
dec  seulement,  la «ecotide  de  d ,  la  troisième  de  f ,  satisfaisant  aux 
équations  difii^rentielles  liiiéaires  du  aecond  tjjrdre  suivantes  : 

oil  If ,  Qf  R,  sont  des  paramètres  indéterminés  et  constants.  L'é- 
quation  {jS)bis  deviendra  en  y  posant  V  s=  EYX  , 

(.V— P*)(At*-p-)0x*-FO(P  +  Q  +  R)  =  o, 

et  sera  satisfaite  si  l'on  établit  entre  P,  Q^  R,  la  relation 

(18)  P  +  Q4.R=^o. 

On  pourra  donc  prendre  pour  une  intégrale ,  la  plus  générale  de 
l'équation  (i5)  bis,  une  série  de  la  forme 

V  =  2A.EYX, 

A  étant  un  coefficient  constant,  et  chaque  terme  de  cette  série  corres- 
pondant à  un  sysÉème  particulier  ds  valeurs  de  PyQ,  R,  vérifient 
réquation  (i8)«  *  . 

S  XXIV. 

Les  parois  du  corps  solide  proposé  sont  représentées  par  des  équa- 
tions très  simples  dans  le  système  de  coordonnées  actuel  >  puisque 
ces  parois  sont  par  hypothèse  des  surfaces  sur  lesquelles  une  des 
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capvdoaaées  est  constante.  L'iatégrâle  (19)  de  V  se  prêtera  donc  faci* 
lement  a  l'introduction  des  conditions  données  die  la  surface. 

Il  est  aisé  de  Toir^  d'apria  cdai  qfae  tons  les  ca^  d'équilibre  de  tem^ 
pérature  des  corps  ou  des  enveloppes  solides  terminés  par  des  surfaces 
du  second  degré  soumises  à  des  sources  conttnes  de  chaleur  et  de 
froid,  sont  ramenés  à  l'intégration  des  équations  anx  ditférentes  or- 
dinaires (17),  qui,  en  rertû  de  Téquation  (18),  peuvent  se  mettre 
sous  la  forme 

Ç  +  [-Q^'(C-p')-R^(*'-f»)3X=o,    ■ 

en  y  regardant  fi,  p  ^  p,  comme  respectivement  fonction  de  i,  m,  ^, 
d'après  les  formules  (i  i)  ;  ou  en  /m.,  y,  p  : 

4-  [QA*  (/*'— c»)  H-  Rc*(At«— *•)]  £= o, 
4.  [Qb*  Cè«—  »•>—  Kc«(»*— *•)]  Y  âe  0 , 

'  §  XXV.    '■ 

Le  ttts  dtt  vdiroidkBemeait  d'an  o>t*i»  aoUde  bomogène  teranné 
par  des  surfEices  du  second  degré  homofocales ,  peut  pareilleaient  se 
ramener  k  l'inlj^gration  d'équations  aux  différences  onlinaires 

La  formnle  générale  connue 


«W  ,  l^v      rf»v -rfv 


devient  en  f*f  ' ,  f 
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v/fi»— cV/»'— *• 


<fi/^'-^  i//*'-**0 


(^.•)(-^-f) 


et  en  € ,  n ,  ^ 

en  regardant  ici  ft,  y ,  p,  comme  respectivement  fonction  de  c,  )i,  ^ , 
d'après  les  équations  (i  i). 

Or  on  satisfera  évidemment  à  cette  derni^  équation,  en  posant 

V  =  SAe""^'  .ETX. 

Les  fonctions  E,  Y^  X,  vérifiant  les  équations  différentielles  (17) ^ 
dans  lesquelles  les  constantes  P,  Q^  R,  seront  liées  au  paramètre  0*, 
par  Téquation 

p^.Q^.R  +  0*  —  o. 

Il  est  facile»  si  on  le  trouve  convenable,  de  rétablir  dans  ces 
équations  les  coordonnées  /»,  p,  p}  elles  prennent  alors  des  formes 
analogues  aux  équations  (17)  1er;  les  derniers  termes  sont  seuls  plus 
compliqués. 


Tome  II.  —  Mai  1837. 
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§  XXVI. 

Dans  l'état  actuel  de  l'analyse  mathématique,  toutes  les  équa- 
tions différentielles  (17)  ne  sont  pas  intégrables  d'une  manière  assez 
simple,  ni  assez  commode , 'pouf  qu'il  pût  être  intéressant  de  pous- 
ser ici  plus  loin  la  discussion''  des  cas  généraux  qui  précèdent.  Je  me 
contenterai  d'avoir  fait  voir  que  l'analyse  de  ces  questions  physiques 
ne  dépend  plus  que  de  l'intégration  d'équations  aux  différences  or- 
naires  linéaires  et  du  second  ordre.  

S  XXVII. 

Les  équations  aux  différences  ordinaires  auxquelles  on  est  con- 
duit en  cherchant  à  traiter  les  cas  plus  particuliers  de  l'équilibre 
et  du  mouvement  de  la  chaleur  dans  les  ellipsoïdes  de  révolution , 
ou  dans  nn'prisme  à  base  elliptique,  se  déduisent  facilement  de 
calculs  plus  simples,  mais  analogues  aux  précédents;  je  me  dispen- 
serai de  les  présenter  ici. 

Je  ferai  remarquer  toutefois  que  le  cas  de  l'équilibre  des  tem- 
pératures de  relUpsQide  4le  révc^tion  autour  de  son  grand  axe, 
lorsque  les  foyers  de  chaleur  et  de  froid  auxquels  il  est  exposé  sont 
placés  symétriquement  par  rapport  a  cet  axe,  est  exprimé  par  l'équa- 
tion 

qui  peut  s'intégrer  assez  facilement,  comme  M.  Poisson  l'a  fait  voir 
dans  un  de  ses  mémoires  sur  le  son« 

.      \  .    SXXVIIL 

Le  cas  de  l'équilibre  calorifique  d'un  cylindre  indéfini  à  base  ellip* 
tique  se  présente  sous  une  forme  très  simple  9  en  employant  pour 
coordonnées  les  fonctions 
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qui  expriment  les  lois  de$  températurëè  Statiôhnaîres  sar  les  cylin- 
dres elliptiques  et  hyperboliques ,  homofocaux  et  isothermes,  que  j'ai 
considérés  à  la  fin  dé  la  première  partie  de  ce  mémoire;  Téquation 
que  la  fonction  Y  doit  vérifier  se  réduit  alors  à 

En  sorte  que  le  cas  général  du  cylindre  à  base  elliptique  ou  hy- 
perbolique, en  équilibre  de  température,  peut  se  ^traiter  avec  la 
même  facilité  que  celûf  correspondant  dû  prisme  à  base  rectangu* 
laire,  dont  la  solution  est  connue. 

$  XXIX. 

Ainsi ,  4a  connaissance  des  surfaces  isothermes  du  second  ordre , 
et  celle  des  lois  qui  lient  les  températures  stationnaires  sur  ces  sur- 
faces, indiquent  à  l'analyse  le  genre  de  coordonnées  qu'il  convient 
d'employer  pour  traiter  les  cas  plus  généraux  de  l'équilibre  et  du  mou- 
vement de  la  chaleur,  dans  les  corps  ou  les  enveloppes  solides,  ter- 
minés par  des  surftM:çs  du  fcjppnd  oi^dfe.^ep.jqfm^act  #yeç.  ^^  Siçnw^s 
constantes  ae  chaleur  et  de  fit>id.  C'est  ce  que  je  m'étais  proposé  de 
démontrer  dans  cette  seconde  partie. 
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NOTE  DE  M.  POISSON 

RELATIVE  AU    MÉMOIRE  PRÉCÉDENT. 


'  La  première  équation  du  paragraphe  XIV,  savoir  : 
(I)  r  r  {y'-x')4fàx  ^       . 

peut  se  changer  en  celle-ci , 


w 


j!:él. 


p^  dx '/*« 

J  o     |/(^— ar«)(c»— ar«)    J  h      |/ CT*— *')(c'— r^X 

/**  x^dx  rc  dy 

o      |/(ô*— x')(c»— ar»)     y*      ^(^»— ^•)(c»— J-»  )  *^"*'* 

Pour  la  Térifier,  je  fais  d^'abord 

x=zbmn^f        dx  :=^b  cosçdpf        àssac; 

les  Uiuites  rslati^es  à  ^,  qui  répondent  à  x=  o  etar  =  3,  seront  ^=so  et  ^  =  J  sr; 
et  d'après  les  notations  connoes  de  Legendre ,  il  en  résultera 

Jo    l/(l«— ar»)(c'— a:*)        c^o       V^.i_a*8in*<^        c    '^' 

/**  x*dx r^ir  dp 

o  |/(ôa^jc»)(c>_jc»)    ~   J  o  ^i-*a'sin*^ 

-^cJ'^Z  j/i  —a» sin*#  ^f^ssc^.â— E.a). 
Je  £Buis  ensuite 

^p^— ^  a  cof.6,  7*  =  c»  —  (c'— *•)  sin««, 

^^^ (c--^^>)sin6eosfld8  ^_,.=  ^.., 

y^c»— (c*— 6*)sin«e  , 
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les  limites  relatiTes  à  y^  qui  répondent  à  j^  ^  &  et  ^  ss  c,  seront  6=  \w  et 
&  =  o  ;  en  les  intervertissant  et  changeant  le  signe  de  Tint^ale ,  on  aura 

.     r  ^J"  ^^  fi'  àB  _,^^ 

J  b  y/{j  •_^«)(c»— ^)        cjo  •i_«»sin»#  ^    *' 

Au  moyen  de  ces  transformations  t  l'équation  (%)  devient 

(3)  F,ûE,#  +  F,«E;û  -  F,aF,«  =  ^m-  ; 

et  en  observant  que  les  modules  a  et  «  sont  complémentaires ,  on  voit  qu'elle 
coïncide  avec  une  équation  trouvée  par  Legendre  (^. 

La  dernière  équation  du  paragraphe  XIV  devant  subsister  pour  toutes  les  va- 
leurs deft,  et  ayant  lieu  évidemment  pour  ^  s=  o ,  il  suffira  de  vérifier  sa  diffé- 
rentielle par  rapport  à  /•,  ou  y  ce  qui  est  la  même  chose,  f  équation 

J  oJ  h       v^(ft»_-a:»)(c*— a:*)Cr*— fr'XC— ^)  s-f- ^    "r    /-r« 

Elle  se  décompoM  en  trois  autcai ,  aavoir  : 

La  première  est  la  même  que  l'éqaatiop  .(')>  cp'on  vient,  de  vérifier;  les  deux 
antres  penvent  s'écrire  ainin  :      , 


(^  IViM  iu/oiietl«m$  «UjptffM»,  bwM  1%  p«g*  60. 
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/•*   dx r«  jr4d/        

/^* x'^to r^ jr^dj 

Jo       |/(ft*-.x»)(c*— *•)    ^ft    l/(j^— *')(«•— J-')      • 

[    D'après  les  transformations  précédentes  ;  on  a 

rh  x^dx  -     ^^i^^JiF.      *     sm4^ 

Jo      ^(b*'*^x*  )  (e*— a*  )  Jo        V^i— a*6in*^ 

En  iM^prant  par  parties ,  et  ayant  égard  aux  limites ,  on  a  aussi 

J  o       y  i  — ii^sm*^  i^J  o 

et ,  par  conséquent , 

o        ]/ 1 — ifûn^        Jo      t/i—a'sinV 

_a(i+a')riir      rin*»<»  .^i^àf.        <^ 

<»•     Jp      l/i— a'sin*^       «V  o      t/i*-4i^in'0 

sin4»<» 


^^    J  o    '  i/i^-a»sin> 


d'où  l'on  déduit 
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~     3a*  Jo 


l/i— fl'sin*^ 


£n  même  temps  j  on  a 


Jo     ^  '  Jo        1/1— ii'sin'e 

—ace»/'    —.-=====—==• +*7 ^ 

Jo         i/i— «e'8m*d  J  <^ 


o       v/i— ii*8in»9  ' 


/*>        singed»        _    2(i+#«)     r\w         sin^Bm 

i_r^      ^^ 

3«Vo       V^i— ««sm'i 


d'où  l'on  conclut 


o     '  3     Jo        |/i— #•( 


'sin*e 


an'(ii'— a)   /">        Bin^i 


/4ir        sin'^dft 
o       |/i — flt*8in*« 
a(i+ii*)    r-V      ^ .^        fl*    r^ir  oS 

Gela  étant  j  en  employant  les  notations  de  Le((endre ,  on  aura 

Jo      v^(6*— ar*)  (c*— X')  3  *  3 


/; 


et  comme  on  a  trouvé  précédemment 
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/•»  dx-  -  2-ta 

C-  x*dx  ,„       „ 

r  ^-^  '  r  I 

lea  éqoatiout  (4)  deviendront 


-y-  («  +«*)  (F.«E.«  +  F.«E,a-F.«F.-)  =  |,(6«  +c«), 
-3-  (  F,flE,«  +  F,«E,a  —  F.aF,#)  =  ^^ftV  ; 


ce  qui  coincide  ;  à  cause  de  6  =  ac,  avec  l'ëquation  (3)  cîtëe  plus  haut. 
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A  MMVyin^nMIWWlMl^M^MMiMAfV^^  W* 


/addition  à  la  Note  de  M.  Poisson^  insérée  dans  le  Numéro 
précédent  de  ce  journal  (*)  ;  par  F  jouteur. 


L'article  du  Journal  de  M.  Crelle,  auquel  cette  note  se  rapportCi  a 
pour  titre  :  Nota  de  erroribus  quibusdam  geometriciSj  qui  in  iheoriâ 
fonctionùm  leguntur.  Parmi  ces  erreurs^  on  cite  textuellement  deux 
passages  du  neuvième  chapitre  de  la  seconde  partie  de  la  Théorie  des 
fonctions  ancdytiques.  Or,  j'ai  dit  dans  ma  note ,  et  je  tnaintiens,  que 
ces  deux  passages  sont  parfaitement  exacts  ;  et  je  pense  que  d'est  en  se 
méprenant  sur  leur  veritable  signification  qu'on  a  pu  les  croire  erro* 
nés.  Bien  entendu,  je  suis  loin  d attacher  une  grande  importance 
soit  à  cette  méprise  d'un  illustre  géomètre ,  soit  à  la  remarque  que 

j'en  aï  faite. 

Avant  de  citer,  dans  son  article ,  ces  deux  passages  du  chapitre  IX , 
Fauteur  avait  d'abord  rappelé  le  numéro  55  du.  chapitre  Yll.  Mais  ce 
qui  est  contenu  dans  ce  numéro ,  exact  ou  non ,  n'a  aucun  rapport 
avec  les  propositions  du  chapitre  IX.  Celles-ci  sont  relatives  aux  lieux 
des  centres  des  sphères  osculatrices  d'une  surface,  suivant  la  direction 
et  dans  toute  la  longueur  d'une  ligne  tracée  sur  cette  surface  ;  dans 
les  numéros  55  et  56  du  chapitre  VII,  Lagrange  considère,  au  con- 
traire les  lieux  des  centres  des  cercles  osculateurs  d'une  ligne  plane 
ou  à  double  courbure  ;  et  ces  deux  lieux  géométriques  sont ,  en 
général^  essentiellement  distincts,  et  ne  coïncident,  pour  une  même 
ligne  donnée  ]  que  dans  des  cas  parlîculîers. 

Ayant  seulement  voulu  montrer  dans  ma  note  qu'il  n'y  a  aucune 


{*)  Là  preniière  partie  de  ceUe  Addition  a  été  éarite  à  l'occasion  des  remarques 
qu'un  meml»:e  de  l'Acadéinie  a  Wtcs  daos  U  séapce  du  1 7  ayril  dernier,  sur  la  np  ta 
dont  il  8*agit, 

Toipe  n.  —  Mai  1837.  ^^ 
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erreur  dans  les  deux  passages  cités  du  chapitre  IX ,  je  n^ai  point  eu  à 
m'occuper  du  numéro  55  du  chapitre  VU ,  et  je  me  suis  dispensé  d'en 
parler.  Mais  il  est  vrai  de  dire  que  l'analyse  contenue  dans  ce  numéro 
et  dans  le  suivant^  présente  quelque  chose  d'incomplet,  et  même 
d'équivoque*  Lagrange  détermine  la  condition  pour  que  les  centres 
des  cercles  osculateurs  d'une  courbe  donnée  forment  une  développée 
proprement  dite,  c'est-à-dire  une  ligne  dont  les  tangenres  coupent  k 
angle  droit  la  courbe  proposée  ;  puis  il  dit  que  les  courbes  planes 
satisfont  toujours  à  cette  condition  ;  mais  il  n'ajoute  pas  qu'elle  n'est 
remplie  que  pour  elles  seules  ;  et  cette  omission  pourrait  faire  croire 
qu'il  ne  serait  pas  impossible  qu'une  ligne  à  double  courbure  eût  pour 
développée,  le  lieu  de  ses  centres  de  courbure.  Or,  non-seulement  on 
voit,  par  des.  considérations  géométriques  très  simples,  que  cette 
propriété  n'appartient  qu'à  des  courbes  planes;  mais  Lagrange  pouvait 
aussi  le  conclure  de  différentes  manières,  de  sa  propre  analyse,  et« 
par  exemple,  en  montrant,  comme  M,  Lacroix  dans  son  Traité  du 
Calcul  différentiel  (^),  que  l'équation  différentielle  du  troisième  ordre, 
qui  doit  être  satisfaite  pour  que  cette  propriété  ait  lieu,  revient  à 
celle  qui  exprime  que  trois  éléments  consécutifs  quelconques  de  la 
courbe  proposée  sont  dans  un  même  plan  ,  ou  que  cette  courbe  est 
plane.  A  la  fin  du  chapitre  VU ,  Lagrange  se  borne  à  renvoyer,  pour 
de  plus  grands  détails  sur  oe  qui  concerne  les  développées,  au  Mémoire 
de  Monge ,  où  leur  théorie  est  exposée  dans  toute  sa  généralité. 

En  un  point  donné  M  sur  une  surface  quelconque,  le  parabolode 
osculateur,  qui  a  son  sommet  en  ce  point,  est  elliptique  ou  h/per-- 
bolique,  selon  que  les  deux  courbures  principales  de  la  surface  en  ce 
même  point,  sont  tournées  dans  le  même  sens  ou  en  sens  contraires. 
Les  rayons  de  ces  deux  courbures  étant  représentés  par  a  et  €,  et  en 
prenant  leurs  plans  et  le  plan  tangent  pour  ceux  des  coordonnées  or, 
^,  z,  la  normale  pour  axe  des  2,  le  point  M  pour  origine;  l'équa- 
tion du  paraboloîde  sera 

(*)  Voyez  la  première  édition  publiée  en  1 797 ,  ou  le  n^  353  de  ht  seconde 
édition. 
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le  signe  sopërieur  ayant  lien  qnaad  il  est  elliptique,  et  le  sig&e. infé- 
rieur quand  il  sera  hyperbolique.  Jl  se  changera  en  un.cyljndre»  lors- 
que  luoe  des  deux  sections  de  courbure  principale  sera  une  ligne 
droite  y  c'est*à-dire  lorsque  fl&  ou  €  sera  infini,  et  en  un  plan,  quand 
ces  deux  sections  seront  rectilkpes,  ou  qu'on  aura  ctçsoo  et  Çzs=:co  . 
L'expression  de  rordonnéeYd'un  point  de  la  surface  différent  de 
M,  pourra,  en  général,  se  développer  en  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  et  les  produits  de  a:  et^.  Pour  les  cas  d'exception ,  je  ren* 
Terrai  à  mon  Mémoire  cité  dans  la  note.  En  désignant  par  à ,  la 
différence  entre  cette  ordonnée  et  celle  du  paraboloïde ,  qui  répQudent 
aux  mêmes  valeurs  de  a;  et  Z",  on  aura 

A  =  gx'  +  hxy  +  kxj^  +  Z^:»  4.  R  j 

gj  h,  k,  l,  étant  des  coefficients  constants  qui  dépendront  de  la 
foripe  de  la  surface,  et  R  étant  une  série  de  termes  de  quatre  ou  d'un 
plus  grand  nombi-e  de  dimensions,  par  rapport  à  x  et^.  Poor  qu'il  y 
ait  contact  du  troisième  ordre,  suivant  une  section  normale,  entre  la 
surface  donnée  et  le  paraboloïde ,  il  faudra  que  la  somme  des  quatre 
premiers  termes  de  la  valeur  de  Â,  soit  zéro  suivant  cette  direction. 
Si  Ton  appelle  m  la  tangente  de  l'angle  compris  entre  ce  plan  et 
celui  de  ar  et  J5,  et  en  faisant  j^  =  wwr,  on  aura  donc 

gm^  4-  im*  -f-  Â7II  +  ^  =  <>> 

pour  Téquation  du  troisième  degré,  dont  i}  a  été  question  à  la  fin  de 
la  note.  Lorsque  ses  trois  racines  seront  réelles,  il  y  aura  au  point  M 
de  la  surface  donnée,  troisdirections  pour  lesquelles  le  contact  parabo- 
lique du  second  ordrç  s'élèvera  au  troisième  (^J  ;  il  y  en  aura  une  seule, 
quand  l'équation  n'aura  qu'une  racine  réelle;  une  seule  aussi,  lorsque 
ses  trots  racine  seront  égales,  et  deux  dans  le  cas  de  deux  racines 
égales.  Dans  tous  les  cas,  le  contact  du  troisième  ordre  aura  lieu  éga- 
lement, suivant  ces  directions  particulières,  entre  la  surface  donnée 


{*)  Par  erreur,  on  a  mis  troisième  et  quatrième  ordre ,  en  haut  de  la  page  1^ 
de  la  noie ,  au  lieu  de  deuxième  et  troisième. 
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et  un  ellipsoïde  osculateur ,  quelle  que  soit  la  grandeur  de  son  troi- 
sième are,  qui  reste  indéterminée. 

Eu  changeant  l'origine  et  la  direction  des  coordonnées,  et  mettant 
ensuite  dans  l'équation  précédente,  à  la  place  de  chacun  des  coeffi- 
cients g[  h,  k,lf  S9L  valeur  en  fonct^  des  nouvelles  coordonnées  , 
tirée  de  Téquation  de  la  surface  donne^  et  pour  m  le  rapport  enire  les 
différentielles  de  deux  de  ces  coordonnées,  on  obtiendraj'équation  dif- 
férentielle des  lignes  tracées  sur  cette  surface  et  suivant  lesquelles  elle 
a  un  contact  du  troisième  ordre  avec  les  ellipsoïdes  oacalateurs.  Il 
serait  intéressant  de  connaître  la  figure  de  ces  lignes  à  la  sur&ce  de  la 
terre,  et  de  savoir  s'il  en  existe  trois  ou  une  seule  dans  les  différentes 
parties  du  globe.  Quoique  le  sphéroïde  terrestre  diffère  peu  d'une 
sphère,  ces  lignes  peuvent  s'écarter  beaucoup  des  méridiens;  car  leur 
direttion  en  chaque  point  ne  dépend  pas  des  grandeurs  absolues  de  g, 
f^f  k.  If  qui  sont  de  très  petites  quantités,  mais  des  rapports  de  ces 
coefficients ,  qui  peuvent  être  des  nombres  quelconques. 
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MÉMOIRE* 

SUR    L'INTERPOLATION; 

I 

Par  m.  Aug.  CAUCHY(*). 


Dans  les  applications  de  l'analyse  à  la  Géométrie ,  à  la  Physique , 
k  l'Asirononiie...  deux  sortes  de  questions  se  présentent  k  résoudre, 
et  il  s'agit  i*  de  trouver  les  lois  générales  des  figures  et  des  phéno^ 
mènes ,  c'est-à-dire  la  forme  générale  des  équations  qui  existent  entre 
les  diverses  variables,  par  exemple,  entre  les  coordonnées  des  courbes 
et  des  surfaces ,  entre  lesT  vitesses  ^  les  temps ,  les  espaces  parcourus 
par  les  mobiles,  etc.;  20  de  fixer  en  nombres  les  valeurs  des  para- 
mètres on  constantes  arbitraires  qui  entrent  dans  l'expression  de  ces 
mêmes  lois ,  c'est-à-dire  les  valeurs  des  coefficients  inconnus  que 
renferment  les  équations  trouvées.  Parmi  les  variables  on  dislingue 
ordinairement,  comme  l'on  sait,  celles  qui  peuvent  varier  indépen- 
damment les  unes  des  autres ,  et  que  l'on  iiomme  pour  cette  raison 
variables  indépendantes  ,  d'avec  celles  qui  s'en  déduisent  par  la 
résolution  des  diverses  équations ,  et  qui  se  nomment  fonctions  des 
variables  indépendantes.  Considérons  en  particulier  une  de  ces  fonc- 
tions, et  supposons  qu'elle  se  déduise  des  variables  indépendantes  par 
une  équation  ou  formule  qui  renferme  un  certain  nombre  de  coeffi- 
cients. Un  pareil  nombre  d'observations  ou  d'expériences  ,  dont 
chacune  fournira  une  valeur  particulière  de  la  fonction  correspon- 


(^)  Ce  Mémoire  a  été  auCograpbië  en  fepteinbre  i835  et  enToyé  à  cette  époque 
à  TAcademie  des  Sciences.  On  rimprime  ici  pour  la  première  fois ,  du  consente- 
ment de  Tanlettr.     (J^  L.) 
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dante  à  an  système  particulier  de  ralears  des  variables  iadependantes, 
suffira  pour  ia  détermination  numérique  de  tous  œs  coeffietents;  et, 
cette  détermination  faî^e,  on  pourra  obtenir  sans  difficulté  de  nou- 
velles valeurs  de  la  fonction  correspondantes  à  de  nouveaux  systèmes 
de  valeurs  des  variables  indépendantes ,  et  résoudre  ainsi  ce  qu'on 
appelle  le  problème  de  l'interpolation.  Par  exemple,  si  l'ordon- 
née d'une  courbe  se  trouve  exprimée  en  fonction  de  l'abscisse  par 
une  équation  qui  renferme  trois  paramètres ,  il  suffira  de  connalti^ 
trois  points  de  la  courbe ,  c'est-ènlire  trois  valeurs,  particulières  de 
l'ordonnée  correspondantes  à  trois  valeurs  particulières  de  l'abscisse , 
pour  déterminer  les  trois  paramètres;  et^  cette  détermination  effec- 
tuée ,  on  pourra  sans  peine  tracer  la  courbe  par  points  en  calculant 
les  coordonnées  d'un  nombre  aussi  grand  que  l'on  voudra  de  nou- 
veaux points  situés  sur  les  arcs  de  cette  courbe  compris  entre  les 
points  donnés*  Ainsi ,  envisagé  dans  toute  son  étendue ,  le  |m>blàme 
de  rinterpolation  consiste  à  déterminer  les  coefficients  ou  constantes 
arbitraii*es  que  renferme  l'expression  des  lois  générales  des  figures 
ou  des  phénomènes»  d'après  un  nombre  au  moins  égal  de  points 
donnés,  ou  d'observations ,  ou  d'expériences.  Dans  une  foule  de 
questions  les  constantes  arbitraires  entrent  au  premier  degré  ^ule* 
ment  dans  les  équations  qui  les  renferment*  C'est  précisément  ce  qui 
arrive  lorsqu'une  fonction  est  développable  en  une  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  ou  descendantes  d'une 
variable  indépendante ,  ou  bien  encore  suivant  les  sîuus  ou  cosinus 
des  multiples  d'un  même  arc.  Alors  il  s'agit  de  déterminer  les  coeffi^ 
dents  de  ceux  des  termes  de  la  série  que  l'on  ne  peut  négliger  sans 
avoir  à  craindre  qu'il  en  résulte  une  erreur  sensible  dans  les  valeurs 
de  la  fonction.  Dans  le  petit  nombre  de  formules  qui  ont  été  propo* 
sees  pour  cet  objet ,  on  doit  distinguer  une  formule  tirée  du  calcul 
des  différence^  finies  »  mais  applicable  seulement  au  cas  où  les  diverses 
valeurs  de  la  variable  indépendante  sont  équidifierentes  entre  elles , 
et  la  formule  de  Lagrange  applicable,  quelles  que  soient  ces  valeurs  » 
h  des  séries  ordonnées  suivant  )es  puissances  ascendantes  de  la  variable 
indépendante.  TojtiteQçns  cette  dernière  formule  elle-même  se  com* 
pUque  de  plus  en  plu^  à  mesure  que  l'on  veut  conserver  dans  le 
développement  de  la  fonction  en  série  un  plus. grand  nombre  de 
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termes;  et  ce  qu'il  y  a  de  plus  (àcbeux  ,  cest  que  les  valeurs  appro* 
cfaées  des  divers  ordres  correspoudantes  aux  divers  cas  où  Ton  coaser** 
veniit  dans  la  série  un  seul  terme,  pnis  deux  termes,  puis  trois 
termes....  s'obtiennent  par  des  calculs  à  peu  près  indépendants  les 
uns  des  autres ,  en  sorte  que  chaque  nouvelle  approximation ,  loin 
d'être  rendue  facile  par  celles  qui  la  précèdent,  demande  au  contraire 
plus  de  temps  et  de  travail.  Frappé  de  ces  inconvénients ,  et  conduit 
par  mes  recherches  sur  la  dispersion  de  la  lumière  à  m'occnper  de 
nouveau  du  problème  de  llnterpolation ,  j'ai  eu  le  bonheur  de 
rencontrer  pour  la  solution  de  ce  problème  une  nouvelle  formule 
qui,  sous  le  double  rapport  de  la  certitude  des  résultats  et  de  la 
facilité  avec  laquelle  on  les  obtient ,  me  parait  avoir  sur  les  autres 
formules  des  avantages  tellement  incontestables,  que  je  ne  doute 
guère  qu'elle  ne  soit  bientôt  d'un  usage  général  parmi  les  personnes 
adonnées  à  la  culture  des  sciences  physiques  et  mathématiques. 

Pour  donner  uùe  idée  de  cette  formule ,  je  suppose  qu'une  fonction 
de  Xf  représentée  par  j^,  soit  développable  en  une  série  convergente 
ordonnée  suivant  les  puissances  ascendantes  ou  descendantes  de  x , 
ou  bien  encore  suivant  les  sinus  ou  cosinus  des  arcs  multiples  de  x , 
ou  m£me  plus  généralement  suivant  d'autres  fonctions  de  x  que  je 
représenterai  par 

(p(x)==ii,    5c(.r)  =  o,    4(^)=:iv,..., 

en  sorte  qu'on  ait 

(i)  T'ssowH-ôi'+cw-l-  .••, 

a,  6,  c •••  désignant  des  coefficients  constants.  11  s*agit  de  savoir, 
1*  combien  de  termes  on  doit  conserver  dans  le  second  membre  de 
l'équation  (i)  pour  obtenir  une  valeur  dej"  suffisamment  approchée, 
dont  la  difiérence  avec  la  valeur  exacte  soit  insensible  et  comparable 
aux  erreurs  que  comportent  les  observations;  a*  de  fixer  en  nombres 
les  coefficients  des  termes  conserva; ,  ou ,  ce  qui  revient  au  même , 
de  trouver  la  valeur  approchée  dont  nous  venons  de  parler.  Les 
données  du  problème  sont  un  nombre  suffisamment  grand  de  valeurs 
de^  représentées  par 

j^i  9  y%  •  •  •  X»  f 
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et  correspondantes  à  un  pareil  nombre  n  de  valeurs  de  x  représentées 
par  x,|  x^^....x^j  par  conséquent  aussi  à  un,  pareil  nombre  de 
valeurs  de  chacune  des  fonctions  u^sf^Wy  ..  .^valeurs  que  je  repré- 
senterai de  même  par 

U,y  u^,  ...  ». 
pour  la  fonction  u,  par 

pour  la  fonction  v^  etc..  Ainsi ^  pour  résoudre  le  problème,  on  aura 
entre  les  coefficients  inconnus  a^b^c^...  les  ra  équations  du  pre- 
mier degré 

r    jr,  =  au,  -h  bvt  +  ^w«  +  •  -  v 
\    y^  ^  au^  -^  bs>^  -^  cw^  +  . .  .y 

1    • 

I    • 

l    T"»  ==  ^"«  +  *^«  4-  cw,  +  . . ., 
qui  y  si  Ton  désigne  par  i  l'un  quelconque  des  nombres  entiei^ 

se  trouveront  toutes  comprises  dans  la  formule  générale 

(5)  /j  ==  aui  +  bs>i  H-  CW|  +  . . . . 

On  effectuera  la  première  approximation  en  négligeant  les  coefipicients 
by  Cf.  ..y  ou,  ce  qui  revient  au  même,  en  réduisant  la  série  à  son 
premier  terme.  -Alors  la  valeur  générale  approchée  de^  sera 

(4)  .       j  =  ««^; 

et  9  pour  déterminer  le  coefficient  a^  on  aura  le  système  des  équa-* 
tions 

Les  diverses  valeurs  de  a,  que  Ton  peut  déciuire  de  ces  équations  (5) 
considérées  chacune  à  part,  ou  combinées  entre  elles,  seraient  toutes 
précisément  égales  si  les  valeurs  particulières  dejr,  que  nous  suppo- 
^ns  données  par  l'observation,  étaient  rigoureusement  exactes.  Mais  il 
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n'en  est  pas  anisi  dans  la  pratique  où  les  observations  comportent  des 
erreurs  renfermées  entre  certaines  limites;  et  alors  il  importe  de  com- 
biner entre  elles  les  équations  (5)  de  manière  que  ^  dans  les  cas  les 
plus  défavorables  y  Tinfluence  exercée  sur  la  valeur  du  coefficient  a 
par  les  errèure  commises  sur  les  valeurs  de  ^,,  ^,,. . ,,  ^.  soit' la 
moindre  possible.  Or,  les  diverses  combinaisons  que  Ton  peut  faire  des 
équations  (5)  pour  en  tirer  une  nouvelle  équation  du  premier  degré, 
par  rapport  à  a^  fournissent  toutes  des  valeurs  de  a  comprises  dans  la 
formule  générale 


(6) 


que  l'on  obUent^n  ajoutant  membre  à  membre  les  équations  (5)  après 
les  avoir  respectivement  multipliées  par  des  facteurs  constants  k^j  k^..., 
k^.  Il  7  a  plus  ;  comme  la  valeur  de  a  déterminée  par  Téquation  (6)  ne 
varie  pas  quand  on  fait  varier  simultanément  les  facteurs  kgpk^...^k^ 
dans  le  même  rapport^  il  est  clair  que  parmi  ces  facteurs,  le  phi3 
grand  (  abstraction  faite  du  signe  )  peut  toujours  être  censé  réduit  à 
l'unité.  Remarquons  enfin  que,  si  Fon  nomme 

ies  erreurs  respectivement  commises  dans  les  observations  sur  les 
valeurs  de        . 

la  fornmle  précédente  (6)  fournira  pour  a  une  valeur  approchée  ^.dont 
la  difTéi^ence  avec  la  véritable  sera 


(7) 


Il  faut  maintenant  choisir  K,  K^y^K  de  telle  sorte  que,  dans  les 
cas  les  plus  défavorables,  la  valeur  numérique  de  l'expression  (7)  soit 
la  moindre  possible. 
Représentons  par 

^a  somme  des  diverses  valeurs  numériques  de  24,  c'est-à-dire  ce  que 

Tome  U.  *.  JmR  iSSy.  a6 
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devient  le  polyoome 

db  «t  db  i/g  ri:.  • .  rb  «« 

quand  ou  y  dispose  de  cbaqae  signe  de  manière  à  rendre  chaque 
terme  positif.  Représentons  par  S^i  non  la  somme  des  valeurs  numé- 
riques €||  €.«•••,(•,  mais  ce  que  devient  la  somme  Sui,  quand  on 
y  remplace  chaque  valeur  de  Ut  par  la  valeur  correspondante  de  f|.  Si 
Ton  réduit  à  +  f  ou  à  —  i  chacun  des  coefficients  A, ,  K,*^.,  k», 
en  choisissant  les  signes  de  manière  que ,  dans  le  dénominateur  de  la 
fraction 

tous  les  termes  soient  positijfs^  cette  fraction  sera  réduite  k 

(«)         If,' 

et  elle  offrira  une  valeur  numérique  tout  au  plus  égale  au  rapport 

Sut* 

si  Ton  désigne  par  E  la  somme  des  valeurs  immériqnes  de  ^i ,  ou ,  ce 
q«ii  revient  an  meme,  la  valeur  numérique  de  S^i  dans  le  caa  le  plus 
défavorable.  D autre part^  en  attribuant  k  k^,  k^^....  An  des  valeurs 
inégales  dont  la  plus  grande  (abstraction  faite  des  signes)  soit  Tunité, 
on  obl'endra  pour  dénominateur  de  la  fraction  une  quantité  dont  la 
valeur  numérique  sera  évidemment  inférieure  à  Si/|,  tandis  que  la 
valeur  numérique  du  numérateur  pourra  s'élever  jusqu  à  la  limite  B  ; 
ce  qui  arrivera  effectivement  si  les  erreurs-  €t,  ^«y  •  •  •  ^  <.  sont  toutes 
nulles 9  à  Texception  de  celle  qui  sera  multipliée  par  un  licteur  égal, 
au  signe  près,  à  Tunité.  Il  en  résulte  que  la  plus  grande  erreur  à 
craindre  sur  la  valeur  de  a  déterminée  par  la  formule 

sera  la  moindre  possible  si  l'on  pose  généralement 
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«a  choinssMit  le»  ngnM  de  manière  q«c  dans  le  polynotne 

*,«,  4-  kjtu  +  . . .  H-  k^ 
toas  les  termes  soient  poûtife.  Alors  oette  formule  donner» 

fe)  o-lg. 

S;^!  étant  ce  que  devient  la  somme  Su^  quand  on  j  remplace  diaqne 
valear  de  u^  par  la  valeur  correspondante  de^i,  et  l'éqnation  y^si  au 
deviendra 

(»«)  ^  =  s;  s> 

Si  Ton  (ait  pour  abîmer 

on  aura  simplem^ 

(ja)  r  =  «  S71. 

jSi  Ton  supposait  généralement  11  ;s:  i,  l'équation  y  as  iW|  réduite  à 

exprimerait  que  la  valeur  de  7-  est  constante  ;  et  comme  on  aurait 
alors 

U  I 

la  formule  /  as  a  S;"!  donnerait 

Donc  alors  on  devrait  prendre  pour  valeur  approchée  de  /  la 
moyenne  arithmétique  entre  les  valeurs  observées;  et  la  plus  grande 
erreur  à  craindre  serait  plus  petite  pour  cette  valeur  approché»  que 
pour  toute  autre.  Cette  propriété  des  moyennes  arithmétiques,  jointe 
à  la  facilité  avec  laquelle  on  les  calcule ,  justifie  complètement 
Tusage  où  l'on  est  de  leur  acoofder  la  préCérenee  dam  Févaluatiott  des 

a6.. 
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eonstantes  arbitraires  qui  pearent  être  déterminées  direclement  par 

Tobservation. 

Soit  maintenant  t^y  le  reste  qui  doit  compléter  b  valeur  ap[Nro* 
chée  de  /  foomie  par  Téquatioa 

(la)  y  ="  ^  Sj^i» 

en  sorte  qa'on  ait 

(i3)  jr  =  a  Sj,H- A7. 

Posons  de  même 

(14)         vssoSi'i+Ai^,  w^=eiSwi+ Afv,  etc.,.. 

On  tirera  de  b  formnie j-|  =  owi  +  fti'i  +  cwi  -H  etc. . . .  , 

(i5)  Sji=raSi/|+6Sp,  +  çSw,  +  etc...; 

pnis  de  cette  dernière ,  multipliée  par  a ,  et  soustraite  de  Técpia- 
tion  (1)^ 

(16)  ^J  =  hL^  +  cAw  +  etc. . . . 

Soient  d'ailleurs  a^,  ^jfi^  ài^i,  atv.^...  ce  que  deyiennent  les 
valeurs  de  ci^  ^y,  At^,  Afv, . . .  tirées  des  équations  (i  i),  (i5)  et  (i4)r 
quand  on  7  remplace  a:  par  x,-,  i  étant  Tun  des  nombres  entiers 
i^  2 , •  • .  n.  Si  les  valeurs  de 

A^,,  A/....,  A^. 

sont  très  petites ,  et  comparables  aux  erreurs  que  comportent  les 
observations^  il  sera  inutile  de  procéder  à  une  seconde  approxima- 
tion^ et  Ton  pourra  s'en  tenir  à  la  valeur  approchée  dejr  fournie  par 
Téquation  jrzsaSjTi.  Si  le  contraire  a  lieu ,  il  suffira^  pour  obtenir 
une  approximation  nouvelle  ^  d'opérer  sur  la  formule  (f6)  qui  donne 
AT^ss^Ai'-l-etc. ,  comme  dans  la  première  approximation  l'on  a  opéré 
sur  1  a  formule  (1)  jrssau^  etc. 
Cela  posé,  désigoons  par 

S'Af^, 

la  somme  des  valeurs  numériques  de  Ac^^,  et  par 
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S'Aj,,  S'ùWi,  etc.... 

les  polynômes  dans  lesquels  se  change  la  somme  S'Ai^i  quand  on  y 
remplace  chaque  yaleur  de  Ai^^  par  la  valeur  correspondante  de  Ajr,  ou 
de  Atv,.  •  •  ;  soit  enfin 

si  l'on  peut,  sans  erreur  sensible ,  négliger  dans  la  série  (i)  le  coeffi- 
cient c  du  troisième  terme  et  ceux  des  termes  suivants ,  on  devra 
prendre  pour  valeur  approchée  de  Ajr 

.  (18)  àj  =  es'ùjr,. 

Soit  A^  le  reste  du  second  ordre  qui  doit  compléter  cette  valeur 
approchée,  et  faisons  en  conséquence 

(19)  Ar=îfô'A;v  +  Atr. 

Posons  de  même 

(ao)  Aw  s=3  fô'Afv,  +  A*iv ,  etc. . . .  i 

on  tirera  successivement,  de  la  formule  (16), 

(ai)  i^i  =  b£iUi  -f-  cAwg  +  etc. • . . 

-    (aa)  S'àJTi  sas  tô^Ai^j  •+.  cS'atv;  -f-  etc.  •  •  •  ; 

puis  cette  dernière,  multipliée  par  C  et  retranchée  de  Téquation  (19), 
(a5)  Ay  =acAV-|-ctc.... 

Soient  d'ailleurs  €i,  A^.,  aHV|,.  . . ,  ce  que  deviennent  les  valeurs  de 
Cy  ^y,  AHv,.  . .,  tirées  des  équations  (17),  (19)  et  (ao),  quand  on  y 
remplace  x  par  X|,  1  étant  Tun  des  nombres  entiers  i ,  a,  •  • .,  /i.  Si 
les  valenrs  de 

sent  très  petites  et  comparables  aux  erreurs  que  comportent  les  obser* 
vations,  il  sera  inutile  de  procéder  à  une  nouvelle  approximation,  et 
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Ton  pourra  8'en  tenir  à  la  valear  approchée  de  l^y  fournie  par  Fëqua* 
tioQ  (i8).  Si  le  contraire  a  lieu,  il  suffira,  pour  obtenir  une  troisième 
approximation,  d'opérersurla  formQle(a3)qtti  donne  A^^comnip  Too 
a  opéré  dans  la  première  approximation  sur  la  foniiiile(i).  En  conti- 
nuant de  la  sorte,  oa obtiendra  la  règle  suivante: 

L'incoiinue  y^  fonction  de  la  variable  or,  étant  supposée  develop-^ 
pable  en  une  série  convergente 

(I)  fou^hs^^cw^... 

ovlu^  Vy  w,...,  représentent  des  fimciious  dônuma  4e  la  même 
variable,  si  Ton  connaît  n  valeurs  particulières  de jr  correspondantes 
à  n  valeurs  particulières 

• 

de  ar ,  si  d'ailleurs  on  nomme  i  l'un  quelconque  des  nojtnbres  entiers 
i^  3,...,  Uf^tjTi,  Uif  (^.,...,  ce  qne  deviennent  j^.  «j  ^y**^ 
quand  on  y  remplace  x  par  x,  ;'aloi^,  pour  obtenir  la  valeoar  générale 
de  jr  avec  une  approximation  suffisant^,  on  déterminera  d'abord  le 
coefficient  a  à  l'aide  de  la  formule 

(II)  i/ssaStt,, 

dans  laquelle  SUi  désigne  la  somme  des  valeurs  numériques  de  u, , 
et  la  différence  dp  premier  ordre  Ay  à  l'^de  de  la  formule 

(IH)  yz=:zaSy,^ùy. 

Si  les  valeurs  particulières  de  Ajr^  représentées  par  Ay^ ,  A/«,  •  • .  Ay^ , 
sont  comparables  aux  erreurs  d'observation,  on  pouiTa  négliger  A;^ 
et  réduire  la  valeur  approchée  de  ^  à 

aSy. 
Dans  le  cas  contraire,  on  déterminera  C  à  l'aide  des  formules 

(IV)  v^aSvi  +  Av,  Ai^a=fô'Ay,, 

S'AUi  étant  la  somme  des  valeurs  numériques  de  ûi^.,  et  la  différence 
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cb  second  ordre  A^  à  Fatde  de  la  iormale 

(V)  Ajssfô'AyH-A-jr. 

Si  les  valeurs  particulières  de  A*jr^  représentées  par  Ay,^  ày^,..., 
ày^ ,   sont  comparables   aux  erreurs  d'observation ,    Ton   pourra 
négliger  Ay  et  réduire  en  conséquence  la  valeur  approchée  de  j^  à 
«S7,  +  ffaS'A^,. 
Dans  le  cas  contraire^  on  déterminera  y  par  fes  formules 

(VI)  fv  =  aSw.  +  Aïv,  An^sr€S'Atv.4-AHv,  AHvs=:>S"A»w/i, 

S^A^i  étant  la  somme  des  valeuss  nnaiërjqaes  de  Alv.^  et  ladiffé-*^ 
renœ  an  troisième  ordre  A^  par  la  formule 

(VH)        ^y  =  y&"^yi  +  ^y,  etc. . . . 

Ainsi,  en  définitive,  en  supposant  les  coefficients  a,  €,  y,... 
déterminés  par  le  système  de  ces  équations,  etc«|,.,,  on  devra 
calculer  les  difierences  des  divers  ordres  représentées  par 

ou  plutôt  leurs  valeurs  particulières  correspondantes  aux  valeurs  jc, , 
•».,•••,  ^m  de  la  variable  ar,  jusqu'à  ce  que  Ton  parvienne  à  une 
difierence  dont  les  valeurs  particulières  soient  comparables  aux 
erreurs  d'observation.  Alors  il  suffira  d'égaler  à  zéro  la  valeur  de 
cette  différence  tirée  du  système  des  équations  (III),  (V),  (VII). .., 
pour  obtenir  avec  une  approximation  suffisante  la  valeur  de  jr*  Cette 
valeur  générale  sera  donc 

j^ssaSfi,  ou  jssûÊSyi-^SS'AjTi,  ou  etc.. . ., 

suivant  que  Too  pourra ,  sans  erreur  sensible,  réduire  la  série  à  son 
premier  terme,  ou  a  ses  deux  premiers  termes ••••  Donc,  si  l'on 
nomme  m  le  nombre  des  termes  conservés,  le  problème  de  Tinter* 
polation  sera  résolu  par  la  formule 

j  =  ^7.  +  fô'Aj^,  +  >S"A>',  +  etc...., 

le  second  iaiembre  étant  prolongé  jusqu'au  terme  qui  Aiferme  A"^y,. 


Digitized  by 


Google 


^o4  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Il  est  bon  d*obsenrer  que  des  formules  précédentes  ou  tire  non-seule^ 
ment 

Sflt,=  i;  SC=o,  S'€i&i;  83.,=  Oj  S>.=o,  S">ia=i,  ^tc,., .; 
mais  encore 

SAf'issso;  Sûw.=  o,  SAHv.csso,  S'AHvjSsso,  etc.., 
et 

Ces  dernières  formules  sont  autant  d'équntions  de  condition  aux- 
quelles doivent  satisfaire. les  valeurs  particulières  de  a,  6^  >9-*«i 
ainsi  que  celles  des  différences  des  divers  ordres  de  u,  ^^Wf...^jri 
et  il  en  résulle  qu  on  ne  peut  commettre  dans  le  calcul  de  ces  valeurs 
particulières  aucune  eri^ur  de  chiffres  sans  en  être  averti  par  le  seul 
fait  que  les  équations  de  condition  cessent  d'être  vérifiées. 

En  résumé ,  les  avantages-  des  nouvelles  formules  d'interpolation 
sont  les  suivants; 

i''*  Elles  s'appliquent  aux  développements  en  séries,  quelle  que 
soit  la  loi  suivant  laquelle  les  différents  termes  se  déduisent  les  uns 
des  autres,  et  quelles  que  soient  les  valeurs  équidifférentes  ou  non  de 
la  variable  indépendante. 

a*.  Les  nouvelles  formules  sont  d'une  applicittion  ti*ès  facile , 
surtout  quand  on  emploie  les  logarithmes  pour  le  calcul  des  rapports 
^9  ^f  >>•••»  ^^  ^^^  produits  de  ces  rapports  par  les  sommes  deè 
diverses  valeurs  des  fonctions  ou  de  leurs  différences.  Alors,  en  effet, 
toutes  les  opérations  se  réduisent  à  des  additions  ou  à  des  soustrac- 
tions. 

3*  A  l'aide  de  nos  formules  Jas  approximations  successives  s'exé- 
cutent avec  une  facilité  de  plus  en  plus  grande,  attendu  que  les 
différences  des  divers  ordres  vont  généralement  en  diminuant. 

4**  Nos  formules  permettent  d'introduire  à  la  fois  dans  le  calcul  les 
nombres  fournis  par  toutes  les  observations  données,  et  d'augmenter 
ainsi  l'exactitude  des  résultats  en  faisant  concourir  k  ce  but  un  très 
grand  nombre  d'eipériences. 

5^.  Elles  offrent  encore  cet  avantage,  qu'à  chaque  approximation 
nouvelle,  lès  v|kurs  qu'elles  fournissent  pour  les  coefficients  a,  by  c,... 
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sont  predsëment  celles  pour  lesquelles  la  plus  grande  erreur  à 
cramdre  est  la  moindre  possible. 

6"*.  Nos  formules  indiquent  d^elles-mémes  le  moment  où  le  calcul 
doit  s'arrêter^  en  fournissant  alors  des  différences  comparables  aux 
erreurs  d'observation. 

7*.  Enfin  les  quantités  qu'elles  déterminent  satisfont  à  des  équations 
de  condition  qui  ne  permettent  pas  de  commettre  la  plus  légère  faute 
de  calcul ,  sans  que  l'on  s'en  aperçoive  presque  immédiatement. 

On  trouvera  dans  les  nouveaux  exercices  de  mathématiques  de 
nombreuses  applications  de  nos  formules  d'interpolation. 


Tome  0.  —  Juin  iSS?.  27 
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NOTE 

Sur  un  passage  de  la  Mëcaniqne  celeste,   relatif  h   la 
TTiéorie  de  la  Figure  des  Planètes; 

Par  J.  LIOUVILLE. 


I. 


On  s'est  beaucoup  occupé  de  la  recherche  des  formes  permanentes 
qui  peuvent  convenir  à  une  masse  liquide  dont  les  molécules  s'attirent 
l'une  l'autre  en  raison  inverse  du  carré  des  distances  et  tournent  au- 
tour d'un  axe  fixe  avec  une  vitesse  angulaire  constante.  Ce  pro- 
blème, qui  se  rattache  à  la  théorie  de  la  figure  des  planètes,  devait  na- 
turellement intéresser  les  géomètres;  mais  il  n'a  pas  é.té  résolu  par 
eux  d'une  manière  générale.  On  s'est  borné  d'abord  à  démontrer 
la  possibilité  de  icertaines  figures  d'équilibre*  Quaud  la  vitesse  an- 
gulaire de  rotation  est  au-dessous  d'une  limite  indiquée  par  le 
calcul ,  on  sait  depuis  long- temps  que  deux  formes  au  moins  sont 
possibles  y  toutes  deux  comprises  parmi  les  ellipsoïdes  de  révolution. 
Laplace  a  observé  de  plus  que,  pour  une  impulsion  primitive  donnée^ 
il  existe  toujours  un  seul  ellipsoïde  de  révolution  satisfaisant  aux  condi- 
tions d'équilibre  du  liquide.  Mais  ces  mêmes  conditions  peuvent  être 
remplies  aussi,  dans  certains  cas,  par  un  ellipsoïde  à  trois  axes  iné- 
gaux. Ce  dernier  théorème  est  dû  à  M.  Jacobi.  J'en  ai  donné  dans  le 
XXIII*  cahier  du  Journal  de  l'École  poljtechnique  une  démons- 
tration très  simple. 

Quand  on  envisage  le  problème  dont  nous  nous  occupons  ici ,  sous 
le  point  de  vue  de  ses  applications  à  la  phjsique  céleste,  la  question 
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se  simplifie  beaucoup  à  cause  du  peu  de  différence  qui  existe  entre  la 
figure  d'une  sphère  et  celle  des  planètes  et  des  satellites.  En  n^ligeant 
le  carre  de  cette  difference^  on  prouve  en  effet  que  la  figure  d'équi- 
libre de  la  masse  fluide  est  toujours  celle  d'un  ellipsoïde  de  revolu- 
tion dont  le  petit  axe  coïncide  avec  Taxe  fixe.  Pour  démontrer  cette 
proposition  importante  y  Laplace  a  employé  deux  méthodes  distinctes 
que   l'on  trouve  exposées   au   livre  5*  de  la    Mécanique  céleste, 
La  première  de  ces  deux  méthodes  repose  sur  la  possibilité  de  déve- 
lopper une  fonction  Y  de  deux  variables  /juetnar  en  une  série  que  les 
géomètres  d&ignent  ordinairement  par  Y»  +  Y.  +  Y.  +etc.>  et  dont 
les  divers  termes  jouissent  de  plusieurs  belles  propriétés  aujourd'hui 
bien  connues.  Après  l'avoir  donnée^  Laplace  ajoate  :  a  L'analyse  pré-* , 
»  cédente  nous  a  conduits  à  la  figure  d'une  masse  fluiîle  homogène  en 
»  équilibre^  sans  employer  d'autres  hypothèses  que  celle  d'une  figure 
»  très  peu  différente  de  la  sphère.  Elle  &it  voir  que  la  figure  elliptique 
»  qui,  par  le  chapitre  précédent,  satisfait  à  cet  équilibre,  est  la  seule 
i>  alors  qui  lui  convienne.  Mais  comme  la  réduction  du  rayon  du  sphé- 
/f  roïde  en  une  série  de  la  forme  a(i4-«Yp4-*Y,H-...)  peut  faire  naître 
»  quelques  difficultés,  nous  allons  démontrer  directement  et  indépen- 
n  damment  de  cette  rédaction. que  la  forme  elliptique  est  la  seule  figure 
»  d  équilibre  d'une  masse  fluide  homogène^  douée  d'un  mouvement  de 
M  rotation,  ceiqûi,  en  confirmant  les  résultats  de  l'analyse  précédente, 
»  servira  en  même  temps  à  dissiper  les  doutes  que  l'on  pourrait  élever 
>i  contre  la  généralité  de  cette  analyse.»  Mais  cette  seconde  solution  de 
l'illustre  auteur  nous  parait  incomplète,  et  c'est  à  en  montrer  l'imper- 
fection que  la  présente  note  sera  consacrée.  Le  vice  de  la  méthode  de 
Laplace  provient  de  ce  qu'il  n'a  pas  démontré  à  priori  que  la  quantité 
H  dont  il  fait  usage  {Mécanique  céleste,  tome  II,  page  75)  est  une 
quantité  finie  :  s'il  existait  une  figure  d'équilibre  pour  laquelle  on  eût 
H =00  (ce  qui  arriverait  par  exemple  si  la  variation  du  rayon  du  sphé- 
roïde était  proportionnelle  au  cube  du  cosinus  de  la  latitude),  cette  fi- 
gure échapperait  nécessairement  à  son  analyse.  C'est  ce  que  l'on  verra 
dans  le  numéro  suivant  où  je  m'efforcerai  de  développer  mon  objection 
avec  la  clarté  désirable.  Je  montrerai  ensuite  comment  on  peut  e^i 
effet  résoudre  la  question  proposée  sans  réduire  en  série  le  rayon  du 
sphéroïde.  Cette  dernière  partie  de  mon  travail  intéi*essera  peut-être 
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les  géomètres,  qui  savent  combien  il  est  utile  de  traiter  sons  plusieurs 
points  de  yue  les  questions  mathématiques  délicates. 

II. 

En  cherchant  k  déterminer  la  figure  permanente  d'une  masse  liquide 
homogène ,  dont  les  molécules  s'attirent  Tune  Tautre  avec  une  force 
inversement  proportionnelle  au  carré  des  distances,  et  qui  tourne 
autour  d'un  axe  fixe  passant  par  son  centre  de  gravité,  Laplace  est 
conduit  (Mécanique  céleste,  tome  II,  page  yS  )  à  l'équation 

(A)  G  =  ^.  Y^afjydpdq'  sinp-  ig(i-.^.)  : 

fjL  représente  une  variable  comprise  entre  —  i  et  + 1  ;  c'est  le  cosinus 
de  l'angle  que  fait  avec  Taxe  de  révolution  un  rayon  vecteur  quel- 
conque :  Y  est  une  fonction  inconnue  de  p ,  et  Y^  une  fonction  sem- 
blable de  p',  c'est-à-dire  de  ficos^p — sîn*pcos/:  a,  g,  C  sont  des 
constantes»  Four  déterminer  Y,  Laplace  difierentie  trois  fois  par  rap- 
port à  f*  l'équation  (A),  et,  en  observant  que  ^  s=s  cos^p ,  il 
trouve 

^  =  T-^-/oyo  dpdqsmpcos'p.^, 
ou ,  ce  qui  est  la  même  chose , 

c(  Cette  équation,  dit-il,  doit  avoir  lieu  quel  que  soit  p  :  or  il  est  clair 
»  que  parmi  toutes  les  valeurs  de  /x  comprises  depuis  fA==-—  i  jus- 
)}  qu'à  /x  ;=  I  ,  il  en  existe  une  que  nous  désignerons  par  h  et  qui  est 

»  telle,  qu'abstraction  faite  du  signe,  aucune  des  valeurs  de  j-^  ne 

»  surpassera  celle  qui  est  relative  à  A  :  en  désignant  donc  par  H  cette 
»  dernière  valeur,  on  aura 
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»  La  quantité  iH  -~"  -ttt  ^^  évideimnent  du  même  signe  que  H,  et 

»  le  facteur  ànpcos^p  est  constamment  positif  dans  toute  Tétendue  de 
»  l'intégrale  :  les  éléments  de  cette  intégrale  sont  donc  tous  du  même 
»  signe  que  H^  d'où  il  sui(  que  l'intégrale  entière  ne  peut  être  nulle 
»  a  moins  que  H  ne  fe  soit  lui-même,  ce  qui  exige  que  l'on  ait 

n  généralement  o  =  -j^,  d'où  l'on  tire,  en  intégrant,  Yr=/-|-''^F+'<|^'» 

»  l,  m^n  étant  des  constantes  arbitraires.  >i 

Ce  raisonnement  est'  spécieux  et  peut  séduire  au  premier  aperçu  ; 
mais,  en  y  réfléchissant  davantage,  on  voit  qu^il  cesserait  d'être  ap- 

plicable  si  le  maximum  de  la  fonction  tj  pouvait  être  infini,  ce  qui 

arriverait  si  l'on  avait  par  hasard 

Y  =  (i  —  ft*)%     ou    Y  =  (i  —  ^•)5,    etc., 

en  sorte  que  pour  l'employer  avec  sécurité,  il  faudrait  avoir  prouvé^ 

à  priori  que  la  dérivée  -^  ue  devient  infinie  pour  aucune  valeur  de 

fx,  ce  que  Laplace  ne  fait  nulle  part.  Pour  nous  convaincre  de  l'inexac- 
titude du  principe  sur  lequel  il  s'appuie,  considérons  un  exemple  très 
simple;  et  proposons  de  trouver  la  fonction  f{x)  qui  satisfait  à  l'é- 
quation 

(B)  fyiax)d*^^^<p(a:), 

X  étant  une  variable  indépenctante.  £n  différenliant  trois  fois  1  equa- 
tion (B) par  rapportai,  il  vient 


/. 


^aV«(«ar)rf«=:l^"'(x), 


OU ,  ce  qui  est  la  même  chose ,   ^ 

Maintenant  en  appliquant  à  l'équation  (G)  et  à  la  fonction  ^(iT)  le 
raisonnement  de  Laplace,  sans  y  changer  un  seul  mot,  on  trouvera 
comme  ci-dessus  ^^\x)  =  o,  ce  qui  est  absurde;  car  la  valeur  de 
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^(x)  qui  satisfait  à  Técpatioa  |j(B)  est  eTidemment  de  la  forme 
ç(x)  =s  Axî ,    A  désignant  nne  constante  arbitraire. 
En  mettant  l'équation 

fj(p(ax)dcL  sa  V(^) 
sous  la  forme 

flda[<p(ax)  —  2(p(x)']  —  o, 

on  en  conclura  de  même  ç(x):=io,  tandis  que  ^Çx)  peut]  avoir 

cette  valeur  plus  générale  ^  Çx)  =  -^.   >, 

Pour  que  la  démonstration  de  Laplace  f&tsuiEsantei  il  faudrait  donc 

que  ce  grand  géomètre  eût  montré  d'abord  que  la  dérivée  77  a 

toujours  une  valeur  finie.  Et  l'on  ne  doit  pas  dire  que,  dans  son  ana- 
lyse, il  exclut  implicitement  les  cas  où  l'on  aurait 


H  = 


00; 


car  il  se  propose  de  prouver  non  pas  que  la  figure  ellipsoïdale  satisfistit 
à  l'équilibre  de  la  masse  fluide  supposée  presque  sphérique,  mais  bien 
qu'aucune  autre  figure  ne  peut  y  satisfaire.  Exclure  d'avance  certaines 
formes  de  la  fonction  Y,  serait  évidemment  aller  contre  le  but  qu'il 
indique  lui-même  et  ruiner  par  le  fait  sa  propre  démonstration.  La 
seule  condition  à  laquelle  la  fonction  Y  soit  soumise,  c'est  de  ne  de- 
venir jamais  infinie.  Ainsi ^  pour  trouver  la  valeur  de  Y,  satisfaisant 
à  l'équation  (A) ,  il  faut  employer  une  méthode  très  différente  de 
celle  de  Laplace.  Je  vais  exposer  cette  méthode. 

lU. 

Soient  Ox,  0/,  Oz  trois  axes  rectangulaires.  Imaginons  Autour  du 
point  0  un^  masse  flnide  homogène  A  qui  tourne  autour  de  l'axe  Oz 
avec  une  vitesse  constante  et  dont  les  molécules  s'attirent  l'une  l'autre 
en  raison  inverse  du  carré  des  distances.  La  figure  permanente  de 
cette  masse  liquide  dépendra  de  l'intensité  de  la  force  centrifuge  qui 
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s'exerce  à  la  distance  i  de  Taxe  de  rotation  :  nous  désignerons  cette  in^ 
tensitë  par  g  et  nons  la  supposerons  assez  petite  pour  que  la  figure  du 
liquide  soit  très  peu  différente  de  celle  d'une  sphère*  Nous  prendrons 
en  outre  pour  unité  la  force  attractive  produite  k  l'unité  de  distance  entre 
deux  masses  ^ales  à  l'unité.  Cela  étant,  considérons  un  j>oint  M  placé 
à  la  surface  libre  du  liquide  :  nommons  9  Tangle  MO&etfx  le  cosinus 
de  0,  rie  rayon  yecteur  OM^^  w  Tangle  compris  entre  la  projection 
de  r  sur  le  plan  des  x/  et  l'axe  des  jc  :  représentons  par  8^  f^\  r^,  ^' 
les  quantités  analogues  ji  0,  ft,  r,  v  pour  un  autre  point  M' pris  dans 
l'intérieur  de  A.  L'élément  de  A  dont  le  centre  est  en  M' sera  exprimé 
par  /*  sin  Vdffdw'dr'  ou  par  i^^dfkd^dr' .  La  distance  du  point  M  au 
point  M'  sera 

\/r*  -+.  f^*  ~  a/r'P  , 

P  étant  le  cosinus  de  l'angle  compris  entre  les  deux  droites  r  et  /,  en 
sorte  que  Ton  a 

P  s=  cosficosO'  4-  8inflsinfl'cos(<ir  — 'or'), 

ou 

P  =  iufi'  4-   v/i— fA*  \/i— fi'\cos(iw-.»'>. 

La  somme  V  des  éléments  de  A  divisés  par  leurs  distances  respectives 
au  point  M  sera  exprimée  par  l'intégrale  triple 

"•/jJ  •'*  +  r-  — an/P* 

les  intégrations  s'étendant  à  la  masse  A  tout  entière.  Et  la  figure  per- 
manente de  cette  masse  sera  déterminée  par  l'équation 

(0  V  +  ^  (i  —  |x*)  =  constante, 

qu'il  est  aisé  de  démontrer  par  les  formules  connues  de  l'hydrostatique. 
L'équation  (i)  doit  servir,  comme  on  voit,  à  déterminer  r  en  fonc- 
tion des  deux  variables  indépendantes  fi ,  v. 

Nous  supposerons  désonnais  que  l'origine  0  est  placée  au  centre  de 
gravité  du  sphéroïde  :  nous  désignerons  par  a  la  plus  petite  valeur  de 
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r  ;  la  yalenr  générale  de  ce  rajroa  yecteor  sera  donc  de  U  forme 

r  =  a(i  +  aY), 

a  étant  un  très  petit  coefficient  et  Y  une  fonction  inconnue  de  u  et  4r  : 
à  cause  de  l^petîtesse  de  «t  et  de  ^^  on  n^;Ugera  dans  le  calcol  les 
quantités  de  Tordre  o^  et  de  Tordre  «t*.  La  Talenr  de  V  ae  compoaera 
de  deux  parties  distinctes  :  l'une  rebtiye  à  la  s|Aère  dn  rayon  a  est 
exprimée  par 

Tantre,  relatiye  à  Tezcèa  dn  sphéroïde  snr  la  sphère ,  a  poor  valenr 


Y'  désigne  ce  que  devient  Y  lorsqn'ony  change  f^  en  fi'  et^ren  ^. 

Vf. 

Cette  expression  de  V,  savoir, 

n'est  pas  la  seule  dont  on  puisse  £dre  usage.  D'après  la  transformation 
très  ingénieuse  donnée  par  Laplace  à  la  page  73  (^)  du  tome  II  de  la 
Mécanique  céleste,  on  a  aussi 

(5)        V=^  (1  —Y)  +  *«/;/"  Y'  sinM^ , 

les  nouvelles  variables/^,  (f^  étant  liées  aux  anciennes  /*%  ^  par  deux 
relations  dont  Tune  est 


{*)  A  la  page  citée,  Laplace  co^itidèie  spécialement  un  sphéroïde  de  réyolation  ; 
mais  son  analyse  est  générale  et  s'étend  sans  modifications  à  tous  les  sphéroïdes 
très  peu  différents  de  la  sphère. 
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fx'  ss  ficos^p  —  sin*/?  COS  y', 

et  dont  l'autre  est  inutile  à  Tobjet  que  nous  nous  proposons  ici. 

En  comparant  ces  deux  valeurs  de  Y,  qoi  doivent  être  identique- 
ment égales,  on  tombe. sur. une  fbrtnulç  remarquable,  savoir 

Dans  cette  formule,  la  fonction  Y  de  fx^  ^  est  arbitraire  ;  toutefois  elle 
ne  doit  jamais  devenir  infinie,  lorsque  fx  varie  de  — i  à  +  ^  et  ^  de  o 
à  st'TC.  Lorsque  Y  est  une  fonction  f  (jx)  indëpei^danle  de  ^ ,  on  a  , 
d'après  cela, 

En  pailiculier  si  Ton  pose  F(jx)  =  f^',  n  étant  un  nombre  entier  posi- 
tif quelconque  ,.il  vient 

r    '  I      ^    ^    ^i  ^=z  IJ    '  (fi  cos'p  —  sîn7>  cosç')" ,  sinpdpdq'  ; 

let  comme  l'intégrale  placée  au  second  membre  est  toujours  facile  à 
calculer,  on  voit  qu'il  en  sera  de  même  de  l'autre  intégrale 

en  développant  en  effet  (iiCMy — sinT^cosç^)'  par  la  formule  du  bi- 
nôme de  Newton  et  multiplant  ensuite  les  divers  termes  de  ce  déve- 
loppement par  smpdpdij^f  il  est  évident  que  l'intégrale  du  premier 

lOTme  >l' cos**p  sîn/irfyxi/'  sera  -^~- :   celle  du  tei'me  suivant  sera 

nulle  ainsi  que  celle  de  chaque  terme  de  rang  pair  :  le  résultat  de 
l'intégration  sera  donc  une  fonction  entière  de  jui  de  la  forme 

C, ,  Cft  9  •  « .  étant  des  constantes  dont  il  est  inutile  d'écrire  ici  les  va* 

Tome  IL  —  Jcm  1837.  28 
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lepra;  et  l'on  aura 

J -I  Jo     |/a  — aP  an  +  i^^'f*        -T  «"-• 

En  changeant  f*'  en  |u  et  ft  en  ft',  I»  qui  n'altère  pas  la  yaleoi'  de  f, 
on  obtiendra  semblablement 

La  formule  (4)  nous  $era  par  la  suite  d'un  grand  secours. 


En  mettant  pour  V  sa  valeur  (a)  dans  Tequation  (i)  et  obser?ant 
que  ron  peut,  à  cause  delà  petitesse  de  g  ^  poser  r;=â  dans  le  second 
terme ,  cette  équation  devient 

15^(1  -  aY)  +  ^a-y^J^    7=p +  ■/('-'*•)  =const.j 
ou  plus  simplement 

C  étant  une  constante.  On  pourra  aussi  lui  donner  cette  autre  fotme 


(6)       ^  Y  -/;/;-  Y'sin/«/M'  =  €  +  £(,-,.•), 

en  employant  la  valeur  (5)  de  V.  Pour  en  tirer  Y,  le  moyen  le  plus 
simple  est  de  développer  cette  inconnue  en  une  série  Y«  «f-  Yg  -4-  etc* 
dont  les  géomèt;*es  ont  étudié  les  propriétés  avec  beaucoup  de  soin. 
La  solution  dont  je  parle  est  exposée  à  la  page  69  du  deuxième 
volume  de  la  Mécanique  céleste  :  nous  ne  voulons  point  nous 
en  occuper  ici.  Observons  seulement  que,  pour  que  cette  mé- 
thode soit  complète  et  rigoureuse ,  il  faut  qu'on  ait  démontré  à 
priori  la  possibilité  de  représenter  par  un  développement  de  la  forme 
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Y.  +  Y,  +. . , .  (entre  les  limites  —  i  /+  i ,  et  o,a7r  de  /x  et  de  <ar) 
toute  fonction  Y  qui  ne  devient  pas  infinie  entre  ces  limites.  Laplace 
ne  possédant  pas  une  telle  dénfonstration  avait  lieu  de  craindre  que  sa 
méthode  ne  fût  insuffisante.  Cest  ce  qui  l'a  porté  à  chercher  un  autre 
prooédé  pour  déterminer,  directement  et  indépendamment  des  suites 
infinies;  là  valeur  de  Y  qui  satisfait  à  l'équation  (5).  Mais,  comme  je 
l'ai  expliqué  dans  Tintroduction,  le  principe  dont  il  a  fait  usage  est 
tont«4i-fait  inadmissible»  Nous  allons  donc  essayer  d'atteindre  par  une 
autre  voie  le  but  qu'il  s'était  proposé ,  savoir  de  trouver  la  valeur  de 
Y,  sans  recourir  à  l'emploi  des  séries. 

Nous  décomposerons,  comme  lui,  la  question  en  deux  parties. 

i^.  Nous  supposerons  que  la  figure  du  sphéroïde  en  équilibre  soit 
de  révolution  :  Y  sera  alors  fonction  de  i^  seulement,  et,  dans  cette 
hypothèse ,  nous  en  déterminerons  la  valeur. 

2*.  Nous  prouverons  qf 'en  effet  la  figure  du  sphéroïde  ne  peut  être 
que  de  révolution*  Pour  cette  dernière  partie  du  problème  j  nous 
renverrons  le  lecteur  au  livre  III*  de  la  Mécanique  céleste ,  où  elle  est 
traitée  d'un  manière  exacte  et  complète  :  c'est  donc  à  la  première  qu'il 
faut  spécialement  nous  attacher. 

\l. 

D'après  un  lhâ>rème  connu ,  démontré  par  Maclaurin,  nous  savons 
d'avance  que  l'équilibre  de  la  masse  fluide  peut  subsister  en  attribuant 
à  cette  masse  la  forme  d'un  ellipsoïde  de  révolution.  Il  est  donc  évi- 
dent qu'on  aura  une  solution  particulière  de  Téquatioti  (6),  et  par 
suite  de  l'équation  (5),  en  posant  YssM+N^i'  et  en  déterminant 
convenablement  les  constantes  M ,  N.  En  substituant  cette  valeur 
de  Y,  on  trouve  en  effet  qu'elle  satisfera  à  Téquation  (6)  si  l'on  prend 

Cela  posé,  la  valeur  générale  de  Y  pourra  être  mise  sous  la  forme 
Z  étant  une  fonction  inconnue  de  (i  qui  doit  satJs&iM  i  l'équation 
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nouvelle 

dans  laquelle  Z'  désigne  ce  *que  devient  Z  lorsqu'on  y  change  (i  eo 
/.  On  déduit  Téquation  (8)  de  Téquation  (5)  eu  y  remplaçant  Y  par 
sa  valeur  (7)  :  la  solution  particulière  Y=  M  +  N/x*  que  Ton  a  obte- 
nue à  Taidc  de  l'équation  (6)  sert»  comme  on  voit,  a  faire  disparaître 

le  second  membre  C  -H  —  (i  —  (x*)  de  Téquation  (5). 


a« 


VIL 

Mous  allons  prouver  que  la  fonction  inconnue  Z  est  égale  à  zéro.* 
Four  cela  nous  ferons  usage  du  théorème  suivant  qui  se  trouve  dé* 
montré  dans  mon  Journal  de  Mathématiqui^  (tome  II ,  page  1)  : 

«  Soit  'i^(^)  une  fonction  de  |x^  détenninée  mais  inconnue ,  qui  ne 
»  devienne  jamais'  infinie  lorsque  (x  croit  de  — ^i  à  H*-  <•  Si  ^'on  a 

D  constamment  j  _^  [jL'^(ii)dusszo,  n  étant  un  quelconque  des  nom- 
»  bres  entiers  o,  i,  a,  3,...,  on  aura  aussi  ^^(jx)=:o,  entre  les 
»  limites  (xs=— -i ,  /*  =  +  1.  » 
Pour  prouver  que  Z=o^  il  suffira  donc  de  prouver  que  l'on  a 

/:jv-zrffx  =  o, 

n  étant  un  nombre  entier  quelconque,  nul  ou  positifi 

En  multipliant  par  dfx  les  deux  membres  de  l'équation  (8)  et  inté'- 
grant  ensuite  depuis  (x= —  i  jusqu'à  fxss-f*  ï ,  on  a 

L'intégrale  triple  contenue  dans  l'équation  que  je  viens  d^écrire  peut 
être  mise  sous  la  forme 


f:y<^f>L 


Mais  par  la  formule  (4)  il  vient 
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notre  int^rale  triple  est  donc  égale  à 

ou ,  ce  qui  est  la  même  chose,  4 
Par  suite  on  a 

ce  qui  exige  que 

Pour  prouver  que    C*  [iZdfi  =s  o,  il  faut  se  rappeler  que  l'origine 
0  des  coordonnées  est  en  même  temps  le  centre  de  gravité  du  sphé- 
roïde. En  effet  le  moment  de  Télément  r^^dfi'd^d/  par  rapport  au' 
plan  des  xjr  ^ 

r^Kfi'dii'dra/d/ : 

pour  que  ce  plan  contienne  le  centre  de  gravité^  il  faut  donc  que  Ton  ait 

ffpKfiWdn^'df^  3=  o, 

les  intégrales  s'éiendant  au  volume  entier  du  liquide.  On  effectuera 
d'abord  Fintégrale  relative  à  r*  depuis  1^=  o  jusqu'à  /=Ka(i  +aY'), 
et  en  négligeant  le  carré  et  les  puissances  supérieures  de  «^  on  aura 

Y'  étant  indépendant  de  m%  cette  équation  de  condition  se  réduit  à 
f^"  liTdu'    ou    /J^VY^/*  =  o, 
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d'où  résulte  immédiatement 

/l,    l^dfl    3=8    o, 

puisque  Y  ne  diffère  de  Z  que  par  la  fonction  paire  M  +  Nf*'. 
Actuellement  il  sullira  de  prouver  que  si  les  intégrales 

sont  nulles  pour  une  certaine  valeur  de  n  égale  à  !i  ou  >  a,  l'intégrale 

suivante  f    fA"Zr/|x  est  nulle  aussi.  Cela  fait ,  il  sera  rigoureusement' 

prouvé  que  l'on  a     Z  =  o. 

Or  en  multipliant  par  ft'^f*  lea  deux  membres  de  l'équation  (8)  et 
intégrant  par  rapport  à  /A|  on  obtient 

?/.t  "^  -/:■  "■*/:'  */:  t^ = «• 

L'intégrale  triple  contenue  dans  cette  équation,  étant  mise  sous  la 
forme 

devient,  en  vertu  de  la  formule  (4) , 

.    ,./_7^:*'(,;^  +  Cj''-+e.c.): 

changeant  \*!  en  fx  sous  le  signe  /  et  omettant  lies  termes  multipliés 
par  les  intégrales  nulles 

'  '  r%--^zrffx/  r%-4Zr/^,  etc., 

elle  se  réduit  &' 
en  sorte  que  Ton  a 

et  par  conséquent 
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puisque  an  +  i  est  >  5, 

Cooduons  de  cette  analyae  qu'en  se  boniant  aux  sphéroïdes  de  ré- 
volution ,  les  formes  possibles  d'équilibre  très  peu  différentes  de  la 
sphère  sont  représentées  par  réqnatioK^.généralf) 

.       r=a(.+.ï)=.(.+^-'^-|g+-), 

laquelle  se  sini^fie  eu  observant  t{ue  a  représente  (n*  III)  la  plus  pe- 
tite valeur  de  r  :  en  effist  la  plus  petite  valeur  de  r  répond  à  /a*  s=s  i  .- 
on  a  donc 

/     .      3^       3«G        iSg\ 

d'où  l'on  tire 
et  par  suite , 

^    (9)        '•««D+î^o-f^)]- 

L'éqnation  (9)  est  celle  d'un  ellipsoïde  qui  se  réduit  à  une  sphère  lors- 
que  g=so;  en  sorte  que  la  sphère  est  la  seule  figure  de  révolution 
qui  satisfasse  à  l'équilibre  d'une  masse  fluide  homogène  immobile ,  du 
moins  lorsqu'on  suppose  à  priori  cette  figure  presque-  sphérique. 

C'est  en  partant  de  ce  dernier  théorème  que  l'on  prouve  ensuite  que 
parmi  toutes  les  figures  très  peu  différentes  de  la  ^hère  (qu'elles 
soient  on  non  de  révolution  )  une  seule  peut  satisfaire  à  la  <y>aditioa 
d'équilibrp  du  fluide  tournant  autour  d'un  axe*  En  sorte  que  la  surface 
de  ce  fluide  est  nécessairement  celle  de  l'ellipsoïde  déterminé  par 
l'éqnatioo  (g)»  Mais  sur  ce  point  ^  comme  nous  Ta  vous  déjà  dîit,  nous 
renverrons  au  livre  III*  de  la  Mécanique  céleste  (tome  II ,  page  76.) 
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extra.it 

D'un  Mémoire  sur  le  dëpeloppement  des  fonctions  en  séries 
dont  les  différents  termes  sont  assujettis  à  satisfaire  à  une 
même  équation  différentielle  linéaire,  contenant  un  para^ 
mètre  variable  ; 

Pae  mm.  C.  STURM  ET  Jf.  LI01IVILLE. 


Soient  x  une  yariable  indépendante  comprime  entre  deux  limites  don* 
nées  Xj\;  g,  k,  l  trois  fonctions  positives  de  jt;  r  un  paramètre  in-p 
déterminé;  et  Y  une  fipnction  de  x  et  de  r,  qui  satis&sse  a  la  fois  à 
l'équation  indéfinie 


<''i) 


(0        ^i^'  +  fe'-'^v. 


et  à  la  condition  définie 

(2)  T AV=  o     pour    00  =2  X, 

dans  laquelle  h  représente  un  nombre  donné  positif.  Il  est  aisé  de  trou* 
Ter  une  fonction  V  qui  vérifie  ces  deux  équations  et  qui  ne  devienne 
identiqueAient  nulle  pour  aucune  valeur  déterminée  de  r,  lorsque  x 
reste  indéterminée.  On  s'est  beaucoup  occupé  des  propriétés  de  la 
fonction  V  dans  différent)^  mémoires  auxquels  nous  renverrons  le 
lecteur  ^*). 


(^)  Tome  î  de  ce  Journal ,  pages  106,  353  «  ^269,  873^  et  lome  II ,  page  16. 
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Désignons  par  H  un  coefficient  positif  et  par^(r)  ce  que  devient  la 

quantité  -r f-  HV  lorsqu'on  y  fait  a:  ==  X  :  on  sait  que  l'équation 

^(r)  s=  o  a  une  infinité  de  racines  toutes  réelles  et  positives  que  nous 
nommerons  r. ,  r^,.  •  .r,, . .  •  en  les  supposant  rangées  dans  un  ordre 
de  grandeurs  croissantes.  Nous  représenterons  par  V.  ou  V.(ar)  ce  que 
devient  Y  lorsqu'on  fait  rz=zr^.  Ainsi  Ton  aura  à  la  fois 


(5) 

(4) 
(5) 


0  S) 


dx 


dV. 

av. 

dx 


+  (gr.-l}\,=o, 
—  h\,  ^  o    pour    or  =  X , 
+  HV,  =  o    pour    X  =i  X. 


Cela  posé,  on  peut  chercher  à  sommer  la  série 


(«) 


dans  laquelle  le  signe  2  s'applique  aux  valeurs  successives  i^  a,  3,.... 
de  l'indice  n,  et  où  f{x)  est  une  fonction  arbitraire  de  x  qui  ne  de- 
vient jamais  infinie.  Soit  ¥(x)  la  somme  demandée.  Il  s'agit  de  prou- 
ver dune  manière  directe  et  rigoureuse  que  Ton  a  F(x)  =if(a:).  Déjà 
l'un  de  nous  a  traité  cette  question  dans  un  mémoire  particulier; 
mais  comme  la  série  (6)  se  présente  dans  une  foule  de  problèmes  de 
physique  mathématique,  nous  avons  pensé  qu'il  était  bon  de  revenir 
sur  ce  sujet.  Au  surplus ,  la  méthode  dont  nous  allons  faire  usage 
diffère  beaucoup  de  celle  que  l'on  a  d'abord  employée. 

Combinons  entre  elles  les  équations  (i)  et  (3);  en  ayant  égard  aux 
conditions  "(â) ,  (4) ,  nous  aurons  sans  difficulté 

En  posant  x=5X  et  se  rappelant  que,   pour  cette  valeur  de  x, 
j-^  +  HV«  se  réduit  à  zéro  et  ^ f-  HV  à  «"(r),  il  vient  donc 


Tome  II.  ~  Juin  1837. 
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K  et  Va(X)  représentent  1er  yalears  respectives  de  k  et  de  V«  pour 
X  SB  X.  Dans  le  cas  particulier  où  r=:rnf  le  second  membre  delà 
formule  (7)  prend  la  forme  5  :  en  cherchant  alors  sa  vraie  valeur  par 
la  règle  connue ,  on  trouve 

(8)       f^  gVlda:  =  -  KV.(X)4r'(r.). 

D'un  autre  c6te  on  peut  démontrer  que  la  fraction  -pr  est  decom- 
posable en  fractions  simples.  Par  les  méthodes  connues  pour  ce  genre 
de  décomposition ,  on  (Atient 

,(r)  l(r-r.)»'(r.);* 

d'où  résulte 

A  l'aide  des  formules  (7)  et  (8),  on  peut  éliminer  ««"(r),  «'(r.)  :  celte 
élimination  faite,  si  l'on  multiplie  l'équation  (g)  par  gf{x)dx  et  si 
l'on  intègre  ensuite,  on  obtient  fiiuileroent 

/^V/(*)d*  =  2  Hi p^ . 

l  J7^'  1 

Mais  en  multipliant  pargVdr  et  intégrant  les  ^eax  membres  de  l'é- 
quation 

on  a  de  même 

rx  { f^  gyy.dx.  f^  gyj'{x)ih 

r  gVF(x)dx  =  2  Kl J : 

1      17^^ 
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Les  deux  intégrales 

sont  donc  égales  entre  elles,  en  sorte  que  Ton  a 

Cette  dernière  équation  doit  avoir  lieu  quel  que  soit  r,  et  Ton  peut 
aisément  prouver  qu'elle  entraîne  la  suivante  F(x)  =  /(x)  > 
C.  Q.  F.  D. 

La  méthode  que  nous  venons  d'employer  pour  sommer  la  série  (6) 
est  k  la  fois  très  simple  et  très  générale.  Elle  peut  servir  à  trouver  la 
somme  d'un  grand  nombre  d'autres  séries ,  comme  on  le  verra  dians 
notre  mémoire,  où  l'analyse  précédente  est  présentée  sous  plusieurs 
points  de  vue  Ç^). 


(*)  L'abondance  des  matières  nous  force  à  di£Férer  la  publication  de  ce  Mémoire. 
L'extrait  qu'on  vient  de  lire  a  déjà  été  imprimé  dans  le  Compte  rendu  des  séances 
de  f  Académie  des  Sciences  ,  tome  IV,  page  675.  (J .  Liouville.) 
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REMARQUES 

Sur  les  Intégrales  des  fractions  rationnelles; 

pae  m.  poisson. 


Lorsqu'on  passe  de  Tintëgrale  indéfinie  d'une  fraction  rationnelle  a 
son  intégrale  définie,  prise  entre  les  limites  zéro  et  Tinfini,  il  arrive 
souvent  qu'elle  se  réduit  à  une  fonction  algébrique  des  racines  de 
l'équation  que  l'on  obtient  en  égalant  à  zéro  le  dénominateur  de  la 
fraction  proposée,  et  qu'elle  ne  contient  plus  qu'une  seule  quantité 
transcendante,  savoir,  le  rapport  7  de  la  circonférence  au  diamètre. 
Mais  cette  fonction  n'est  pas  du  genre  de  celles  que  Ton  peut  expri- 
mer sans  radicaux,  au  moyen  des  coefficients  de  l'équation  dont  elle 
renferme  les  racines;  et  quoiqu'elle  ne  doive  avoir  qu'une  seule  va- 
leur, elle  dépend^  néanmoins,  d'une  équation  d'un  degré  supérieur  au 
premier,  dont  cette  valeur  est  une  raicine  déterminée.  C'est  ce  que  l'on 
verra,  en  effet,  par  l'exemple  suivant,  auquel  il  sera  facile  d'en 
ajouter,  si  l'on  veut ,  beaucoup  d'autres. 

Je  désignerai  par  â,  6,  c^  g,  Â,  A;,  des  constantes  données,  et  j'ap- 
pellerai j^  l'intégrale  que  je  prendrai  pour  exemple,  savoir  : 


r=/: 


Soient  —  «•,  —  €*,  —  >%  les  trois  racines,  réelles  ou  imaginaires 
de  l'équation 

x^  +  ax^  -f-  bx*  -f-  c  s=s  o , 

résolue  par  rapport  à  j:%  de  sorte  qu'on  ait 
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Afin  que  le  dénominateur  de  la  fraction  comprise  sous  le  signe  f^  ne 
passe  pas  par  zéro  entre  les  limites  de  l'intégration  ^  je  supposerai 
qu'aucune  de  ces  racines  ne  soit  positive  ^  ce  qui  exigera  que  le  der* 
nier  terme  c  soit  positif.  Les  signes  de  a ,  C ,  7^  1  seront  ambigus. 
Pour  fixer  les  idées,  je  supposerai  aussi  que  ces  trois  quantités  sont 
positives^  où  des  imaginaires  dont  la  partie  réelle  est  positive. 
Par  la  règle  ordinaire  »  on  aura 


y  _  >a,«  4,  km^ 


_  g  —  hc^^  J^  km^    r^^      dx 
^       dx 


g  —  70^^  kd  r 
^   (y*  —  - ')(y'— ^U  o  x^ 


dx 

TV' 


Je  fais  xs^az  et  da:^=euiz  dans  la  première  intégrale ,  xs=:€z 
et  dx^Cdz  dans  la  seconde,  x^^yz  et  dx=ydz  dans  la  troisième. 
D  après  Thypothèse  que  Ton  vient  de  faire  sur  les  signes  de  a ,  f ,  7 , 
les  limites  relatives  à  la  nouvelle  variable  z  seront  toujours  zéro  et 

rinfini  positif;  et  à  cause  de  j        ^   ^  =s  ~^,  il  en  résultera 


g—h^+k^ 


^— *g*+*» 


+ 


g.— Ay'+M 


ou  bien,  ea  réduisant  les  trois  fractions  au  même  dénominateur, 


(») 


Soit  actuellement 


En  vertu  des  équations  (i),  on  aura  d'aboftl 

2{clC  ^  ya  +  €y)  =  «•  —  a; 
on  aura  ensuite 

etp  par  conséquent^ 

(«•— .a)»  — 8«\/^  — 4*  =  o,  (3) 
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où  Ton  regardera  \/c^  valeur  de  af^,  comme  une  quantité  po- 
sitive. Or,  il  est  évident  qu'on  aurait  été  conduit  à  cette  même  équa- 
tion (3),  si  Ton  eût  pris  pouri^  Tune  des  trois  quantités  a— Ç— ^, 
7— ot  —  ê,  ff  —  51— «,  qui  se  déduisent  du  trinôme  a  +  ^+>^  en 
changeant  les  signes  de  deux  de  ses  termes  ^  ce  qui  n'empêche  pas  le 
produit  des  trois  termes,  de  rester  positif  et  égal  à  sfc.  II  s'ensuit  donc 
que  les  quatre  racines  de  l'équation  (5)  sont 


4-e-f->,    a^Z  —  y,    y^cL  —  €,     €—>  — 


a. 


D ailleurs,  les  trois  quantités  a,  €,  y,  étant  positives  ou  des  ima- 
ginaires dont  la  partie  réelle  est  positive^  il  en  résulte  qu'une  au 
moins  ^e  ces  quatre  racinessera  réelle  «t  positive;  et  l'on  voit  aussi  que 
si  l'équation  (3)  a  plusieurs  racines  de  cette  espèce,  c'est  la  plus  grande 
qui  exprime  la  valeur  de  ct  +  €  +  y.  En  désignant  par  p  la  plus 
grande  racine  positive  de  l'équation  (3),  il  faudra  donc  prendre^  dans 
la  formule  (2) , 

«-+•€  +  >=/>,     cLC  +  yd-j-CyssUp^^a); 
comme  on  a  identiquement 

on  aura,  en  même  temps, 

{a^e){y  +  ct)(e  +  y)^ip(p^-a)-a€y; 
et  à  cause  de  a€y  =  Vc ,  la  foi^mile  (:»)  deviendra 

en  sorte  qu'il  suffira  de  calculer  la  valeur  de  la  plus  grande  racine  de 
réquation  (^3),  pour  en  conclure  immédiatement,  la  valeur  de  y. 

En  remettant  pour  ^  l'intégrale  que  cette  lettre  représente,  on 
pourra  décomposer  cette  formule  (4) ,  en  ces  trois  awtres 
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**  ^  wp 

o      X 


Jo     X    — 


aay 


X 


'(5) 


x*dx  w(,p*—a)\/l 

OÙ  l'on  a  fait,  pour  abréger, 

Si  l'on  a,  par  exemple,  a  =  o,  3s=o,  c«i,  Teqaation  (5) 
se  réduira  a_a«—8a«o;  ses  «matre  racines  seront  u^o,  «=,, 
«=si=fcv'— 3;  ce  sera  la  seconde  qu'il  fendra  prendre  pourp-  an 
moyen  de  quoi,  les  équations  (5)  deviendront 

ce  qui  coïncideavec  les  valeursquel'on  déduirait  delà  formule  connue 


/; 


i-h  ar* 


«tsin 


OTo: 


Dans  le  cas  de  «=5,  *=5,  c=,,  l'équation  (5)  a  une  moine 
égale  a  5 ,  et  trois  racin«  égales  entre  elles  et  à  - ,.  En  prenant  donc 
/> = 5 ,  les  formules  (5)  donneront  alors 

IW?"  !°^.^P*^*"*f^* ''«**'«* q^ife" connaître  immédiatement 
1  one  d<»  trois  intégrales  que  nous  considérons ,  lorsque  les  valeur  des 
deux  autres  seront  connues.  On  aura  aussi  cette  autre  équation 

P    r*  x*dx r*  dx 
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et  quand  les  deux  intégrales  qu'elle  renferme  auront  été  calculées  par 
les  quadratures  y  elle  fera  connaître  la  valeur  approchée  de  la  plus 
grande  racine  positive  p  de  Féquaiion  (5). 

La  fraction  rationnelle  donnée  ne  contenant  toujours  que  des  puis- 
sances paires  de  la  variable;  si  son  dénominateur  est  du  huitième  de- 
gréy  1  equation  dont  sa  valeur  dépendra ,  se  réduira  au  quatrième 
degré,  comme  l'équation  (3),  et  ce  sera  encore  la  plus  grande  racine 
positive  de  cette  équation  qu'il  faudra  employer  dans  cette  valeur. 

Après  avoir  décomposé  une  fraction  rationnelle  en  fractions  simples 
dont  les  dénominateurs  soient  du  premier  ou  du  second  degré;  si  Ton 
suppose  que  le  nombre  qui  marque  le  degré  du  dénominateur  de  la 
fraction  proposée  devienne  infini  y  le  nombre  des  fractions  simples  le 
deviendra  aussi  ^  et  elles  formeront  une  série  infinie  dont  la  fraction 
donnée  exprimera  la  valeur.  On  obtient  par  là,  sans  intégration, 
les  sommes  des  diverses  séries  qu'Euler  et  D.  Bernouilli  ont  considé- 
rées ,  et  qui  sont  déterminées  d'une  autre  manière  dans  mes  mémoires 
sur  les  intégrales  définies  (^)  ;  mais  je  n'ai  pas  vu  que  ce  moyen  con- 
duisit à  des  résultats  qui  ne  fussent  pas  déjà  connus. 

(*)  Journal  de  V École  Potytechnique ,  XVIIP  cahier  ,  pages  3ï  i  et  «uivant/es. 
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MÉMOIRE 

Sur  le  degré  d'approximation  quon  obtient  pour  les 
valeurs  numériques  dune  variable  qui  satisfait  a  une 
équation  différentielle,  en  employant  pour  calculer  ces 
valeurs  diverses  équations  aux  différences  plus  ou  moins 
approchées  ; 

Pae  g.  goriolis« 


Lorsqu'on  a  à  résoudre  Fëquation 

on  \t  fait  au  moyen  de  Tintégrale 

j  =  ff{x)àx. 

Les  valeurs  numériques  de  cette  dernière  peuvent  se  calculer  par  ap- 
proximation au  moyen  de  Téqualion  aux  difféi^ences 

A/  5=  f{x)La:  : 

c'est  ce  qu'on  appelle  ia  méthode  des  quadratures.  Au  lieu  de  cette 
équation  aux  différences  ^  on  emploie  encore  la  suivante  : 

C'est  pour  cette  formule  que  le  célèbre  Euler  a  donné  les  termes  d'une 
série  complémentaire,  et  que  M.  Poisson,  dans  un  mémoira  qui  fait 
partie  du  recncil  de  l'Académie ,  année  1827,  a  exprimé  le  reste  de 
cette  série  sous  une  forme  analogue  à  celui  de  la  série  de  Taylor. 
T«iiia  H.  —  Jan  1837.  3o 
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M.  Cauchy  est^  je  crois^  le  premier  qui  ait  fixé  une  limite  à  Terreur 
commise  lorsque^  pour  calculer  les  valeurs  de  ^  tiré  de  l'équation  dif-^ 
férentielle  d^=:  /{x,f)da:,  où  les  variables  Jc  et^  paraisscot toute» 

deux  dans  la  fonction  qui  exprime  la  valeur  de  t^  ^  on  se  sert   de 

réquation  aux  différences 

Nous  allons  d'abord  exposer  la  marche  qu'il  a  suivie ,  puis  nous 
donnerons  des  limites  analogues  lorsqu'on  emploie  diverses  autres 
équations  aux  difiërences  plus  ou  moins  approchées  de  Téquatioiv 
différentielle. 

Pour  faciliter  les  énoncés^  nous  concevrons  or  et  ^  comme  étant 
deux  coordonnées  rectangulaires  d'un  point  dans  un  plan. 

Nous  ferons  remarquer  d'abord  que  toutes  les  métbodes  d'approxi-' 
mation  pour  le  calcul  dés  valeurs  numériques  de^  ne  peuvent  réussir, 
comme  on  le  verra ,  par  la  recherche  même  des  limites  de  l'erreur» 
qu'autant  qu'on  sait  à  priori  que  pour  tons  les  points  compris  dans  un 
certain  rectangle  sur  le  plan,  ni  la  fonetion  /{oo,  /),  ni  certaines  de 
ses  dérivées  ne  deviennent  infinieS|  et  qu'on  peut  assigner  des  nombres 
que  ces  fonctions  ne  dépassent  jamais  dans  ce  rectangle. 

Soit  donc  A  un  nombre  que  /(x ,  jr)  ne  puisse  dépasser  dans  le 
rectangle  dont  les  points  extrêmes  ont  pour  coordonnées  Xo»  Xo+^» 

Supposons  qu'après  avoir  pris  àx  =  -^— ^ ,  on  calcule  ^,  au 
moyen  des  équations  successives. 


Il  s'agit  de  reconnaître  quelle  altération  recevait  cette  valeur  de  f^  ^ 
si ,  au  lieu  de  diviser  X'-^Xo  en  n  parties ,  on  multipliait  indéfini- 
ment les  éléments  en  sous-divisant  chacun  des  accroissements  àx  en 
m  éléments  /i'x  plus  petits. 
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Soient  j^,  el/,+,,  deux  quelconques  des^  successifs  du  calcul  pré- 
ce'dent ,  4e  telle  sorte  qu'on  ait 

en  sous-di visant  Ao:  en  m  elements  A'x  et  conservant  \  Xf  et  kjr,  les 
mêmes  valeurs,  on  aura  une  nouvelle  valeur  de  ^,4.,  répondant  à 
x,^,  ou  à  X,  -4-  Ajr ,  laquelle  résultera  des  équations  successives , 


ou  x\,  j:1,  ira,  elc..».^.  désignant  les  valeurs  de  x  intermédiaire 
entre  x^+,  et  x^  eijrl ,  jlj  j\ ,  etc...,  les  valeurs  de  j  fournies  par  ces 
équatioas  aux  différences.  On  peut  les  mettre  sous  cette  forme 


Tant  que  Ax  ne  dépassera  pas  r-,  c^est-à<-dire  que  AAx  <  b,  on  sera 

sûr  que  chacune  des  sommes  qui  forment  les  deuxièmes  membres  sera 
inférieure  à  Aàx,  et  qu'ainsi  tous  les  jr  qui  paraissent  dans  le  calcul 
seront  tous  compris  entre  les  liniitesj^o=^  A  Ao:  ou  jr^db 6.  Ainsi,  l'on 
peut  poser 

%  étant  un  nombre  fractionnaire  entre  aéro  et  l'unité. 

Si  donc  on  désigne  par  JV,^,  la  différence  entre  la  valeur  de^cal- 
4:ulée  par  Téquation 

3o.. 
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et  celle  qui  resuite  des  m  sous-divisions  de  ax  ;  on  aura 

Si  Ton  désigne  par  P  et  Q  les  maxima  numériques  des  dérivée» 

partielles    ^^f**^    et        f^^'  dans  l'étendue  du  rectangle  dont  nous 

avons  parlé ,  et  qu'on  développe  la  différence  ci-dessus  au  mo^en'des 
dérivées  partielles,  on  aura  toujours 

Il  reste  à  examiner  maintenant  quelle  sera  Tahération  partielle  pro-* 
duite  sur^.  par  cette  variation  cTr^^., ,  en  supposant  que  l'on  ne  change 
pas  le  mode  de  division  entre  j^^^,  et/. ,  et  que  cette  dernière  quan-^ 
tité  ne  soit  ainsi  modifiée  que  par  le  seul  changement  de/^,. 

En  désignant  de  même  par  ^r^^,  ^,4.99  etc.^  les  variations  cor* 
respondantes  des  quantités  jr,^^,  Tr-hs^f  ®te*  f  o<^  ^wa  évidemment 

Cette  équation  fournit  l'inégalité  suivante  r 
et  comme  on  aura  semblablement , 

et  ainsi  de  suite  jusqu'à 
on  en  déduira 

En  appliquant  cette  formule  au  premier  élément  iix  à  partir  de  x^^ 
sa  sous-division  produisant  un  changement  jy,  sur/, ,  on  aura  pour 
la  variation  correspondante  //,  sur  jr, 

^KTn  <  Jy,  (î  +  QAor)».,. 
Si  Ton  sous-divise  ensuite  le  second  élément  ùkX,  on  produira  sur  /» 
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un  deuxième  changement  qui  sera  limité  par  rinëgalité 

On  «continuera  à  poser  des  relations  semblables  qui  limiteront  les  alté- 
rations partielles 

^^«/    ^iT.f  etc. 

Il  est  clair  que  Ton  aura  le  changement  total  sur  j^.  en  faisant  la  somme 

J^ïT.  +  cTj^.  +  J'i/.  +  etc. 

En  la  désignant  par  jy.  et  se  rappelant  que  toutes  ces  quantités  «T^», 
^mXmf  etc.  y  sont  toutes  inférieures  à  (P  -4-  AQ)ù.af  ;  on  aura 

jy.<(H-AQ)["+'>^'— ]Ar. 

Cette  inégalité  subsistant,  quel  que  soit  le  nombre  des  nouvelles  sous- 
divisions  de  chacun  des  n  éléments  A^  en  d'autres  plus  petits,  elle 
aura  encore  lieu  à  la  limite  quand  h  nouvel  j^  devicndta  la  valeur 
exacte  ;  ainsi  elle  donne  une  limite  de  Terreur  que  Ton  commet  en 
prenant  j^a  au  lieu  de  la  limite. 

La  niaiche  précédente,  tout  en  donnant  une  limite  pour  Terreur 
commise,  a  1  avantage  de  démontrer  que ^»  converge  vei^  une  limite 
lorsque  n  croit  indéfiniment,  et  qu'il  y  a  une  fonction  qui  satis- 
fait à  réquation  différentielle  :  les  valeurs  de  cette  fonction  peuvent 
ainsi  se  calculer  par  la  méthode  précédente  avec  telle  approximation 
que  Ton  voudra. 

TeDe  est  Tanalyse  qu*^on  doit  h  M.  Cauchy. 

Nous  remarquerons  maintenant  que  si  Ton  admet  à  priori  que  la 
fonction^  existe,  la  limite  précédente  peut  être  réduite  à  moitié.  En 
effet,  les  valeurs  de^  répondant  à  x^^^  peuvent  être  mises  sous  la 
fi>rme 

t 

Or,  la  valeur  approchée  At  y  que  nous  désignerons  par  fr-^^  est  donnée 
par 
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Ainsi,  la  seule  soas-dîvîsion  à  Yia£m  des  élémeats  enire  x,  et  Xr^^ 
fait  varier  ^  de 

qui  est  infeVieui'e  à 

C'est  la  moitié  de  ce  qu'on  avait  ado{>té  par  la  marche  précédeute  ; 
on  peut  donc  poser  en  général 

Il  ne  faut  pas  perdre  de  vue  que  ces  calculs  par  éléments  ne  peuvent 
réussir  et  conduire  ainsi  aux  valeurs  numériques  de  Fintégrale/  qu'au- 
tant qu  on  peut  assigner  un  certain  rectangle  dans  lequel  ni  la  fonc- 
tion f(pc ,  j)  ^  ni  les  deux  dérivées  partielles  ne  deviennent  infi-^ 
nies.  Les  coordonnées  extrêmes  de  ce  rectangle  étant  j:^,  ^o  +  ^y 
^•^  —  6  et  ^"o+^>  o"^  ïi'cst  sur  à  priori  de  pouvoir  calculer^  qiie 

pour  une  valeur  de  x  qui  ne  dépasse  pas  ^t  +  -j  >   puisque  dans  ce 

cas  seulement #0  sait  que  quel  que  soit  l'indice  r  la  valeur  numé- 
rique de  j^,^— j^o  étant  plus  petite  que  A(jr,  —  Xq)  sera  alors  infé- 
rieure à  è.  I 

On  peut  remarquer  que^  si  la  fonction  /{po,  j)  reste  positive  pour 
toute  la  superficie  du  demi-rectangle  compris  entre  j^o  ^t  /4,  +  i; 
alors  on  n'a  pas  besoin  de  considérer  le  demi-rectangle  inférieur  com- 
pris entre  ^o  et^T'o  —  b  puisqu'on  sera  sûr  alors  que  dans  l'étendue  du 
calcul  les  valeurs  de  j^  vont  en  croissant  :  ce  sera  l'inverse  si  /{pc^y) 
reste  négative. 

Examinons  maintenant  le  cas  ou  l'on  emploie  d^autres  équations 
aux  différences  pour  calculer  les  valeurs  de^.  On  peut ,  par  exemple^ 
procéder  d'une  manière  analogue  à  celle  qu'on  prend  pour  les  inté* 
grales  définies,  quand  on  leur  substitue  l'aire  d'un  poljrgone  au  lieu 
de  la  somme  des  rectangles  inscrits.  On  emploie  alors  l'équation  aux 
différences 

•  4r  =  [/(*,j)-F/Ç^,r+/<x,^)A*)]f. 
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Examinons  dans  ce  cas  quelle  limite  on  pent  assigner  à  l'erreur  com- 
mise. 

Lorsque/  n'existe  pas  dans  f{x^j)  et  que  cette  fonction  est  réduite 
à  f{pc)  »  Euler  a  donné  une  série  pour  exprimer  le  complément  néces- 
saire pour  former  la  valeur  de^.  M.  Poisson  a  exprimé  le  premier  le 
reste  de  cette  série  et  a  posé  ainsi  une  limite  à  l'erreur.  Il  s'est  fondé 
sur  l'analyse  propre  aux  développements  des  fonctions  en  séries  de 
sinus  et  de-  cosinus.  Nous  exprimerons  ici  le  reste  par  le  seul  emploi 
de  la  série  de  Taylor. 

Supposons  d'abord  qu'on  ait  une  fonction  f{x)  au  lieu  de  f{pOj  y) 
et  que  Téquation  aux  différences  soit 

Ar«[/(«)  +  /(r  +  Ax)]f. 

En  développant  f{^  H*  ^)  ^^  s'arrètant  au  troisième  terme,  cette 
^  équation  devient. 

8  étant  un  coefficient  numérique  plus  petit  que  l'unité.  Mais  la  valeur 
exacte  de  A/  serait  donnée  par 

ainsi  la  différence  entre  les  deux  j"  pourra  être  mise  sous  la  forme  de 

^  fix  H-  flAr). 

Si  A''  désigne  ta  plus  grande  valeur  numérique  de  f\x)  pour  toutes 
les  valeurs  de  x  -f*  8^^  qoi  peuvent  être  employées ,  l'expression  ci- 
dessus  sera  inférieure  à 

—  A^ 

Revenons  maintenant  à  Féqualion  différentielle  où  les  deux  variables 
X  et/  entrent  dans  la  fonction ,  et  soit 


Ë=»/(*>jr> 


dx 
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Nous  dcduiroas^,^,  de/,  P&r  réquation  aux  differenGes 

posons^  pour  abréger^ 

et  désignons  par  Y  la  valeur  exacte  de  y.  Nous  pourrons  remplacer 
l'équalion  aux  différences  qui  fournit  les  j*,  par  la  suivante 

Ay  =  [/(x,j) +/(*,  Y)] f-|y(ar,  ¥)-./(«,/)]  ^, 

f^e  premier  terme  du  deuxième  membre  de  cette  équation  peut  être 
considéré  comme  une  fonction  de  x,  ainsi  par  la  formule  qu'on  vient 
de  donner  pour  ce  cas,  la  différence  entre  ce  terme  et  ce  qu'il  devait 
être  pour  donner  la  valeur  exacte  Y  est  plus  petite  que 

La  quantité  A''  étant  la  plus  grande  valeur  numérique  de  la  dérivée  dç 
/(pc,  x)  prise  par  rapport  à  ^^  en  y  regardant^  comme  une  fonc- 
tion de  X.  En  désignant  par  R,  S ,  T  les  plus  grandes  valeurs  numé« 
riques  des  trois  dérivées  partielles  du  deuxième  ordre  àe  f(x,  y)  f 
on  aura 

A"  <  R  +  aSA  +  TA*  +  Q(P  +  AQ). 

Cherchons  maintenant  une  limite  du  deuxième  terme  de  Téquation 
ci-dessus,  c'est<-à-dire  une  limite  de 

Lorsqu'on  veut  passer  de  or  à  a:  4*  àx ,  on  a 

de  plus,  d'après  la  définition  de^'')  on  a 
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Ainsi  y 

Y  =y  +  fipc  +  fl^,  y  =fc  OAAx)^, 

Introduisant  cette  valeur  de  Y  dans  f{pc^  Y) — f^pc^  y),  et  rempla- 
çant cette  différence  par  une  valeur  moyenne  de  la  dérivée  partielle 
qui  lui  correspond  y  c'est-à-^dire,  la  développant  par  la  formule  de 
Taylor  arrêtée  à  la  première  dérivée;  on  aura 

Ayant  désigné  par  P  et  Q  les  plus  grandes  valeurs  numériques  des 

dérivées  partielles  ^^^^  ^^  et  ^^^^'  ^^  pour  toutes  les  valeurs  de  x 

et  de  j*  qui  peuvent  être  employées  dans  le  .calcul ,  l'expression  ci^ 
dessus,  en  faisant  abstraction  du  signe,  sera  inférieure  numérique- 
ment à 

Ainsi,  dans  le  cas  le  plus  défavorable,  pu  le  signe  des  deux  par-r 
ties  que  nous  venons  de  calculer  serait  le  même ,  la  limite  de  l'erreur 
totale  commise  sur  un^*,^,  quelconque,  sera  donnée  par 

jy,..<^'[^-|-(P  +  AQ)Q3. 

Maintenant^  i)  reste  à  voir  quelle  influence  a  l'erreur  ^jr^x  ^^^r/-^ 
quand  on  sous-divise  les  éléments  Ajt. 
Comme  on  a 

on  en  déduit 

jy,^.  <  jy.>.  -+-  ^[Qcrrr4..^Q(jyr:..-i-^QjyrH.,)], 

ou  bien, 

on  aura  de  même 

et  ainsi  de  suite. 

TOIIM  11.   —    }C1LLBT   1837.  3l 
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En  multipliant  ces  in^alités  Tune  par  l'autre,  on  aura 

l'erreur  totale  sur  j^  est  la  somme  de  tous  les  ^t^xYm  résultant  des 
changements  produits  par  les  souà--ditiâionS  dés  ûj^  ;  et  comme  on 
a  toujoursi  quel  que  soit  l'indice  r, 

on  aura  pour  l'erreur  totale  sur^„ 


^1^41+0!.+ aq)qT(l 


Q  +  Q't 


A''  étant  liniité  dans  cette  formula  par 

A'  <  R  +  ^SA  4-  TA'-f.  (P  +  AQ)  Q. 

Le  dernier  facteur  qui  entre  dans  la  limite  de  jy„  prend  une  valeur 
finie  pour  ^x  infiniment  petit  et  n  infiniment  grand;  ainsi  Terreur 
est  de  Tordre  de  aj?*. 

Eu  égard  aux  signes  des  differences  qui  ont  introduit  A'  et 

Q  (P  +  AQ),  on  peut  remarquer  que  si  la  foùction  /{x^jr)  et  ses 
dérii^s  du  premier  et  du  deuxième  ordre  étaient  de  même  signe  dans 
l'étendue  du  rectangle  dont  nous  avons  parlé,  alors  on  pourrait  dans 
Texpression  ci-dessus  remplacer  le  facteur 

^-|-(P  +  AQ)Qpar^-(P  +  AQ)Q, 
OU  par 

R  +  aAS  4-  A*T  —  5  Q  (  P  +  AQ  ) . 

On  peut  donner  également  la  limite  de  Terreur  commise  lorsqu'on 
emploie  une  équation  aux  differences  formée  d'un  certain  nombre  de 
termes  de  la  série  de  Taylor. 

Ainsi,  en  partant  de 
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àr^f{a:fr)^x^ ___4.... — _ — ,  ^  3     ^-, 

Terreur  commise  sur  ^4-^7',  répondant  à  x  +  àx,  sera  moindre 
que  la  plus  grande  valeur  de 

En  désignant  par  A^"'*''^  la  pins  grande  valeur  de  la  dérivée  totale 
qui  forme  le  premier  Jeteur  de  e^tte  expression,  et  par  J'jr  Terreur 
sur  jr  -|-  t^Xf  on  aura 

L'altération  dej',^ ,  résultant  ^çulement  de  cçHe  de  jr, ,  sçr^  don  - 
née  par 

Si,   pour    abréger,   o»   pose  90  général  ja    dérivée    totale.... 

da  .  dtfC^        Ajc» 


f 


jr  devant  avoir  une  valeur  entre  7-,  et^r  +  J^/rf  dans  les  expresr 

da  dtfC-O 

s><^™  5P •^• 

En  procédant  comme  dgns  le  cas  précédent,  et  désignant  les  phis 

grandes  v^Jwrs  Qumérique^  de»  dérivéçs  jp  ^  t .  » -rj— ,  qwJ  que  spjt 
jr  dans  Tintérieur  du  rectangle,  par 

QA       A**  A<7) 

on  trouvera  qn«  l'err^iir  ror  j»t  ité$olt4ii]tdu  s^ul  çhaug^ipept  /;v 
sur  j!:^  sera  limité  par 

j^^.  <  <fy.  (' +qa*+ a:^  4- . . . + a<->  ^)'", 

3i.. 
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comme  tontes  les  quantité  S'jfi  sont  limitées  par 

S'y   ^  A<"*'J^^'— 

^J'  ^  "         i.a.3...{iM+i)' 

et  qa'en  outre  l'errear  totde  $'f^  de  y„  est  donnée  par 
on  aura 

le  dernier  Bsicleur  du  deuxième  membre  étant  fini  quand  n  devient 
infini^  la  limite  de  l'erreur  est  de  l'ordre  de  tkO^. 

Lorsque  /i  devient  très  grande  et  par  consequent  lorsque  ax  devient 
très  petit  devant  l'intervalle  total  ^„  —  ^« ,  on  peut  poser 


Examinons  encore  ce  que  devient  la  limite.de  l'erreur  quand  on 
emploie  pour  équation  aux  différences  l'intégrale  d^une  équation  diffé- 
rentielle linéaire  très  approchée  de  l'équation  différentielle  du  pro- 
blème. 

Suivant  que  ce  sera  la  variable  x  ou  la  variable^  qui,  par  la  nature 
de  la  question^  variera  le  moins  rapidement  en  développant  y(xy  y)  à 
partir  de  x.  et  y.  suivant  les  puissances  des  accroissements  de  x  ou 
de^,  on  développera yi[xij^)  suivant  les  puissances  de  l'accroissement 
de  X  ou  de/. 

Soit  donc ^  pour  fixer  les  idées,  y  la  variable  qu'on  sait,  par  la  na- 
ture de  la  question,  devoir  varier  le  moins  rapidement;  on  posera 
y=iyo  +  ^9  €t  l'on  remplacera  l'équation  différentielle 
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par  l'ëquatioD  différentielle  linéaire 

Nops  poserons ,  pour  simplifier  récriture/ 

aetç  étant  ici  des  fonctions  de  x.  L'intégrale  de  l'équation  linéaire 
ci-dessus  sera 


-    '^'^"iP 


e  adx, 


Eu  se  servant  de  cette  équation  comme  d'une  équation  aux  différences^* 
on  posera  • 

On  peut  encore  écrire  cette  équation  sous  la  forme 


/"t'r-J., 


Jr4-.*  =»  J'r  ■+•  f         e  adx. 


x,^^  étant  ici  égal  à  x^-f-^^* 

Pour  avoir  une  limite  de  la  différence  entre  cette  valeur  de  ^,^4  et 
celle  qui  est  exacte ,  on  remarquera  que  cette  valeur  exacte  peut 
être  considérée  comme  fournie  par  Fintégrale  de  Téquation  différen- 
tielle^ 

^=a  +  î*l    +  ç^ -, 

en  sorte  que  la  différence  entre  les  deux 7-,^,  sera 
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Si   T  désigne   la   valeur  maxiimini  de  Ji^^  dans  tante  Téten^ 

due  du  rectangle  que  nous  avons  déjà  considéré;  on  aura,  en  vertu 
de  ce  que  l'accroissement  ni  ^ejr  est  petit  que  Aaatv 

or,  quel  que  soit  le  signe  de  qy  ou  a 

^  ^'  <  e  <  e      , 


et 


aio»  on  a 


^  A*'    .M,  Q^' 
r/+.  <  ^  A«Tè^    . 

Toutes  les  erreurs  jy„  jy„  <[y,,  etc.,  provenant  de  la  même 
cause  seront  inférieures  k  cette  même  limite.  * 

Il  reste  maintenant  ^  examiner  comment  une  erreur  jy,  influe  sur 
X,^  tel  qu'a  a  été  déterm«;ié  par  l'équation  aux  différences 


Tf+x  s=  y,  -♦-  f  e       'ad*. 


On  tire  de  cette  équation  ^ 

les  dérivées,  par  rapport  4  j.,  devant  prendre  dans  cette  formule  des 

iT^nTT"*  ^™^  """'r  «^P^»^»»""  points «ompriâdaus 
le  rectangle.  En  remarquant  qu  on  a  i-  -r 
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et  en  dëagnant  par  T,  <XHnme  précédemment,  U  pins  grande  va- 
leur numérique  de  j^  ;  il  viendra  en  conservant  aux  lettres  A  et  Q 
leurs  significations  précédentes 

De  tontes  les  inégalités  semblables,  on  conclut 

/./•  <  ciy,  [1  +  QeQ^Q4- AT)Aà:]-. 
En  se  rappelant  que  Ton  a  toujours , 

jy,  <  ^TA-eQ^', 
oa  trouvera  pour  le  Jjr^  tota) 

jy.  <— e      AT| .Q^-ÏQ  +  AT)^  -]• 

Ainsi  Terreur,  dans  ce  cas,  est  de  Tordre  de  ax*.  On  voit  que  dans  le 
cas  où  les  fonctions  A  et  T   sont  très  petites-,  cette  erreur  est  aussi  ^ 
très  petite  si  Qaot  n'est  pas  très  grand. 

Si  Ton  peut  reconnaître  que  la  fonction  ^  ^  *  "^  dont  le  maxi- 
mum numérique  est  Q  reste  positive  dans  l'étendue  du  rectangle  que 
nous  considérons  ;  alors  si  Q,  est  le  minimum  numérique  de  cette 
fonction ,  on  aura 

et  par  suite 


9 


l 


e  J'     '  dx  <  ^ 


on  peut  donc  poser 

ày.<  ,  A  1  j — T^j^zT^ — K— q: — > 
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On  peut  remarquer  que  dans  beaucoup  de  questions  de  mécanique 
qui  se  rapportent  à  des  mouvements  qui  tendent  vers  un  état  stable  , 
on  appliquera  facilement  les  formules  précédentes  parce  qu  on  con- 
naît à  priori  une  limite  que  la  variable  jr  ne  peut  dépasser ,  et 
qu'ainsi  on  peut  tracer  le  rectangle  dans  intérieur  duquel  le  point 
donné  par  les  coordonnées  x  et'x  sera  toujours  compris^ 

On  pourrait  étendre  les  considérations  précédentes  à  an  sjrstème 
d'équations  différentielles  simultanées ,  ainsi  que  M.  Caucby  l'a  fait 
pour  le casoù Ton  emploie  pour  équations  aux  différences  celles  qui 
sont  fournies  par  le  changement  des  den/^:  les  formules  devenant  très 
compliquées ,  nous  n'avons  pas  cru  devoir  les  présenter  ici. 
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Sur  une  Lettre  de  d'Alembert  h  Lagrange  5 
Par  J.  LIOUTILLE. 


On  sait  que  pour  trouver  l'intégrale  complète  d'une  équation  diffé* 
rentielle  linéaire  quelconque 

il  suffit  de  connaître  m  ou  même  (m—- 1)  intégrales  particulières,  dis* 
tincles  entre  elles,  de  l'équation  plus  simple 

Plus  généralement,  dès  qu'on  possède  7»  intégrales  particulières  de  l'équa- 
tion (a) ,  on^ut  ramener  l'intégration  de  l'équation  (i)  à  celle  d'une 
autre  équation  linéaire  de  Tordre  (m — n).  Ces  propositions  fonda- 
mentales se  déduisent  facilement  du  principe  de  la  variation  des  cons-- 
tantes;  mais  en  les  donnant  pour  la  première  fois  dans  le  mémoire  in^ 
titulc  Solution  de  différents  problèmes  de  Calcul  intégral,  Lagrange  a 
fait  Usage  d'un  procédé  singulier  fondé  sur  l'intégration  par  parties  ; 
ce  procédé  a  beaucoup  d'analogie  avec  celui  dont  les  géomètres  se  ser- 
vent si  souvent  dans  le  calcul  des  équations  différentielles  partielles , 
lorsqu'ils  déterminent  les  coefficients  des  divers  termes  des  séries 
qui  représentent,  dans  les  problèmes  pbysico-matbématiques,  l'état  ini* 
tial  des  températures  ou  des  vitesses  de  chaque  molécule  d'un  système 
matériel  donpé. 

ToaM  II.  —  JciuLKT  iS)7.  3a 
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Pour  intégrer  réquation  (  i  )  on  peut  encore  employer  une  autre 
méthode  qu'il  serait  aisé  de  rattacher  à  celle  de  la  yariatioo'dee  coos^ 
tantes  et  qui  consiste  à  profiter  de  chaque  intégrale  particulière  de 
1  equation  (2)  pour  abaisser  l'ordre  de  réqaation(i)  d'une. unité.  En 
effet  si^,  désigne  une  de  ces  intégrales  particulières  et  si  Ton  pose 
y  =^Jiftdx^  riuconnue  t  dépendra  d'une  équation  de  l'ordre  (m — v) 
que  l'on  pourra  semblablemeit^labfûsaet  à  V.o;dv«  {m — 2)  si  Ton  connaît 
une  seconde  intégrale  particulière^..  En  continuant  ainsi  l'on  parvient 
enfin  à  une  équation  du  premier  ordre  qui  n'offre  plus  aucune  diffi- 
culté. M.  Libri  a  présenté  cette  méthode  comme  nouyellé  dans  le 
recueil  de  M.  Crelle  et  même  dans  le  présent  journal  (tome  I,  page  lo). 
De  plus,  dans  la  5'  édition  de  son  excellent  Traité  élémentaire  du 
Calcul  différentiel  et  du  Calcul  intégral,  un  auteur  dont  personne 
ne  respecte  plus  que  moi  les  talents  et  le  caractère,  M.  Lacroix  s'exprime 
ainsi  :  M.  Libri  a  repris  dune  manière  très  élégante  'et  très  féconde  la 
théorie  des  équations  différentielles  linéaires^  Je  me  crois  donc  obligé 
d'avertir  que  la  méthode  dont  il  .est  question  appartient  non  pas  à 
M.  Libri,  mais  à  un  géomètre  français,  à  d'Alembert  qui  la  donnée 
en  1764,  dans  une  lettre  écrite  à  Lagrange  et  imprtnée  tomeJU 
des  Miscellanea  Taurinensia,  page . 36 1.  Jignore comment œpas^ge 
a  pu  échapper  à  M.  Libri  qui  s'est  occupé  si  long-temps  de  l'histoire 
des  sciences  ma thématîques(*). 


(*)  Voki  la^kltre  de  d'ilenbert  :^ 

.<  Votre  proWème  sur  rinté^tion    tie    Téq^uation    P7-  -f- ^^^^ -f- — i; . . . 

■4,...   i*?^ag2iL,  lorsqfiie  Vçn   a,    m —  1    yal^ur»  de  jr  ;diaas.  r^Mluaiioji  .Pjr  ^ 

^  -^  J :^-i-  • .      .   ^  =  0 ,  m'a  paru  si  beau ,  que  i'eaai  cherché  une  sokuioB 

qyevakik    . 

»  Soitj"  r^  Vjï,  V  étant  uâe  iadé terminée,  et  «  une  dej^  vaJ^ur^  de  jr  qui  sa- 
tisfait ^  l'équation  fy  +  ^  +  . . .  :  etc.  =  o ,  et  soit  «nlMli tuée,  cette  valoir 

dans  Téquatici^  ?j  +  -~  +  etc =  ?^  i    '*    transformée   sera    composée 

!•  d'une  partie  V  (P*  +  %^  . . .  +  "T^)  >  ©^  X  ne  se  trouvera  point,  laquelle 

oX  OX  ».      »  ' 
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sera  évidemimm^aso  ^^came  cl«  P*  +  -^  +  . . . .  -'-p^  î=sro  (Arp.)  ;  »•  d'une 

partie  où  V  ne  se  trouvera  point ^-et  qui  ne' contenant  que  dW  avec  ses- diflërençe»} 
jusqu'à  ^"V  inclusivement,  pourra  par  conséquent  être  abaissée  au  (to  —  i)'  de- 
gré ,  en  faisant  //V  =  V'dx  ;  or  puisqu'on  am  —  i  valeurs  de  j^,  que  ^  =  Vz , 
et  que  z  est  déjà  une  des  valeurs  de^,  on  aura  donc  m  —  a  valeurs  de  V,  en  n'y 
comprenant  pas  l'unité;  donc  supposant  que  z  soit  une  de  ces  valeurs,  et  faisant 
V  =  x^  Pf'dxj  comme  on  a  £ait^  ==  zf^'dxy  on  abaissera  de  même  l'équation 
en  y\  et  ainsi  de  suite ,  jusqu'à  ce  qu'on  arrive  à  une  équation  qui  sera  de  cette 
forme  dW"  •**=  +  KV  ••«  ^  =  X,  K  et  X  étant  des  fonctions  dear.  Or  on  sait 
que  cette  équation  est  intégrable. 

»  Il  est  aisé  de  voir  parcet  iexposé,  i *^  qu'à  chaque' transfomûîtion  il  disparaît 
un  des  coefficients  y  savoir,  celui  de  j-  pat  la  prepiière,  celai  de  4^*  P^i^ '^  ^~ 
conde,  etc. ,  en  sorte  que  dans  la  dernière  transformée  il  ne  restera  que  les  deux 
coefficients  de  d^jr  et  ^""""'j^;  or  si  on  a  une   quantité  de  cette  forme.... 

^£^-^r  +     v^  ,  et  qu'on  ùisse d^^ss ^ndx ,  on  aura  dans  la  transformée  ten 

laissant  à  part  les  autres  termes)  i""  iSÇ  à  la  place  de  fi  et  ^^^l  ^  ^*  P*^*^^  ^^5"^* 

fidl  i/"*  —  *  «  éâd*^  "  'a 

a»  [êt^  +  ^  X  (m —  i)]         _^  au  lieu  de   ^^^-^ .  Donc  si  on  suppose  que 

jm'^^'ï  "f"'  '  .'^'i^oient  Ids  deux  dei'nitora tonnes  du  premier  membre  de  la  pro«- 

posée ,  et  qu'on  fasse  y  !2=  zf3fdtf»''dxfi^. . .  fV"'^'  dx ,  il  sera  aisé  de  trouver, 
par  la  remarque  précédente ,  k  fbrme  de  la  dernière  transformée ,  d'où  Fou  tirent 
aisément  la  valeur  de  Y""  *"=*•  le.ne  fais /Monsieur^  qu'indiquer  l'opération  ^  qui 
serait  très  simple  et  très  courtis^.Tous  suj^lérea  aisément  à xe  que  je  ne  d». pas.  n> 
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Observations  sur  des   théorèmes   de  Géométrie ,    énoncés 
pcige  \6ode  ce  volume  et  page  'xiidu  volume  précédent  ^ 

Par  m.  BINET, 

Professeur  au  CoHége  de  France. 


Je  viens  de  lire  daos  les  livraisons  d'avril  et  de  mai  un  Mémoire 
fort  intéressant  de  M.  Lamé,  sur  les  surfaces  isothermes^  dans  les  corps 
solides  homogènes   en  équilibre  de  température.  Ce  mémoire  fait 
partie  d'un  volume  du  Recueil  des  Sasfuns  étrangers  (*),  mais  je  n'a- 
vais pas  eu  occasion  de  le  voir  et  d'y  remarquer  l'emploi  que  fait 
M.  Lamé  d'un  théorème  de  Géométrie  que  j'ai  publié  en  181 1<  Je 
vais  en   reproduire  l'énoncé  tel  qu'on  le   trouve  dans  un  mémoire 
sur  les  axes  principaux  et  les  moments  d'inertie  des  corps ,  qui  fait 
partie  du  16'  cahier  àix  Journal  de  V École  Polytechnique.  Pour  faire 
comprendre  cet  énoncé,  il  convient  de  rappeler  qu'une  surface  du 
second  degré  étant  donnée ,  si  l'on  détermine  les  foyers  de  ses  sections 
principales,  une   infinité  de   surfaces  du   même  ordre,  de   même 
espèce  ou  d'espèces  différentes,  peuvent  avoir  les  mêmes  foyers  pour 
leurs. sections  principales:  ce  sont  les  surfaces  auxquelles  M.  Lamé 
donne  le  nom ,  fort  convenable ,  de  surfaces  homojocales.  Ces  sur- 
faces qui  se  sont  présentées  aux  géomètres,  en  premier  lieu,  dans 
la  théorie  de  l'attraction  des  sphéroïdes  elliptiques  sur  un  point  ex- 
térieur, jouissent  de  belles  et  utiles  propriétés.   Voici  celle  dont  il 
s'agit  :  ti  les  surfaces  du  second^  degré  ayant,  les  mêmes  foyers  pour 
leurs  sections  principales  doivent  respectivement  se  couper,  de  ma- 

O  Ce  Tolumé  n'a  pas  encore  paru.  Le  mémoire  de  M.  Lamé  n'était  connu 
jusqa'ici  des  géomètres  que  par  un  petit  nombre  d'exemplaires  particuliers  ;  en 
le  publiant  dans  ce  journal ,  je  crois  avoir  rendu  à  la  science  un  véritable  service. 
La  réclamation  très  fondée  de  M.  Binet  n'ôte  rien  au  mérite  du  travail  de 
M.  Lamé,  qui  me  semble,  je  le  répète,  ouvrir  une  route  nouvelle  dans  le  calcul 
des  équations  différentielles  partielles.  J.  Liocville. 
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oière  que  le  système  de  tous  les  hjrperboloïdes  à  une  nappe ,  coupe 
un  quelconque  des  ellipsoïdes  suivant  les  lignes  de  l'une  de  ses  cour- 
bures; le  système  des  hyperboloides  à  .deux  nappes  coupe  le  même 
ellipso'ide  selon  le  second  système  de  ses  lignes  de  courbure ,  et  ces 
propriétés  sont  d'ailleurs  réciproques^  De  là  il  suit  que  tout  l'espace 
sera  divisé  par  les  surfaces  que  nous  avons  considérées  (  les  surfaces 
homofocales)  en  une  infinité  de  parallélépipèdes  rectangles  infini- 
ment  petits ,  dont  les  arêtes  seront  les  éléments  des  lignes  de  cour- 
bure communes  aux  surfaces;  et  les  axes  principaux  du  corps  répon- 
dant au  sommet  de  l'un  de  ces  parallélépipèdes  seront  les  tangentes 
aux  trois  lignes  de  courbujre  communes  des  trois  surfaces  du  second 
ordre  qui  y  passent.  »  (Page  5g  du  XVI*  cahier  du  Journal  de  VÉcole 
Polytechnique.  ) 

A  cette  citation ,  j'ajouterai  celle  de  l'énoncé  du  même  théorème 
qui  se  trouve  dans  le  rapport   que  MM.  liaplace  et  Biot  firent  sur 
le   mémoire  relatif  aux  moments  d'inertie   et  aux  axes  principaux 
des  corps  :  ce  rapport  fut  imprimé  dans  le  Moniteur  (  n^  du  4  juil- 
let t8ii),  et  là  se  trouve  une  date  authentique  et  une  publication 
réelle  :    «  Les  surfaces   dont  nous   venons   de  parler   (  ellipsoïdes 
>i  hyperboloïdes   à  une  et  à   deux  nappes)    prendront  divers  pé-       / 
»  rimètres,  et  conserveront  toutefois  les  mêmes  excentricités  pour 
h  leurs   sections   principales.    M.    Binet  remarque  de  plus  qu'elles 
»  se  couperont  à  angles  droits,  et  suivant  leurs  lignes  de  cour- 
»  bure  f  ce  qui  donne  une  construction  de  ces  lignes  aussi  simple 
«qu'élégante  pour  les  surfaces  du  second  ordre,  au  moyen  de  cette 
»  pénétration.  Si  l'on  considère  un  pointquelconque  de  leurs  intersec- 
»  tions,  les  axes  principaux  qui  y  répondent  sont  les  tangentes  à  ces 
»  mêmes  lignes  de  courbure,  etc.  »  Ce  rapport  avait  été  lu  à  Tlnstitat 
le  2h  y^^^  i8i  I ,  en  présence  de  Monge,  à  qui  l'on  doit  les  premières 
recherches  sur  les  lignes  de  courbure ,  ainsi  que  la  détermination  de 
ces  lignes  pour  les  surfaces  du  second  degré  :  pour  Monge  ce  théorème 
était  nouveau.  D'illustres  géomètres,  Lagrange,  Laplace,  Legendre, 
Poisson  assistaient  à  cette  séance* 

Il  est  juste  de  reconnaître  que  de  son  côté,  M.  Dupin^  dans  des 
recherches  curieuses  sur  les  surfaces  orthogonales,  a  rencontré  la  même 
propriété  des  surfaces  du  second  degi^  homofocales,  comme  appli- 
cation d'un  théoràme  plus  général.  Mais  la  date  de  publication  des  mé« 


Digitized  by 


Google 


25o  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

inoires,deM.Dapin  est  postérieure  de  detix  années  à  celle  du  mien, 
quoique  ses  recherches  sur  ce  sujets  d  après  son  assertion ,  remontent 
à  une  époque  antérieure  à  i8ii.  Le  théorème  de  M.  Dqpin  semble 
aussi  n'être  pas  parvenu  à  la  connaissance  de  M.  Lamé,  car  dans  son 
aaémoire  sur  les  lois  de  l'équilibre  du  fluide  éihéré,  il  eût  pu  partir, 
comme  d'un  résultat  connu,  de  ce  théorème  général,  savoir^  que 
(^  trois  systèmes  de  surfaces  orthogonales  conjuguées  sont  toujours 
M  tels  que  deux  quelconques  d'entre  eux  tracent  sur  une  surfiace  du 
»  troisième  toutes  ses  lignes  de  courbure.»  (Page  22b  du  XXIII*  ca- 
hier du  Journal  de  FÉcolè  Polytechnique.)  Cette  belle  proposition  de 
Géométrie  est  précisément  le  théorème  de  M.  Dapin. 

La  forme  sous  laquelle  j'ai  considéré  1  equation  des  surfaces  homo- 
focales  est 


K-A   ^   K— B  ^  K— C  ' 

â,  6,  csont  les  coordonnées, d'un  point  qucilcanque  de  la  surface, 
A ,  B,  C  trois  constantes  positives  telles  que  A  >  B  >  C^  et  K  une 
quantité  susceptible  de  toutes  les  grandeurs  supérieures  à  C  :  oe  qui 
donne  lieu  aux  trois  espèces  priiicipales  de  surfaces  du  second  degré. 

De  trois  formules  semblables  à  la  précédente ,  répondant  à  trois 
valeurs  différentes  de  K,  M.  Lamé  déduit  les  coordonnées  a,  b^  c  en 
fonction  des  trois  valeurs  attribuées  à  K^  ou  à  des  quantités  fc%  }r%  p* 
qui  remplissent  loffice  de  notre  quantité  K.  J'ai  aussi  remarque , 
il  y  a  beaucoup  d'années,  et  à  prppos  dumêoie  sujet;  Texpnession 
simple  de  ces  coordonnées;  mais  j'étendis  alors  mes  recherches  à  la 
détermination  d'un  Apmbre  quelconque  de^graudeOrs  «',  é%  c%  etc., 
entre  un  pareil  nombre  d'équations  de  la  (orme  précédente.  Je  rap-- 
porterai  ici  le  résultat  quQ  je  trouvai, parce  qu'il  peut  servir  en  d'autres 
circQnstances  ;  j'y  joindrai  la  démonstration  qui  me  l'a  ifourni.  Pour 
plus  de  simplicité,  j'écris  tf,  6,  c,  etc,,  à  la  place  de a%  6%  c%  etc. 

Prenons  donc  un  nombre  n  d'équations  de  la  forme 


(«) 


rl-À  + 

b 
K  - 

-  + 

e 

+. 

etc. 

= 

«» 

W^+ 

b 

:b  + 

c 
K.-C 

H-  etc. 

= 

I. 

'ir--i  + 

b 

:b  + 

.  c 

•+• 

etc. 

ss 

«  » 

etc. 
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No^s  BOUS  proposons  de  former  Texpressioa  des  n  ineonnues 
a,  b,  Cj  etc.,  déterminées  par  ces  équations.  L'on  y  parviendra 
parles  considérations  suivantes  : 

Soît  F(a:)  =  (jtr— A)  (x-~B)  (a:— C)  • . . . .  une  fonefiob  entière  du 
degré  n  marqué  par  le  nombre  de  ses  facteurs  x — A,  x — ^B,  etc. ,  et 
/{x)  une  autre  fonction  entière  dont  le  degré  ne  surpasse  pas  n-^i  ; 

la  fraction  *^  sera  decomposable  en  n  fractions  simples  qui  auront  les 

dénominateurs  x — A ,  x-^B ,  etc.  ;  et  l'on  sait  que  si  V(x)  désigne 

le  coefficient  diflërentiel  -^  ,   on  a,  par  la  formule  d'Euler, 

Dans  cette  formule  identique,  écrivons  successivement  K,  K,,  K,... 
à  la  place  de  x,  nous  composerons  ainsi  n  équations  de  la  forme 

*^  -^  -î-   -4- etc    ==-^ 
(N)    }    ^f^  +  ^  +  j^,  +  etc.=^, 

-*—  H-  etc    =-^^ 
K.-C  ^  ®**^'  —  F(K,)  ' 

et  ces  équations  seront   évidemment  satisfaites   en   prenant   pour 
a,  b,  c,  etc.,  les  valeurs 

^  _  /(A) /(A) 

"  —  rçÂ)  -" .  (A-B)  (A-C)  (A— D). . . 

i.^  m iB. 

"  -"    F(I5)  "'  (B-A)  (B— C)  (B-D). . .  ' 
etc. 

Pour  obtenir  «des  équations  entièrement  semblablea  à  •  celles  ^[ne 
nom  nous  sommes- -proposé. de  résoudre,  nous  eoroposerdns  «ne 
fonctioB  f (x)  du  degré  n  avec  les  fiictenni  inégaux 

(x  —  K)  (x  —  K.)  (x  —  K.)  etc. 

Si  l'on  prend  pour  le  polynôme  du  degré  n  -<-  i ,  que  nous  avons 
désigné  par/(x),  la  différence  F(jc)— f(jc)  des  deux  polynômes  du 


KA 

+  râ 

+ 

a 
K,-A 

^ér. 

+ 

a 

H-c^. 

+ 

etc. 
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degré  n  qui  oot  le  même  premier  terme,  alors  le  second  membre 

de  la  première  des  équations  ci-dessus *C^  deviendra  ^^'^iTf^^sai, 

t{jk)  r(K)  ' 

parce  que  £(K)=o  ;  il  en  sera  ainsi  des  autres  quantités-^^^,  -^^^etc, 

et  les  équations  (N)  prendront  la  forme  proposée  (n). 

Les  valeurs  de  a^  b,  c,  etc. ,  qui  satisfont  à  n  équations  de  la 
forme 


w 


etc. 


seront  ^  =  "^I^A)  =  «  î^^      6  ^  ^  -M)     etc 

pubque  F(A)  =  o ,  F(B)  =  o ,  etc.  ;   ainsi  l'on  aura 

~  (A  — B)    (A-.C).,. 

^  —  (B-A)  (b-ctt::  ' 

C  =;s  etc. 

Lorsque  Ton  veut  appliquer  ces  formules  aux  surfaces  du  second 
degré  bomofocales  qui  se  coupent,  il  suffit  de  remplacer  n,  b,  c,  par 
a%  b*f  c%  et  de  réduire  a  trois  le  nombre  des  équations. 

Ces  remarques  se  rapportent  à  un  écrit  déjà  bien  ancien  ;  il  a  pu 
rester  ignoré  de  géomètres  qui,  s'occupant  de  sujets  différents  par 
leur  objet,  ont  pu  rencontrer  dans  leurs  rechercbes  les  mêmes  propo- 
sitions que  moi.  J'ajouterai  que  c^est  dans  le  même  mémoire  que  Ton  a 
donné,  pour  la  première  fois,  1  equation  du  troisième  degré  dont  les 
racines  sont  les  carrés  des  demi-axes  d'une  surface  du  second  ordre,  et 
que  l'on  a  énoncé  ce  théorème  cité  par  M.  Saint-Gnilhem ,  page  222 
du  premier  volume  de  ce  journal,  savoir,  que  la  somme  des  carrésdes 
faces  d'un  parallélépipède  conjugué  circonscrit  à  un  ellipsoïde,  est  une 
quantité  constante  pour  Ions  les  parallélépipèdes  conjugués ^  proposi- 
tion analogue  à  deux  autres  que  l'on  connaissait  depuisquelques  années, 
et  qui  avaient  été  publiées  par  M.  Livet.  (i  3*  cahier  du  Journal  (te 
F  École  Polytechnique.  ) 
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RECHERCHES  SUR  LES  NOMBRES; 

Par   m.    liEBESGUE, 

,         Professeur-SQppléaDt  à  la  Faculté  des  Selepces  de  Grenoble. 


S I".  Nombre  de  solutions  de  la  cengruence  aaf^^y^+* .  •^kif'^l 
(mod.  pzsshm'^  i'}.  Le  module  étant  supposé  premier. 

*  .   *  , 

Quoique  M.  Libri  ait  déjà  donne  une  formule  très  remarquable  qui 
déterrofne  le  nombre  de  solutions  d'une  congruence  quelconque,  j'ai 
cru  devoir  entendant  reprendre  la  question  en  suivant  une  autre  mar- 
che» afin  de  ne  pas  supposer  la  resolution  de  1  equation  x^ssii  ^  vou- 
lant au  contraire  la  déduire  des  formules  de  ce  paragraphe. 

.1. 

Congruence  conditionnelle  à  laquelle  satisfait  le  nombre  de  solutions 
dune  congruence  algébrique  et  entière /{a:^,  x^. .  .arjk^o(mod.  />)• 

On  suppose  ici  que  la  fonction  J\x^f  oc^^ . .  .x^)  qui  renferme  k  in- 

'connues  est  une  somme  de  termes  de  la  forme  Aor^j^.  •  •  .^y  où  les 

exposants  sont  des  entiers  positifs  et  le  coefficient  A  un  entier  positif 

.  ou  négatif.  De  plii^  quand  une  inconnue  manque  dans  un  terme,  on 

.  \y  fait  entrer  avec  Fexposant  zéro. 

Il  est  question  seulement  ici  des  solutions  en  nombres  entiers  posi- 
tifs et  moindres  que  le  module,  zéro  n'étant  pas  excepté  des  valeurs 
données  aux  inconnues.  Voici  comment  on  déterminerait  les  solutions 
et  leur  nombre,  si  la  grandeur  du  module  ne  rendait  pas  le  calcul 
impraticable.  On  arrangerait  kkk^de  toutes  les  manières  possibles  et 

Tome  II.  —  Juillet  1S37.  33 
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saYis  exclure  la  répétition  d'aa  même  nombre,  les /i  nombres. .» 
Oy  If  2f**,(p  ^-»  f ) ;  ce  qui  donnerait  p^  arrangements  :  les  nns  tels- 
que  ot,  y  «19  •  •  •  tfjk  donnant  /(et^ ,  cr^ ,.•«««)  ^  o  (mod.'/i)  seraient  les 
solntions  et  les  seules  solutions,  puisque  les  autres  «arrangements  tels 
que  /3t  >  /^i  f  •  /?A  ne  donneraient  pas  ^(/S, ,  jS«  ^ .«  • .  jSs)  ^  o  (mod.  p). 
Le  nombre  de  solutions  ainsi  déterminé  peut  être  représenté  par  S^^ 
rindice  rappelant  le  nombre  des  inconnues  que  renferme  la  con- 
gruence. 

Quelquefois  il  est  avantageux  d'exclure  zéro  des  valeurs  données 
aux  inconnues  :  dans  ce  cas  les  solutions  se  trouvent  parmi  les  (p— ^  Y 
arrangements  kk  k  desp —  i  nombi^s  i ,  a ,  3.  •  .{p — i).  Ce  no'mbise 
de  solutions  peut  être  représenté  par  ^j^  :  il  est  en  général  moindre 
que  Sf,. 

Ceci  posé,  voici  la  congruence  conditionnelle- à  laquelle  satisfait  le 
nombre   Sji   de  solutions  d'une  congruence* 

/(^.f  x^,...x»)=Xa=o(mod./?). 

THtoitèHe.-  Soit  S^  le  nombre  de  solutions  de  la  congruence 
f{x,  9  x^f  .Xu)  ^ o  (mod.  p)f  si  Fonfait  f(x^ p  x^,.. . jr»)=Xj|  et 
que  Fan  suppose  Xf  =  2Ajc;jrî. . .  .JCÎ,  on'  aura,  en  représentani 
par  ZA,(^i)  la  somme  dès  coefficients  des  termes  du  développe^ 
ment  de  X?"',  où  les  inconnues  entrent  toutes  {c'est-à-dire  en  nombre  k) 
awc  des  exposante  multiples  de  p —  i  et  plus  fjrands  que  zéro, 

(0  S.  =  (HO*^"  2A<^o  (n«>d-  P> 

Démonstration.  On  substituera  dans  Xf*"  Tponr  Xg,  x^,.  ..x^  les 
nombres  qui  résultent  de  chacun  des  p^  arrangements  k  k  k  des 
nombres  o,  i ,  a,..  .(p«-*i).Poûr  chaque  solution  («, p  ^%f  ««i)  <m 
trouvera  Xf"  ^  o  (tnoà,  p^,  puisque  l'on  aura  X«^o(mod./'). 
Pour  toute  autre  substitution,  on  aura  Xr^^i  (mod. /)), puis- 
que Xft  ne  sera  pas  divisible  par  p.  La  sonune  des  résultats  de  ces  subs* 
titutions  successives  sera  done 

=  S»  X  o  -f-  (p*  —  SO  X  I  S  '—  S»  (mod.  p). 
D'un  autre  côté^  si  l'cm  pose  pour  abr^r 
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la  somme  exacte  des  valeui's  de  Xp"  ou  de  lAx^3Pt,.  .ai  sera 
Hkfafh. .  ./g.  Oo  le  voit  de  suite  en  faisant  d'abord  les  substitutions 
pour  a:,  et  somrnant,ce  qui  Sonne  Z\faxi...xi;  puis  pour  or^  dans  la 
somme  précédente  et  sommant  de  nouveau,  ce  qui  donne  lA/afb..  .x^; 
«t  ainsi  de  suite*jusqu*à  ce  qu'on  trouve  Zlifa/bs..fg  après  avoir  fait 
les  substitutions  pour  les  k  inconnues,  que  Ion  suppose  toutes  dans 
chaque  terme,  ce  qui  introduit  des  sommes  fo=sp,  dans  les  termes 
«où  des  inconnues  manquent.  Or  on  a  par  des  théorèmes  bim  connus 
/a^o(mod.  p) ,  si  a  n'est  pas  multiple  de  p-^  i ,  et  fa^p-^i  s^ 
—  I  (mod.p),  si  a*  est  multiple  de  />—  i.  D'après  cela  diaque  terme 
de  2A/2i/A...yg-sera^o(mod./i),  on^A( — i)*(mod./i),  ce  cas  arri- 
vant et  ne  pouvant  arriver  qu^  quand4es  exposants  a,  b,...g  en  nom* 
bre  k  sont  tous  multiples  de  p-*  i  et  plus  grands  que  zéro.  Si  pour 
rappeler  cette  circonstance  on  représente  te  coefficient  A  de  A( — i)* 
par  A^^i),  la  somme  des  valeurs  de  S^'ssSAo^txî.  «.â^  sera 
tdonc  '  •  • 

mais  elle  eA  aussi 

3B  —  Su  (mod.  p).  De  là  résnhe  --^  ^  (— i)*  SA«^«i)  (mod.  p) , 
t)u  encore  • 

Comme  il  est  dlt-dans  l'énoncé* 

Si  l'on  exclut  les  solutions  renfermant  une  ou  plusi^rs  inconnues 
égales  à  zéro,  on  trouvera  tout-à*fait  de  même  la  formule 

{%)  S.  =  (- 1)*  [i  -  SA V.J  (inod.  p) 

où  ZA'«(^)  indique'la  somme  des  coeffidenta  du  développement  de 
Xp'  répondant  i  des  termes  dans  lesquels  les  exposants  des  inconnues 
sont  tous  multiples  dep— i,  ^ns  ajputer  cette  restriction  qu'ils 
dofvent  htçfi  pins  grands  que  zéro.  Cest  pour  rappeler  cette  ciroons* 
tance  que  la  lettre  A  a  été  accentuée* 

33.. 
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La  fomiule  (a)  est  beaucoup  moins  commode  poor  les  applications 
que  la  formule  (i>,  dont  nous  nous  servirons  principalement. 

Quand  il  ny  aura  qu  une  ou  deux  inconnues,  les  congruences  con- 
ditionnelles (i)  et  (2)  détermineront  complètement  S,  et  S^,  ou  ^1  et  s^. 
Mais  pour  un  plus  grand  nombre  d'inconnues  il  faudra  employer 
une  autre  méthode.  Car  si  les  nombres  S^  et  s^  deyiennent  plus  grands 
que  le  module ,  la  congruence  conditionnelle  donnera  pour  S^  et  s^ 
une  expression  hp^<r  où  a  sera  un  nombre  déterminé  moindre 
que  p,  mais  où  h  restera  indéterminé.  M.  Lîbri  a  déjà  donné  des  con- 
gruences analogues  à  celles  (i)  et  (a);  mais,  comme  les  précédentes^ 
elles  ne  sont  qu'un  premier  pas  yers  la- solution  du  problème  qui  fait 
l'objet  de  ce  paragraphe. 

Nombre  de  solutions  dé  la  congruence  Jc"^a  (mod.  p^^  /bn>f- 1)* 

La  congruence   aoif^  ^  h  (mÔd.p  =s  hm  +  i)  se  ramené  à- " 

j^^A.{mod.p)  en  faisant  A^ôa***  et  ^^ax(mod.p) /puisque 
l'on  a  a"ar"^fra""^*(mod./?);  ou  bien  encore  à  j:"^A(modr/?), 
puisque^  en  posant  ag^il  bg^k^  l'on  a  agaf^bgimoà.py 
Connue  d'ailleurs  le  nombre  de  sdljitions  ne  change  pas*,  nous  con- 
sidérerons directement  la  congruence  af^a  (mod./)). 

Ici  X,  =  af'^^a^  et  le  terme  général  du  développement  4^  X/*"'  est 

1.2.  ..n  ^         '        '  1.2.3. .  .n  *  *  ' 

=  rt"jrfO-*— ^(mod./>).  •        '^ 

On  rendra  l'exposant  de  jc  multiple  de/i-i^  en  posant  i»n:=(p-t)g; 
et  si  d  est  le  plus  grand  commun  diviseur  de  m  et  de  p^^  i^  n  prendra 

les  valeurs  o,  i  .^^  >     ^"^T^  '     '•^T^***  •  -(^ — ^^'^i^*  ^®  ^*^  ^" 
moyen  d^  la  formule  (i),  où  l'on  fera  Ar=r  i ,  on  trouvera 

(5)        S.si-Ha"  +a/  ...+  a.        '' s~^(niod.  ^),  ^ 
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« 

Or,  évidfemtneJt^  on  ne  peut  avoir  m<S<  zssp,  ni  8^>p,  donc 

I*.  Si  Ton  a  iT^  ^  i  {màd.p),  il  en  résultera  S,  =  rf. 

cri  - 

!i°.  Si  Ton  n'a  pas  a  ^   =  i  (mod.  p),\\  en  résultera  j,  =0. 

Ce  dernier  cas  résulte  de  ce  que  O"^^  —  »  ^o  (mod.  p). 

La  condition  de  possibilité  de  la  congruence  of'  ^  a(mod.  p)  est 


f»— 1 


donc  a^^  I  (mod.  p)  et  le  nombre  de  ses  solutions  est  d,  ce  nom- 
bre représeptant  le  plus  grand  commuu  diviseur  de  m  et  de  /> —  i . 
*  La  congruence  afi^  a  (mod.  p)  n'ayant  que  ^racines  réelles,  on  la 

ramènera  à  la  forme   x^  ^W(mod.  p^=sgd^  i)  en  posant 

mi^d  {mod.  p  ^^  i).  D'après  cela  on  considère  principalement  Je  cas 
de  la  congruence  af'^a(mod.  p=f  Ant-)- i),  pour  lequel  dzsim; 

alors  la  condition  de  possibilité  devient  a^ ,^  \  (^od.  p)  et  le 
nombre  de  solutions  est  égal  à  m.  Si  l'on  avait  a^o(mod  p)  il  ny 
aurait  qu'une  solution,  savoir  orsso.  Quand  la ''congraence . . . . 
x^=a^cfdp.)  Q3t  possible,  on  dit  que  a  est  un  résidu  de  m'  puis- 
sance pour  le  module  p  ;  et  particulièrement  un  résidu  quadk^atique , 
cubique,  biquadi^tique ,  selon  que  m  è^  égal  à  ^ ,  3  ou  4/ 

Voici  les  énoncés  de  quelques  propositions  qui  serviront  plus  loin. 

Les  vésidus  de  m* puissance  pour  le  module  pzstmh^i  sont  les 

en' 
racines  de  la  congruence  x  '^  ^  t  (mod.  p).   Us  sont  en  nombre 

^^  ,  et  si  Fun  deux  est  représenté  par  a  j  lajonriule  ay  les  contient 

touss  *   •  *  * 

Les  nombres  qui  ne  sont'  pas  résidus  de  ^^^*  puissance  pour  le 
module   p,  sont  nommés  non -résidus;  ils  sont   en    nombre.... 

p  —  I  —  ^~-'  =s  (w—  0-^^  •  ^^  ^  subdivisent  en  m—  i  clas- 


m  ^  ^      m 

m 


ses  de  ^j^  nombres  chacune.  Voici  le  principe  de  celte  classification 
importante:  il  est  bon  de  le  rappeler  ici,  à  cause  de  l'usage  continuel 
que  nous  en  ferons. 

La  congruence  a:"  ^  i(mod./>  =  A/?i-i-  0»  ^y^^^t  pour  racine  un 
certain  nombre  entier  r,  les  nombres  r,  r*,  r*, .  • .  r"  ^  1  (mod.  p)  sa- 
tisferont ^ous  à  la  congruence  af^^i  (mod.p).  Or  si  l'on  a 
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m  =s  a^b^c^ ...  où  a^  by  Cm,  sont  des  Jiombnes  premiers  diCérenU, 

on  a  prouvé  qu'il  y  a  tit.-^^. -^.-^^. .. .   valeurs  de  r,  telles 

que  les  puissances  successives  r%  F^fi^,...¥^  seront  toutes  iacongrues 
suivant  le  modn\ep,  et  formeront  par  conséquent  la  suite  complète 
des  racines  de  la  congruence  x^^  i  (mod.  p  =  hm  -f*  i)«  Les  racines 
r  qui  jouissent  de  cette  propriété  sont  dites  primitives  (^).  D'après  cela 
on  classe  les  nombres  i  ^  a,  3.  •  •(p  —1)1  ainsi  qu'il  suit  : 

Soit  rune  racine  primitive  de  œ'^^i  (mod.p)  et  f  une  radme  pri- 
mitive de  p  ou  de  x^*  ^  i  (mod.  p). 


(*)  Voîçî  les  énoncés  de  deu  proportions  qui  pvouTeot  r«ftislcafia  desi 
primitiTes  et  qui  en  déterminent  le  nombre. 

Si  Von  représeniepar  A, ,  A.. . .  .u^,  des^  nombres  enUen  ou  des  polj9omes  de 
forme  a  +  éx^-  e**  4- . .  .fi^,  etc.  Si  de  plus  Von  représenêe  par'^^  le  prodmà 
des  quantités  Ap  A, .  •  •  ^,  ,  p^r  P»  le  produit  des  plus  grands  communs  diviseurs 
des  mêmes  quantités  combinées  2^2,  par  P3  le  produit  desplus  gsands  communs 
diviseurs  des  mêmes  quantités  combinées  Z^ài,»et  ainsi  de  suite  :  le  plus  petit 
nombre,  ou  le  poljmome  de  moindre  degré  divisible  par-k^,  k^,  ...  A,  sera 
Pt,  P|,  "5. . .  • 

Si  Ton  suppose  mr=z  a  ^b^c^ («,  é,  c. . .  étemtdes  nombres  premiers 

m  m  M    . 

différents)  elque  Fon  fasse  A,  ^  «  *—  i ,     A,-=s  x  *  —  i ,      A3  ss x l^— i ,  etc.^ 
la  congruestce  quidonne  Its  racistes  primtUites  de  ta emtgmenee  x^as  t  {mod.p) 

sera  ^ 35^5-^ — = uso  :  (mo4./i)  sméegrém.  .*-~.-*-_. 

r,r3r5 ...  *^  a         o        c 

m^arquera  le  nombre  des  racines  primitives,  * 

Nous  omettrons  les  déoionstratioas  ^ui  ne  présentent  aucune  difficulté.  Nous 
pourrons  revenir  dans  un  autre  mémoire  sUr  Ja  détermination  des  racines  primi* 
tires  et  la  construction  des  tables  qui  jrésoWent  la  congruence  x^éma  (modip), 
cooune  les  table»  de  logarillmies  résolvent  x"  :s  a.  (¥«  les  Reeherehes  ariihmér 
tiques  de  M.  Gauss.)  I^ous  ajouterons  seulement  que  la  congruence  précédente 
s'étend  aux  racines  primitives  imaginaires  de  la  congruence  x^as  i  (mod./y 
=s&m^-  !}•  (Y.  J7e  Résidais  pubiçis  commenfatio  nsunprosajj»  d|S  M.  GreUe, 
tome  IL)  , 

Pour  la  détermination  de  ïa  congruence  aux  racines  primitives ,  on  peut  con- 
sulter les  exercices  mathématiques  de  H.  Cauchy ,  année  1829.  J'avais  donné  an» 
térienrement  la  même  coagruence  dans  le  Bulletin  du  Nord,  journal  scientifique 
et  littéraire  publié  à  Moscou. 
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i*.  On  aura  r^f^  (mod.  p^shm^  i). 


p-t 


a*.  Lès  résidus  de  m^^  puissance  ou  les^racines  de  or  *"  ^  i(raod.p) 
seront  fT,  f  ",  /&'■•, .  • .  f<*-*>»  :  leur  formule  est  /*. 

3\  Les.  non  résidus  de  première  classe,  ou  les  racines  de 

a:*^rs  f*(mod./>)  seront  les  nombres  p>  f"^",  P*""^%-  •  •fC*-'>*-^«  : 
leur  formule  est  fj"^. 

4^  /^e;  non^résidus  dé  deuxième  classe,  ou  les  racines,  de ... . 
x^ ^i^^f*^ (mod. p)  serorU  les  nombres  f*,  /»""^%. .  ./•"••^"^•i  fcwr 
formule  est  f ?y*. 

5*.  £>!  général,  les  non^résidus  de  g''^  classe,  ou  tes  racifies 

de  la  congruence  J^^r'^f'^  {mod.  p),  seront  les  nombres 

f  S  P""*"'*  •  •  -f^*"'^"*'!  dont  M  formule  est  fy^. 

OÀ  emploie  fréquemment  les  cooséqaences  suivantes  : 

Poor  /e  cfl^  ife  "•  nombre  pair,  —  i  sera  résidu  de  fri*^*  puissance, 
pour  le  module  p.  PoUtle  cas  de  ^^  nombre  impair,  ce  qui  ne  peut 

arriver  que  pour  m  pair,  —  i  sera  un  non-résidu  de  \^)     ^'^'^'^^• 

Le  produit  abcd..  • .  sera  résidu  de  m^^  classe  pour  le  module  p,  si 
la  somme  des  numéros  de  classe  des  facteurs  nan-résidus,  est  multiple 
de  m,  ou  déforme  Km.  Ce  produit  sera  au  contraire  un  non^résidu  de 
gf^  classe,  si  la  somme  des  numéros  de  classe  des  facteurs  non^rési^ 
dus  'est  de  la  forme  Km  -f-g. 

Si  a  est  un  non-résidu  de  première  classe^  les  nombres  a^,  a% 
0?,. .  .aP"^  seront  des  non-résidus  de  i*%  a%  3%. . .  (m— iy«'  classe 
respectivement. 

Quoii}u'il  y  ait  de  rarbitraîve  dans  le  numérotage  des.  daases  de 
non*résidu8  ijai  change  avec  la  racine  primitive  f  f  cette  classification 
n'en  est  pas  moins  importante  ^  ainsi  que  Ta  prouvé  M.  Gauss  par  sa 
résolution  de  Féquation  jp*  =3  1 ,  où  il  ne  reste  guère  à  Êiire  que  des 
simfdifications  de  calcul  p  qui  n'entrai^it  point  dans  le  plan  de  son 
ouvrage. 
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[Nombre  de  solutions  de  la   congruence   a,a:,*  -H  ^op." 
s  a,(mod.p  acB  Am  H- I  ). 

Pour  le  cas  de  0j  5  o  (mod.  /))  ;  on  a  de  saite  ce  théorème  : 

La  congruence  4x^X1^+ a^x^^o(mod.»p)  a  une  seule  solution 
(x,  =s  o ,.  or,  =  o),  Jrt  —  a^a^"^  est  non^résidu  de  mf^  puissance,  et 
I  -f-  ni( p-^  i)  5î  —  a^a^^^^  est  résidu  de  nf^^  puissance. 

Pour  le  second  cas  les  m(p— i)  solutioiis  autres  que  a:,=03,  ar.=o, 
résultent  de  la  résolution  de  ^^  —  a.aP,"-*(mod.p),  en  posant 
zx^ = a,ar,  (mod.  p). 

La  formule  générale  â,ar,"  +  Utix^^a^ixaoA.  p)  se  ramène  de  suite 
à  la  formule  particulière  af" — ajr^^b(mQa.p)  en' posant  Jtsa.ar, , 
jr^^.i  a^-^a^a^"^*,  b^a^'^' (mod. p),  ce  qui  ne  change  pas  le 
nombre  de  solutions,  c'est  donc  cette  dernière  que  nous  allons  consî- 
dcrer  pour  simplifier  les  calculs. 

La  congruence  «■^a7*+ A  (mod.  p=s  Am +  1),  a  un  nombre  de 
solutions  multiple  de  m  et  moindre  que  mp. 

En  effet,  si  Ton  peut  avoir  a7*H-ô^o(mod. />),  cela  aura  lîeu 
pour  m  valeurs  de  ^,  à  chacune  desquelles  correspondra  :r=:o;  on 
aura  d'abord  m  solutions. 

Ensuite  toute  valeur  de  j^  qui  donne  ay^^b  congru  à  un  résidu  de 
j^iémt  puissance,  donne  m  valeurs  correspondantes  pour  x,  d  où  résul*^ 
tent  m  solutions.  Il  faut  encore  remarquer  que  si  la  valeur  àey  qui 
rend  ajT-^^b  résidu  de  m**^  puissance  n*est  pas  eérô,  il  y  aura  m  va- 
leurs AejTj  qui  donneront  pour  ajT^b,  la  même  valeur  residue, 
d'oii  m*  solutions  par  la  combinaison  des  m  valeurs  de 7*  avec  les  m  va- 
leurs de  X. 

Enfin,  pour  toute  valeur  de^  qui  ne  rend  pas  ay^-^b  résidu  de 
m'^^  puissance,  il  n'y  aura  aucune  solution.  D'après  cela  : 

Le  nombre  de  solutions  de  la  congruence , . . . 

x^^^ny-^  b{ mod, pBsihm^i)  est  toi^ours  multiple  de  m  et  prend 
Vune  des  trois  formes  : 
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I*.  Am*  si  [b  et  — èa"""*  sont  non-résidus  de  i»*'^  puissance  par 
rapport  au  module  p. 

2\  km*-^m,  sides  deux  nombres  b,  —ba^'''  Fun  est  résidu  et 
Foutre  non-résidu  de  wf*^  puissance  par  rapport  au  module  p. 

3*,  km^-^nm,  si  b  et  ^^ba"^"^  sont  tous  deux  résidus  de  m^^ puis- 
sance pour  le  module  p. 

^  11  suit  de  ce  qui  précède  que  j-  ne  prenant  que/)  valeurs  o,  i, 
a.  •  •(/'— 1)9  le  nombre  des  solutions  ne  saurait  surpasser  mp.  Pour 


qu*il  fût  égal  à  mp,  il  faudrait  avoir  (aj^^b)  "  ^  i  (mod.  p)  pour 
toute  valeur  de  j^  ;  mettant  donc  pour  j^  les  nombres  o,  i,  a  • .  •  (p— 1  ) 

etsommanty  il  en  r&ulterait  a  '^  (p— 1)^0  (mod.  p)  en  remarquant 
que  SI  Ton  pose  0^+ l'+a'H-. .  .(p— i)'==/|f ,  toutes  les  sonmies 
comprises  dans  le  résultat  seront  ^o  (mod.  p)  à  Texceptionde  /(/>*-i) 
qui  sera  ^p —  r  (mod.  p).  Mais  ,on  ne  peut  avcMr* 

^  '^  (p  —  i)  ^o(mod.  p)  sans  supposer  a^o(mod./))>  ce  qui  u*est 
point.  Le  nombre^  solutions  est  donc  toujours  moindre  que  mp. 

La  congruence  j[i)  prendra  donc  la  forme • 

mS'«^  ( — i)  2A3(/i— i)  (mod.p)^  en  posant  S^=mS's;  et  comme  S\ 
est  moindre  que  p,  ellesuifira  pour  déterminer  cette  inconnue. 

Voici  maintenant  la  congruence  qui  donne  S^  ^  on  ^  suppose 

A,     ==:      I  «a.S*  •   .  mhf 

A.  =  (A+i)(*+2).,-.2A, 
A,  =  (aA-f*i) 3*, 


A^   fi=:[(TO— i)A+i] mh  =</>— i)  (/>— a). .  .p— A=A,(~i)*. 

La  relation  A,^,^(--^i/A,(mod./?)  servira  poor  simplifier  les 
résqltats. 

ThAorèxs.  La  congruence  qui  donne  le  nombre  S.  des  solutions 
de  la  congruence  3c^^^ajr^b{ïOûà.  p)  est 

^oiBMtlI.  — Jouit  iSS^.  34 
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(4)      —  S,  ^  a*  "  (mod.  p  =  hm-i- 1) 

.1  ' 

-f.  a<*  4- ^' «"**  + 14^  «"*** + T*  «**»* 


A,  AjA^  A, 


Cette  formule  se  trouve  immédiatement  par  le  développement  de 
(ar —  cY'^*;  où  l'on  fait  esss/yr^-f-ft. 

Négligeant  d'abord  les  termes  où  x  n'a  pas  un  exposant  multiple  de 
p— -I  ^  et  le  terme  où  x  n'entre  pas  avec  j^i  on  aura  en  réduisant  tous 
les  coefficients  à  l'unité,  d'après  l'article  précédent, 

k 

Maintenant,  si  Ton  développe  la  puissance  c"s=s(a^+ A)",  en  effa- 
çant tous  les  termes  sans  jr  et  ceux  où  l'exposant  n*est  pas  multiple 
de  p  —  I ,  on  trouvera 

A  A|A0 

On  tirera  de  là  les  valeurs  de  c^,c^,...  c^»-*>,  d'où  la  amgrue&oe  de 
de  renoncé* 

Si  l'on  voulait  avoir  la  congruence  donnant  le  nombre  des  solutions 
gui  ne  contiennent  aucune  inconnue  égale  k  fiéro,  il  £aiudrait  prendre 
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(5)      s, ^  t^b^      (mod.  ps=hm-h  i) 

Ai 

A,  Ai 


A,  A, 

Al  A, 

qui  se  trouve  précisément  de  même  en  négligeant  quelques  termes  de 
moins  dans  le  développement  de  (or"  —  c/""'. 

Il  faut  remarquer  que  les  congruences  (4)  et  (5)  ne  contenant  que 
a\  b^  et  leurs  puissances^  restent  les  mêmes ,  si  a  et  6  venant  à  chan- 
ger,  restent  résidus  de  mf^'  puissance,  quand  ils  sont  résidus;  et  si 
quand  ils  son{  non-résidus ,  ils  restent  non-résidus  de  la  même  classe. 
En  un  mot,  les  congruences  (4)  et  (5)  restent  les  mêmes,  quand  a 
et  b  changent  de  valeurs  numériques  sans  changer  de  classe.  En  général 
pour  toute  congruence  aaf-^-bj^'^. . .  +Â:M"^/(mod.  f>=Am+i),  le 
nombre  de  solutions  restera  le  m^e,  quand  les  coefficients  a,  b^^.^k,  l 
resteront  des  mêmes  classes.  En  effet,  si  le  terme  ox"  devient 
^grj^==^a(g/y^9  y  se  tirera  de  x  au  moyen  de  la  congruence. . . 
g/  =  ar(mod.p). 

Les  formules  (4)  et  (5)  donnent  les  valeurs  de  S.  et  s^  quel  que  soit 

/i  :  il  est  vrai  cependant  que  les  coefficients  polynomiaux  r^,  ^^^^^-' 

rettdent  le  calcul  d'autant  plus  long  que  p  est  plus  grand  ;  ratais  nous 
vennoni,  dans  des  cas  particuliers,  des  théorèmes  qui  donneront  un 
moyen  expéditif  de  calculer  ces  coefficients. 

Nous  allons  montrer  maintenant  comment  les  deux  e^%  précédents 
eonduiaeni  aux  valeurs  de  Si  et  ^tf  qvi^l  <^  soit  le  nombre  k  des  in«* 
connues. 


34. 
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IV. 


Nombre  de  solutions  de  la  congn^ence 

Soient  P  et  Q  deux  fonctions  de  la  forme 

représentons  par  P,  P,  P',  P", . .  .P<'""-*>  les  nombres  de  solutions  de 
la  congruence  P^A(mod./>),  selon  que  A  sera  zéro,  résidu  de 
m''"' puissance ,  ou  non-résidu  de  f'%  a%  3% . .  .(m— i)'*"'  classe. 
Autrement  g  étant  un  non- résidu  de  première  classe,  soient 

P*  le  nombre  de  solutions  de  la  congruence  P^o(mod.  p), 
P  ou  P^^  le  nombre  de  solutions  de  la  congruence  P=^*  (mod.  p)^ 
P'  le  nombre  de  solutions  de  la  congruence  'P^g{mad.  p) , 
P"le  nombre  de  solutions  de  la  congruence  P^g*  (mod.  p), 

m 

pc»**!)  jç  nombre  de  solutions  de  la  congruence  P^g"'~'  (mod.  p). 

Donnons  à  Q%  Q,   Q',  Q"...Q^""-*^  et  à  n**  des  sîgniecations  ana- 
logues et  nous  aurons  la  proposition  suivante  : 

Théorème.  Le  nombre  de  solutions  de  la  congruence 

P^  Q  (mod^p  =  Ion  +  i)  est  en  posant  P  —  Q  s=:  II. 

(6)     n*=P*Q-.f.A[PQ4-P'Q'+P"Q"+. .  .+I^--'>Q^"-'>], 

Démonsteâtion.  En  effet  pour  une  solution,  on  doit  avoir  simulta- 
nément P^A,  Q^A(mod.  p)^  A  étant  un  nombre  quelconque, 
qui  peut  être  congru  à  zéro  pour  le  module/),  ou  encore  résidu  ou  non 
résidu  de  m'*^  puissance ,  par  rapport  au  même  module.  Comme  Ton 
devra  prendre  chaque  solution  de  P^  A(mod./))  avec  chaque  solution 
de  Q^  A  (mod.  p),  pour  en  tirer  les  solutions  de  P  ^  Q  (mod.  p),  on 
voit  qu'à  A  ^o (mod.  p) ,  il  répondra  P*Q*  solutions  de  P^  Q(mod.  p). 
Si  A  au  lieu  d'être  ^o  (mod.  p)  était  résidu  de  m'^'  puissance  pour 
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le  modifie  p^  oa  montrerait  de  même  qu'il  y  aurait  PQ  solutions  qui 
donneraient  P=Q^A(mod.p)  et  par  conséquent  P^Q(mod. /»). 
Maintenant  si  la  congruence  P^Â  (mod.  p)  est  possible,  P^Ay* 
Test  légalement  et  a  le  même  nombre  de  solutions,  ces  solutions  s'ob- 
tenant^  comaieil  est  très  facile  de  le  voir,  en  multipliant  par  f  les 
valeurs  de  Xi,  x.,. .  •  qui  satisfont  à  P^A  (mod.  p).  Ainsi  à  cha^* 

cune  des  ^-^  =  h  valeurs  residues  de  m'***  puissance  qu'on  peut 

prendre  pour  A^  il  répond  PQ  solutions,  ou  en  tout  APQ  solutions. 
Oo  trouve  semblablement  AFQ'  solutions  de  P^Q(mod.p),  pour 
lesquelles  on  a  P^  Q^  à  un  non-résidu  de  m'*^  puissance  et  de 
première  classe;  pareillement  on  trouve  hV(^'  solutions  de  la  con- 
gruence P^Q(mod.  p)y  pour  lesquelles  on  a  P^Q^  à  un  non- 
résidu  de  mf*^*  puissance  et  de  deuxième  classe  et  ainsi  de  suite.  D'où 
le  résultat  de  l'énoncé. 

La  formule  (6)  subsistera  pour  P+Q=n^o(mod. /?).  Si  A  est 
impair  il  suffira,  comme  il  est  très  aisé  de  le  voir,  d'augmenter  les 

indices  de  Q  de  — .  Cela  vient  de  ce  qu'en  représentant  par  p  une 

htn 

racine  primitive  de  p,  on  a    — i^^^  (mod.  />),   ou  en  posant 

A=aA'4-  I  ,  —  ï  ^  f  *  (mod.  p),  ou  en  d'autres  termes  de  ce 
que  —I  est  un  non-résidu  de  —      classe. 

Pour  le  cas  particulier  de  Q=5g*x",  g  étant  un  non-résidu  de  pre^ 
mière  classe,  et  par  conséquent  g*  un  non-résidu  de  *''"'  classe,  on 
aura  évidemment 

Q-=.,  Q'=Q"=Q'"...=QC*-o==Qc*>.)...^QC«-.>^o,  QC*)=;n. 

En  sorte  que  l'équation  (6)  deviendra  dans  la  supposition  de... 
n=P— Q=P— g»j:-so(mod.p). 

(7)  n«»=P«+(p-,)P(0,      • 

d'où  l'on  tire 

n»-.P» 


(8)  F«  = 


i»— » 
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On  paryîendra  au  même  rëf^ultat  poor  n=  P+g^jp*  =  oftnod.  p)  , 
si  k  est   pair,   mais  si  h  est  impair,    il   faudra    changer    P^*^   en 

Les  formules  pt^ëdentes  ramènent  tous  les  cas  à  ceuK  de  ^=5 1  et 
kssfi,  c'est-à-dire  à  ceux  de  une  et  deux  ioconnues,  précédemment 
traités  ;  car  si  Ton  prend  d  abord  la  congruence 

a,xT  +  a^T^'  •  .4-a»xrs(mod.  />), 

il  suffira  de  poser  k=:f'+'g^  et  les  nombres  de  solutions  pour  des 
congruences  contenant  l'une  /*  inconnues  et  l'autre  g  inconnues 

a,<H-...-H>r7  =  A,  — a/^,a:74.,-— . . .— a^orr^A    (xaod.p) 

donnera  le  nombre  de  solutions  d'une  congruence  contenant /^-f- 9 
inconnues ,  savoir  de 

^^^7  H-  ûE,xr-|- . . .  4-  €1^  ^  o    (mod.  p). 

Ensuite,  par  la  formule  (8),  on  passera  du  cas  de  la  congruence 
^i^T + .  •  •  +  ^kX^-^  âA4.i^)r4.i  ^  o  {mod.  /^) ,  au  Cas  de  la  congruence 
a^Xx  +...-+-  a^xl!^  a»^,  (mod.  p). 
Nous  allons  donner  des  exemples  de  ces  calculs. 

V. 

Formules  générales  pour  le  nombre  de  solutions  de  la  congruence 
a,x\  +  a.a:;  +  .  • .+  a^^xl  =  ii«^,(mod.  />=  2A4-  O- 

Examinons  le  cas  de  a^^^:=zOp  auquel  les  autres  se  ramènent , 
comme  nous  venons  de  le  voir. 

La  congruence  a,x\  +. . .+  a^xj  ^  o  (mod.  p)  se  réduit  ainsi  qu'il 
suit  à  une  forme  plus  simple. 

1*.  Tous  les  termes  tels  que  a^x]  dont  le  coefficient  a,  est  un  résidu 
quadratique  de/?,  pourront  être  remplacés  par  d'autres  termes,  tels 
que  x%  En  effet,  soit  ai^g:*(mod. /?)  et  g-^Tj^T^i  (mod.^),  il  ei^ 
résultera  UtX]  ^jr]  (mod.  p). 
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a^.  Tous  les  termes  tels  que  aficy  dont  le  coefficient  Of  est  un  non- 
résidu  quadratique,  étant  passés  dans  le  second  membre  ^  quand  *—  i 
sera  non-résidu  quadratique,  ce  qui  arrive  pour  p  de  forme  4?  — 19 
la  congruence  prendra  la  forme 

j^:+ rlH- .  •+j^/=  «î  +  2:+.  • .+«;  (mod.  p). 

3*.  Mais  si  —  t  est  résidu  quadratique,  ce  qui  arrive  pour«.  . 
p=:4ç4-ii  y  —a/  sera  non-résidu  quadratique  aussi  bien  que  af^ 
dans  ce  cas  /i  étant  un  non-^residu  quadratique  déterminé,  on  posera 
—  a/^  FijZ'  {aaoA.p)  ou  (na)*^  — a/i(mod./>),  ce  qui  est  possible  ; 
et  la  congruence  prendra  la  forme 

J^:+7Î  +  -  ..+rf^n(z\  +  z\+. .  ,2?)  (mod./>). 

Si  tous  les  coefficients  sont  de  même  espèce  résidus  ou  non-résidus 
quadratiques ,  la  congruence  deyient 

rî+r:  +•  •  .+Jlœ  o  (laod.p) 

qui  est  un  cas  particulier  des  précédentes. 

Pour  le  cas  de  la  congruence  y^î-hj^;-!-. .  .  +  /Î  ^a(mod.  p), 
nous  représenterons  le  nombre  de  solutions  par  N; ,  Nj^ ,  Ni  selon  que 
Ton  aura  a  ^  o  (mod.  p) ,  Ou  que  a  sera  résidu  quadratique,  ou  enfiu 
non-résidu  quadratique.  Si  la  congruence  au  lieu  d'être  du  second  de- 
gré était  du  m""*,  le  nombre  de  solutions  serait  Nj  pour  a5o(mod.  p)  ; 
Nfc  pour  a  résidu  dew""'  puissance;  N*  pour  a  congnr  à  un  non-résidu 
de  première  classe ,  N^  pour  a  congru  à  un  non-résidu  de  deuxième 
classe,  et  ainsi  de  suite  jusqn  a  NJ"^^  pour  a  non-résidu  de  (m — ij^ 
classe.  Ici  l'indice  inférieur  est  indispensable  pour  mai^uer  le  nombre 
des  inconnues. 

Dans  le  cas  de  msa,  objet  de  ce  numéro,  quand  les  nombres 
N|,  N»,  N»'  seront  déterminés,  le  problème  sera  résolu ,  par  la  propo- 
sition suivante  dont  la  vérité  s'aperçoit  immédiatement. 

Le  nombre  de  sobttibns  de  la  congruence \. . 

7:-»-r:-H--//=<-lr---  ^-^'("^%P=^^+0  est  égal  à 
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Celai  de  la  congruence 7:4irî+'  •  •//^(«N  •  •+»')  (mod./i=saÂ-+'i) 
où  n  est  un  non-résidu  quadratique  est  égal  à 

N/N?  +  à(N/N;  +  n;Ni). 

Ensuite  pour  le  cas  où  Ion  n'aurait  pas  ih^t  =  o,  soient 

Po  le  nombre  de  solutions  de  a^xl+a^iXl  +•  •  .+a*a:î  ^o  (mod.p) , 

ri^  le  nombre  de  solutions  de  la  congruence.  •• , 

a,x]  +  . .  .+a*j:î— a»^.,a?*=o  (mod.  p), 

Le  nombre  de  solutions  de  a^xl  +•  •  --f^^i^^ii^-t  (mod.  p)  ^ 

sera     ""     ,  comme  il  suit  de  la  formule  (8). 

La  recherche  est  donc  ramenée  à  trouver  le  nombre  de  solutions  de 
la  congruence 

x]  +  xl+  JCsH-. . .+  xl  ^  a  (mod.p). 

Voici  d'abord  deux  relations  qui  senriront.à  simplifier  les  calculs. 
Théohèiie.  Quelque  soit  le  module  premier  pzszixh^i ^  on  a  toujours 

(9)  Wî4- A(N,  rf.N/)=p\ 

Démonstratioh.  Cela  se  voit  de  suite  en  substituant  dans.  .•  • 
P  =  a:;+^>+**-+  x\f  AU  lî^u  de  or,,  x^^...Xi^f  chacun  des  arrange- 
ments kkk  des  p  nombres  o ,  i ,  s,.  •  •(/>— -i)«  De  ces  arrangements 
il  y  en  ^aura  '^l  qui  donneront  P^p  (mod.p)  à  un  résidu  quadra- 
tique déterminé,  a  par  exemple,  il  en  aura  «ncore  N^  qui  donneront 
V^ajr^y  quel  que  soit^.  Ainsi  comme  il  y  a  A  résidus  quadratiques , 
il  y  aura  hH^  arrangements  qui  donneront  P  ^  à  un  résidu  quadra- 
tique. De  même  il  y  aura  h^\  arrangements  qui  donneront  P  congru 
à  un  non-résidu  quadi^tique;  o^  il  faut  ayoir  P =o ,  à  un  résidu  on  à 
un  non  résidu  quadi^atiques,  d'ailleurs  le  nombre  total  des  arrange* 
ments  A:  à  A:  est  égal  ii  p\  on  aura  4onc  N;+A(N^  +  N'jk)=:f*.  Ce 
qu'il  fallait  démontrer. 

TnÉoRtiiB.  Si  le  module  p  est  de  forme  éfl^i  ^  on  aura 
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et  si  p  est  de  forme  liq — \^  on  aura         » 

(,  i)    Nî  =  1  +(/»— i)(N,'«4-. .  .H-N'.-|-N'.)«i-H/>~i)2N,'_.. 

Démonotratioh.  En  effet,  dans  le  premier  cas,  on  a  par  la  formule 
(7)  Nî=N!L.+(p— ON»-..  PareUlement  Nj_.s=Nj_+(f-i)N»_ 
et  aiusi^e  suite  juscp'à  Nj  =  Nî  -f-  (p  —  i)N. :  ajoutant  ces  équations 
membre  à  membre  et  remarquant  que  l'on  a  Nî=:  1,  on  trouve  de 
suite  la  formule  (16). 

La  formule  (i  i)  se  tire  de  même  de  Téquation 

Nî  =  NS.,  +  (/>-i)N.'_.. 
Les  formules  (9),  (10)  et  (ri),  pour  le  cas  de  la  congruence 
:rr +a7H-. .  .4- JrT  =  a(mod./>=s^+  0- 
se  changent  en 

(12)  Nî  +  a(N.  +  n;  +. . .+  Ni— >)  =  /, 

f  i3)       N;  =  I  +  (/>  —  0 2N»«.  -  pour    h  pair , 

(-) 
(i4)       Nî  s=  1  -H  (p  —  0  ïNil.     pour    h  impair. 

La  démonstration  est  absolument  la  même. 

Si  l'on  voulait  exclure  les  solutions  renfermant  des  inconnues  ^ales 
à  zéro,  il  faudrait  remplacer  les  équations  (  1 2) ,  (  1 5)  et  (  14)  par 

(i5)       Nî  4-  A(N*  +  n;  +• . .+ Ni— 0  =  (p~  0*, 

fi6)  Nî  =  (p— ONâ-.     pour    A  pair  j 

(17)   *      Njs=(/>-r-i)Njl;    pour    A  impair. 

La  démonstration  est  presquç  la  même. 

Venons-en  aux  formules  générales  pour  le  nombre  de  solutions  de 
la  congruence  xJH-. . .  H-  ^î  ^  a  (mod.  p). 

D'abord  la  congruence  (3)  donne  immédiatement  ce  théorème  déjà 
démontré  par  M.  Libri. 

Théorebce.    Le  nombre  de  solutions  de    la  congruence 

Tome  II.  —  Août  1837.  35 
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a^x\  4-  A«^î  ^^  (mod.  p)  est  p'-^i  si  •— a,a.  e^^  re^rrfo  quadratique^ 
et  py\-  1  y  ^î  —  AïO.  est  non  résidu.  ^ 

Démonstration.  Mettons  la  congraence  sous  la  forme 

{a,x^y  —  ( — a,fl^)j:î^a,a,(mod./)),  ou  jr\ — ay\^b  {moA.  p):  la 
congruence  (3)  devient  — S.  =  a^(mod./7),  ou  bien  S.^— ( — a,a^)* 
(mod.  p).  ou  S.  ^qp  I  i^mod.  p) ,  selon  que  *-  a^a^  est  residu>  ou  non 
résidu  quadratique.  De  plus^  on  a  S.  <  2p  et  pair  »  il  fiaiut  donc  poser 
S^^^popi.  Pour  le  cas  de  ^1  =  0.^=1,  — a,a.=  —  1,  il  y  a 
doncp— I  solutions,  si  p=^^^i ,  et  />+i,  sî/)=49"~'>  ^** 
dans  le  premier  cas,  —  i  est  résidu,  et  dans  le  second,  il  est  non  ré- 
sidu quadratique. 

Dans  le  cas  de  ^=0,  ou  de  la  congruence  a^±\+a^\^o{vci(A.  p\ 
il  y  a  i+2(/? — i)  solutions  si  — a^a^  est  résidu  quadratique^  et 
seulement  i ,  si  -^a/i^  lest  non  résidu. 

Cette  proposition  est  un  cas  particulier  d'une  plus  générale  dé- 
montrée au  commencement  de  laiticle  III. 

Voici  maintenant  la  proposition  générale  : 

Théorème.  On  a  pour  k  nombre  impair  , 


(,8)           JN,  =  p»--f.  (-,)»•    -  .p-  , 

1                                                            p— I     k^i        k^t 

et  pour  k  pair,  on  a 

N,  =  N;  sr  p»-—  (—   ,)  >    -5.^,     ■. 

I 

0 

Démohsthatiob.  De  la  coogriience  x',+xl  +  . .  .+xîsrt  (mod./?), 
nous  tirerons  les  deux  suiyantes  : 

qui  n'en  font  qu'une.  Noua  égalerons  leurs  nombres  de  solutions;  de 
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là  nous  tirerons  N«  ou  N/ ,  d'où  il  sera  facile  de  déduire  N^^  et  ensuite 

n;  ou  n,. 

Premier  cas.  pssi^q^^i  et  a  résidu  quadratique.  La  première  des 
congruences  (20)  a  par  la  formule  (7)  un  nombre  de  solutions  égal  à 

Nî  +  (/>  —  i)N,. 
tia  deuxième  des  congruences  (20)  deviendra  en  posant 

P=:jcî+a:î+--+«U,     Q  =  axî+,  —  xî,    PsQ(mod./i), 

Si  Ton  représente  par  P*,  Q*  les  nombres  de  solutions  des  congruences 
P^Oy  Q^o  (mod./>);  par  P  et  Q  les  nombres  de  solutions  des 
congruences  P^  àun  résidu  el  Q^à  un  résidu,  suivant  le  mo- 
dule p}  et  enfin  par  P  et  Q'  les  nombres  de  solutions  des  congruences 
P^  à  un  non-r&idu,  Q^  à  un  non-résidu  pour  le  module  p,  le 
nombre  de  solutions  de  la  congruence  P^Q  (mod*  p),  sera 

F>Q^  +  A(PQ  +  FQ'),• 
mais  d  après  les  notations  convenues , 

Po  =  Nî..,    P  =  N^.,    P'  =  N^.., 

et  d'après  les  théorèmes  qui  donnent  le  nombre  de  solutions  de 
axi  —  or^  ^  6  (mod.  /?)• 

0-=  1  H-a(/;—  i),     Q  =  p~i,     Q'=p~i, 

car  —  a  X  —  i  =  a  est  résidu  quadratique. 

Le  nombre  de  solutions  de  la  congruence  P^Q(mod.  p),  devient 
donc 

[i  +  2(p-i)]niu  +  a[(/^-i)n.-.+(p-i)n;^], 

égalant  ce  nombre  à  N;+(/'-^i)Nft  et  simplifiant  au  moyen  des 
équations  (9)  et  (10)  ,  on  aura ,  k  cause  de 

2N,  =  N,  -îf  N,.,  +. . .+  N.  4  N., 
réquation       2N»  =  ^jSN*^,  -f-  p*-"  -f-  i , 

pareillement , 

2N.,.  =  p2N,^  4-  p*--  +  i  , 
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d'où 

qm  revient  à 

(21)  N.  -  /-«  =  ;,(N...  -  p^"^. 

Cette  équation  montre  que  les  quantités  N,— i ,  N«— p,  îir^p^,  etc. 
forment  une  série  récurrente  dont  l'échelle  de  relation  est    o,  p. 

Soit  en  général  A,  B  l'échelle  de  relation  d'une  série  récurrente  :  si 
l'on  veut  que  aaf  +  bf  soit  le  terme  de  rang  n-^i  ,  û  faudra 
poser 

aaf  +  by  z=  A(aa?— »  +  bj^')  +  B(ajr*-  +  by*) , 

qui  peut  s'écrire 

£WP—  (jc*  —  Ax  H-  B)  +  bf^*{j*  —  A;-  —  B)  =  o  , 

à  laquelle  on  isatisfera  en  prenant  pour  xeijr  les  racines  de... 
z*  — *  Az  -r  B  s=  o.  Puis  il  faudra  déterminer  a  et  &^  de  manière 
que  ax''  +  by^  et  aX'\-  by  soient  respectivement  égaux  aux  deux 
premiers  termes.  Dans  le  cas  présent  on  a 

A  =  o,     Bssp,     «•  =  />,     d'où     x=^//^,    jr  =  ^^p: 

de  plus, 

N,  —  i=a—  I  =5  1  ,     îi^*^pz=ip  —  1 — ^=s— T. 

Les  équations  qui  déterminent  a  et  &  sont  donc 

lï  +  ft  =  1,       (a  —  b)y^p  ss  —  i^ 

d'où  l'on  tire 

et  par  conséquent , 
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ou  bien  encore  ^ 


*-• 


Ce  qui  donne  pour  A:  nombre  pair/ 
et  pour  k  nombre  impair, 

On  aurait  pu  obtenir  ces  deux  équations  par  de  simples  éliminations 
et  sans  recourir  aux  séries  récurrentes,  car  la  valeur  de  N»  dépend  de 
celle  de  N».. ,  celle-ci  s*obtient  au  moyen  de  Na.4  et  ainsi  de  suite  f 
jusqu'il  ce  qu'on  parvienne  à  N^^  et  N.  dont  les  valeurs  sont  connues  ; 
dans  ce  calcul ,  il  £Eiut  traiter  séparément  le  cas  dé  Ap  pair  et  celui  de 
k  impair.  "^ 
Au  moyen  des  valeurs  trouvées  pour  N»,  l'équation 

donnera  pour  k  impair, 
et  pour  *  pair, 

Deuxième  cas.  P  ss  49  + 1  et  a  non-résidu. 

Pour  k  impair  l'équation  Nî  — ;  A  (N,  H-  N/)  =*/>•,  donne 

N,  +  n;  =  ?^~^"^  =  ap*- ,    d'où  l'on  tite    N,'  =  a;,»-—  N. 
on  bien 

N*'  =/»»-—  /y  »  . 
Pour  k  pair^  on  a 
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d'où 

n;  =  N,. 

Troisième  cas.  P  c^  4?  —  >   ®^  ^  noa-résidu  quadratique. 

Les  nombres  de  solutions  de  deux  congruences  (^^  sont  ici  en 
vertu  de  Q*=  i  f  Q=Q'=^+  i  ^  égaux  respeclÎTement  à 

égalant  ces  deux  nombres,  il  vient 
pareillement 

sn;.. = -p2NU  H-^  (y-- 1), 

d'où 

n;  =r  -pN;_.  4-  p*- + /»*-, 

ce  qui  revient  à 

(a3)         «;  -/>»-= -./»(n;_,  -/>»-»). 

Cette  équation  traitée  comme  l'équation  (ai)  donnera 

(a4)  N;-/,^'=HV^iX»/-/')'-4-i(-\/=>f-iX-»^-p)*-; 

car  il  faut  remarquer  qu'on  a  ià   N.'—  i  =s—  i    et    N.'  — /»  =  i , 
puisque  N.'^o,  N,'  =/»-|-i ;  de  là  résulte 

Four  k  nombre  impair  l'équation  (a4)  donne 

n;  =/)-•- (-ip)^, 

et  pour  A:  nombre  pair ,  elle  donne  au  contraire , 


k^ 
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On  pouvait  obtenir  ces  valeurs  de  N/'  par  de  simples  éliminations. 

L'équation    Nî  s*  i  +  {p —  r)  SN'»..,     donnera ,  comme  plus  haut , 
pour  k  impair  9 

et  pour  k  pair. 


k 
— 1 


N:  =  />*-  -  (/>  -  i)^* 

Quatrième  cas.  p  s:  4?  —  ^  ^^  ^  résidu  quadratique.  L'équation 
jf^+fHl  (N^  +  N'fc)  =  p*  donne  encore  pour  k  impair  N»  +  N'» 

=  3/-' ,  d'où  N»=p*—  +  (—p)  ^  ,  et  pour  k  pair  N*+N\=saN», 
d'oùN\  =  N.- 

Si  l'on  remarque  maintenant  que  l'on  a( —  i)   '-^  =  +  1  pour. . . 

tu 

yi=: 4^-1-1  et( — 1)  ^  =*-— I  pour /i  =s 4?  *~  >  »  ^^  ^^^  ^^  résuU 
lats  de  l'énoncé. 

Les  formules  (221)  et  (a4)  se  déduisent  avec  la  plus  grande  facilité 
d'une  formule  très  générale  et  très  remarquable  donnée  par  M.  Libri , 
dans  sou  mémoire  sur  la  Théorie  des  Nombres  :  nous  reviendrons 
plus  loin  sur  cette  formule. 

VL 


Nombre  de  solutions  de  la  congruence 

a^^  H-  a^  ^  Us  (mod.  psszSh^j). 

I*.  Si  as  =  0 9  il  y  aura,  comme  ou  l'a  vn,'i  ou  i-{-5(/i-^t) 
solutions  selon  que  —  a/tl  sera  résidu  ou  non  résidu  cubique  (m). 

a*.  Dans  le  cas  général,  nous  ramènerons  la  congruence  précédente 
à  la  forme^  —  a;i  s  A  (mod.  /?  =  5A  +  1).   Ici ,  en  posant 


ah  (aft—  I)  (aft— a)...(A*+-  1) 


la  congruence  (5)  donnera 
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(25)        —  S.  =  a*  +  a»*  4-  Qa*ft*  (mod.  />=  5A  +  i  ). 

Comme  h  est  pair,  oa  voit  que  les  signes  de  a  et  &  venant  à  changer, 
S.  n'en  conservera  pas  moins  la  même  valeur.  Comme  nf^  et^,  selon 
les  valeurs  particulières  de  ^  et  de  6,  peuvent  prendre  trois  valeurs, 
qui  sont  les  racines  de  la  congruence  z^^\  (mod.  p)^  savoir  i ,  r, 
et  r*  en  représentant  par  r  une  racine  primitive  de  2^  ^  i  (mod.  p)^ 
ou  ce  qui  est  -la  même  chose  dans  le  cas  présent ,  où  il  y  a  deux 
racines  primitives,  une  des  racines  de  z*  +  z  +  i  ^o  (mod.  p),  ou 
encore  de  (22+  i)*^ — 5  (mod./)).  On  voit  de  suite  que  la  con- 
gruence^ —  ajr\^  b  (mod.  p)  peut  présenter  neuf  cas  correspon- 
dants aux  neuf  combinaisons  des  trois  valeurs  de  a*  et  des  trois 
valeurs  de  V".  Soit  donc  un  a  non-résidu  cubique  de  première  classe , 
nous  aurons  les  neuf  congruences  suivantes  i  côté  desquelles  sont 
inscrits  les  nombres  de  solutions ,  représentés  par  les  lettres  A,  B,  C, 
différemment  accentuées. 


j-î— j^3^i(mod.p)  Asol. 

J'?— <ir'«"(<nod-i»)  A'boI. 

jr]-^r\'»i{moA.p)k''so\ 

y\-.jr\m^               B 

y\-itr\mta             B' 

jr\-ay\mu              B" 

r\-r\^'          C 

jr\-ajr\mma''            G 

y\-^ay\,ma^              C 

Si  l'on  substitue  dans  la  congruence  (^5)  les  valeurs  de  a^  et  a^, 
,  qui  sont  r  et  r*,  on  obtiendra,  au  moyen  de  la  relation  i  -f-r-f-r^^o 
( mod. p),  \es  congruences 

A  =  — 3  — Q,      A'=i— Qr,      A'~i~Qr»     (mod,  p), 
B=— 2— Qr,     B'=i— Qr*,     B^=i— Q, 
C=  — a— Qa-,    C=i— Q,       C=i— Qr, 

d'où  l'on  déduira  facilement  les  congruences 

(26)        A+5  =  C  =  B"=i— Q    (mod./i  =  5A+i), 
B+5  =  A'=C'=i— Qr, 
C+  5  =  B'  =  A"=i~Qr-. 

Par  exemple 9  la  congruence  (aS)  donnant  A 4^  5  ^  1  —  Q  {mod.  p) 
et  C^  1  — Q  (mod.  />),  comme  A-  et  G  sont  moindres  que  5p  et 
que  AH-  5  et  C  sont  divisibles  par-^;  il  ên'Tésultera  que  la  différence 
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A +3 — C"  sera  divisible  par  5p,  doù  sait  iiëcessairement  A-f-SssC^ 
et  ainsi  des  autres  congmences. 

Les  congmences  (a6)  donneront  immédiatement  A^  B,  C,  A^B'^C'^ 
A%  B'y  C%  quand  on  aura  déterminé  Q  et  r.  Pour  déterminer  r  on  a  la 
congruence  (ar  +  i)*  ^  —  5  (mod.  p) 

ou  r  ^  "^^^ ^— ^    (mod.p). 

Nous  donnerons  pins  bas  la  manière  de  calculer  presque  à  la  fois 
r  et  Q,  on  plutôt  le  reste  de  Q  divisé  par  p. 
Les  congmences  (a6)  donnent  par  addition 

9  +  AH.B4-C=A'H.B'-|-C'  =  A"  +  B"  +  es5(mod./i), 
ce  qui  résulte  encore  de  Téqualion 

9  +  A  +  B  +  C=;=A'-HB'H-C=:pA"-f-B'^4-C"  =  5(pH-i), 
qui  est  une  conséquence  immédiate  des  équations 
i  +  5(;^-i)+ A  (A  +B  +  C):=p% 

I   +  A  (A'  +  B'   +  C)  :::=  p*, 

I   +  À  (A*  +  B"  +  C')  =  p% 
qui  se  prouvent  précisément  comme  Teqaation 

On  a  donc  entre  A',  B',  C  la  relation 

Les  deux  autres  equations  qui  donneraient  A+B+C  et  A*4*B'+C% 
résulteraient  de  (a6)  et  de (27);  de  sorte  qu'il  est  inutile  de  les  écrire. 

On  peut  trouver  entre  A',  B',  C  une  autre  relation  qui  conduira  à 
la  valeur  du  reste  de  Q  divisé  par  p;  mais  pour  les  cas  particuliers  où 
p  sera  un  petit  nombre^  il  sera  plus  court  de  calculer  )e  reste  de  Q  au 

moyen  de  la  formule  Q  =  ""^'^^^^[l^^^ 

Soit  la  oôngraence  a^,^^axi^ji—ayl  (mo^.  p)  oh  a  est  ^n 
jwifM  IL  —  ÉJK^  1837.  36 
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nOQ-residii  cuiviqu^  de  première  x^Its^ci»  la  foroMilQ  (6)  doonei^a  pour 
le  nombre  de  ses  solntions 

i+Â(A'A^+B'B^-^CC), 
ou  d'après  les  équations  (26)  , 

Mais  si  Ton  écrit  la  congruence  précédente  sous  la  forme  x\  — 7"t  ^  ^ 
(xl  —  aji)  (mod.  /?),  la  formule  (6)  donnera  pour  le  nombre  de  ses 
solutions 

,  +  3(/i— i)+f(AC'4-JBA'-[^eB'), 
nombre  qui,  par  le  moyen  des  équations  (96) ,  devient  ' 

égalant  ces  deux  râleurs  du  même  nombre ,  on  a 

A'B'+KA'CH.B'C'  =  A'*  +  B'*  +  C'~5(AÎ+B'+e')  +  9^ 

d'où,  en  simpKfiant  au  moyen  de  l'équation  (37),  on  tire 

A'B'  -f.  A'C +B'C'  =  3  (/>•  M-  /)-H  I  ). 

Si  l'on  pose  A'  •—  B'  =  90,  u  sera  nécessairement  entier,  et  à  cause 
de  A'  +  B'  =  5(p-f-i)— C,  on  aura 

A'=i[3(/»+.)-C'  +  9«]»  B'  =  K3(P+0-C'-9«]. 
SuhstitttantdlinsA'Bt-4>A'C4*B'C,  or  trooy»iti,  réduetion  £iîte,^ 

Soit  4*  +  37M*  =  ^p,  où  Let  M  sont  positifs,  cette  équation  n'aura 
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ifu'ane  solotioa  (*)  ;  au  moyék  é'vàe  talble  àe  Carrés ,  il  fiera  très  facile 
de  dëtemiîner  L  et  M  par  voie  tf  exclusion.  Ce  calcid  fait  >  on  pbsèra 

C  — ;^— i!=dbL  et  w  =  =fcM,  d'où  A'^B'==b9M. 

La  première  équalîon  donne  C  =  p  +  1  :;fc  L  ;  et  comme  C  doit 
être  divisible  par  Z,  le  signe  de  L  sera  détermine,  il  faudra  poser 
rfc  L  =  3/  +  I  =  5A  —  2  ;  en  donnant  à  /  et  A  le  signe  convenable , 
il  en  résultera  C3=5(^  + A),  et  parconséqnent 

(29)        A  4-  5  =  C  =  B^  =  3(A  +  A)^ 

B-f.5  =  A'=:Ci=5  (a+,^!^^^), 

C  +  5  =  ir  =  A'  =  5(h+i^t^y 

Si  Ton  compare  la  première  de  ces  équations  avec  la  première  des 
coogmetices (a6) ,  il  en  résultera  i  — Q^5(A-f-A)^  37i4-âc±:  L 
(mod.  p) ,  ou  bien  — -  Q ^  d;=  L  (mod.  p)  :  on  a  doac  ce  théorème  qui 
est  dû  à  M.  Jacobi. 

Théorème.  Le  coefficient  —  Va^^^^^T"^  étant  dmsé  par  p 
donne    un  reste   (<^)   toujours  é^al  à  L  sous  la  relation.... 

L*4-a7M^s4/>,  en  prenant^  L,  positif  du  i^tégutif^'  de  la  forme 
5i+i. 

(  J.  de  M.  Crelle,  tome  ^.  De  résidais  cubîcis  commentatio 
numerosa  ). 
Quant  au  signe  de  M,  il  reste  nécessairement  ambigu  dans  les  équa«- 


{*)  Voici  comment  le  prouve  M.  Gauis.  Soit  s'il  est  possible  une  nouvelle  sor 
latioD  L'*  +  njlf*  =^  4/^  »  ^^  €Al>tiendrait 

I*.  (LL'  —  27  Mllfy  +  ^^{LI^  +  UM)  =  16  p\ 
a«.  {LV  +  17  MM)  +  l7(Mf  —  IJM)  ^  S&p\  . 
3^  {JLM  +  VM)  iJM'  —  VM)  =  4p*  (M'  —  AT •). 

La  3*  équation  montré  que  Te  notabre  piemier  p,  divise  un  des  nombrics 
LM'  *f-  L'Mf  LBf — LMf  tandis  que  la  première  et  la  deuxième  font  voir  que 
.chacun deces uMotbres elt  iitoitnlre  que  p.  vont ,  etc. 

36  . 


Digitized  by 


Google 


:^  JOURNAL  D9S  MATHÉUÂTIQUES 

tfons  {^g)y  parce  qu'il  dépend  de  la  talèar  de  r,  racîae  primitive  de 
z*  ^  I  (mod.  p)  9  et  que  cette  ctfngruence  a  deux  racines  primitives 

~^'-y'^   (mod*  p).  L'équation  A'  —  B'=  rb  9M  revient  à 

— ^3/H-i)(^s±:9M  (mod.  p)  qui  se  réduit  à  LH-3i7M^=o(mod.  p). 

Cette  dernière  congi*uence,  qui  se  tire  immédiatement  de  lequation 
h*  ^  2jM,^=i4p  9  donnera  très  £acilemebt  la  valeur  dep,  car  on  en 
tireL^SMv^ — 3  (mod,/>),  ou,  si  Ton  veut,  gM  ^  L  v/  —  5 
(pod./)).  Cette  dernière  congruence  revient  à-— (3r4-i)Q^=±=9M 
{mod.  p). 

Les  valeurs  de  A,  B,  C,  A',  B',  CV  A%  B'^  C",  pourraient  conduire 
à  des  formules  générales  pour  le  cas  d'un  nombre  quelconque  d'in«-^ 
connues,  et  l'on  obtiendrait  encore,-  pour  le  cas  principal ,  des  séries 
récurrentes  dont  l'échelle  de  relation  aurait  trois  termes;  mais  les 
calculs  seraient  assez  longs»  Nous  donnerons  plus  loin  la  formule  de 
M.  Libri,  qui  ne  présente  point  cet  inconvénient,  et  qui  deviendiu 
très  facilement  applicable  au  moyen  des  propositions  précédentes. 

VII. 


Nombre  dé  soàitions  de  la  congruence*  • .••..••..• 

éï,ar^+a;â:t^^s  (fliod.psss 4A+ 1  )* 

Nous  traiterons  ici  le  cas  de  la  congruence  j*/  — «-  ajf\  5  b  (mod.  p)f 
auquel  les  autres  se  ramènent.  Les  formules  générales  seront  données 
à  la  iîn  du  paragraphe. 

Le  nombre  S«  des  solutions  de  la  congruence  précédente  est  déter^ 
miné  complètement  par  la  congruence  (3),  qui  devient  ici 

— S^a*+(a**+^6*a*)+rt»*+ jîa«»A*-+.^a*6**  (mod.  p). 

^)vy  A8^(<— i)^A.(mod.p),  on  aura  donc  pour  ^  pair,  et  en  posant 

aA  (2A— 1  )...(A+ 1)  ^. 

..   a A       =  ^' 

(5o)    — S.=a^+a**4-a"4-Qa*6*(i+a*4-**)(aiod./i), 
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et  pour  h  impair 

(3i)    — S,=^+a'*-fa"-HQa*6^(i— ei*  — 6*)(mod.p). 

Les  valeurs  de  a^,  b^,  et  de  leurs  puissauces,  quelles  que  soient  les 
valeurs  de  a  et  &,  sont  les  racines  de  la  congruence  z^  ^  i  (mod.  /r)  / 
savoir,  i,  r,  r*,  r^,  en  représentant  par  rune  racine  primitive  de  la 
congruence  z^^  i  (mod«p),  ou,  ce  qui  est  la  même  chose  dans  le 
cas  présent,  où  il  /  a  deux  racines  primitives,  r  satisfait  à  la  con- 
gruence a*  H-  1  ^  o  (mod.  p). 

Ainsi  la  suite  i,  r,  /*,  r*  pourra  être  remplacée  par  i,  r,  —  j,  —  r. 

Quand  on  connaîtra  r  et  le  reste  de  Q  divisé  par  p,  on  pourra  em^ 
ployer  les  formules  (So)  et  (3i);  mais  comme  le  calcul  direct  du  reste 
de  Q  est  fort  long ,  et  même  impraticable  quand  p  est  un  grand 
nombre,  nous  démontrerons  plus  loin  un  tliéorème  de  M.  Gauss,  qui 
déterminera  très  expéditivement  le  reste  de  Q,  au  moyen  de  l'équation 
L*  -f-  4M*  =  /7|.  qui  donnera  aussi  la  racine  primitive  r. 

Premier  cas.  A  =  aA',  p  =s  8A'  +  i . 

Si  l'on  représente  par  a  un  non-i^idu  biquadratique  de  première 
classe,  la  congruence^— -a/î^ 6 (mod.  p)  sera  susceptible  de  seize 
formes,  dont  nous  écrirons  le  tableau  avec  les  nombres  correspond 
dants  de  solutions ,  représentés  par  les  lettres  A,  B,  G,  D,  différem- 
ment accentuées. 

.rS^T^i,  A;  jr\^ajj=i,  Âf;  /^-naV^i,  A"; 

Substituant  dans  la  forni^  (3o)  les  yaleurs  4e  a*^  <t**/  a**,  on  attray 
réductions  iàites^ 
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A=-5— 5Q,  A'=i-(2r— i)Q,  A"=i-t-Q, 

^  A"'=i+(2/4-0Q. 
]fe_5_-(2r— i)Q,  B'=H-(2r+i)Q,  B"=i— Q., 

0=^5+(3rH-i)Q,D'=i~Q.  D'?^r4-Q, 

D"'=i— (ar— i)Q, 

d'où  l'on  tirera  très  facilement 

(5a)   A4-4=»— 3Q, 

B  +  4  =  A'  =  D'"  =  1  —  (ar— 1  )Q, 

C4-4  =  A'=:C"~i4-Q,  )(mod./>  =  4A^-Hi). 

D  H-  4=  B'  ss  A'"  =  1  4*  (ar+OQ, 

C'=:D's3  B"=sD"  =B*  =ïï  C"'  =  I  —  Q. 

On  trouve  encore  les  équations 

i6  -HA-HB  +  C-f-DïssA'  +  B'-f'C'  +  D'sssA'  +  B'  +  C-f-D' 
=  A"'  +  B"'4-C'?H-D"'  =  4(/>4-j), 

qui  se  prouvent  tout-à-fait.de  même  que  l'équation 

n:+a(n.+n;  +  n:+n:)=/.». 

On  aura  donc,  au  moyen  des  équations  (3a),  les  uouyeUafi  équations 

(33)  A  +  B4-C-f-D:=:  4(p-5), 

B-|-'D4-2B«'=4(/,--.,), 
C+  B"==a(/»-j). 

Les  deux  dernières  conduisent  à  B  H-  D  =s  aC. 

Si  l'on  pose  C— B'=:i6tt,B— Dsssiâo,  il  s'ensuivra  que  a  et  9 
seront  entiers,  et  les  équations  (33)  donneront 

B"s3sp— ,1  — 8»,  BcB/>— iH*8«-f»8f,  Ksaap-^^^^u^f 
C  ssp— I +fi«»  !>=/''— I +8«  —  8f. 

Or,  il  existe  entre  u  et  c  une  équation  indéterminée  qui  les  6vt  coa<- 
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lïaltre  sans  ambiguito  (sauf  celle  du  signe )i  par  la  raison  quelle  n'a 
qu'une  solution;  c'est  Téquatioa 

(54)  p=:z(t+4uy  +  4i^\ 

que  l'on  obtient  de  la  manière  ^uirante  : 

Le  uombfe  a  étant  un  non-résîdo  biquadratiqne  de  première  classe, 
la  congruence  x\  —  a^xi  ^a(ji — 07^)  (mod.  p)  a,  d'après  la  for- 
mule (6)  et  les  relations  précédentes, *  un  nombre  de  solutions  repré-^ 
sente  par 

I  +  A(A'D'  +  B^A'  H-  CBf  +  D-'C). 

La  même  congruence ,  mise  sous  la  forme  xi  —  aji  =  a\ai  —  yî) ,  a^ 
pour  nombre  de  solutions 

r  +  iSh  +  A(A'C  +  B'D  -h  C'A  H-D'B); 

égalant  ces  deux  valeurs  du  même  nombre ,  on  trouve 

B''(B"  +  C~A4-8)=5D-  +  C(B  — D), 

qui  se  réduit,  par  la  substitution. des  valeurs  de  A,  B^  G,  D,  B'%  à 
l'équation  (54). 

On  prouvera ,  comme  dans  l'article  précédent ,  que  l'équation 
L'4-4^y**=/>  n'a  qu'une  seule  solution  en  nombres  positifs,  et  en 
déterminant  convenablement  le  signe  de  L,  on  pourra  faire  i-^Auzs: 
=fc  L.  D'ailleurs  on  a  C  —  B"=  i6w=  3Q  —  4  (mod.  p),  ou 
8w  =  Q  —  -j  (mod.  p).  Par  conséquent  Ton  aura  <^rkaL  (mod.  p  ce 
Sk'  -f-  0-  Comme  L  est  moindre  que  j  p^  on  pourra  poser 

iQ=±L(mod./;). 
tie  là  ce  théorème  de  M.  Gauss  : 

«  La  quantité  i    ,\      ^/TTa^^^  (^^-  P)  ^^  toujours  eg€ik  à 

Quant  au  sign^de:  f  il  depHid  lie  r/ qui  se  tMtermitie  par  i^Af^ç 

tiS/  '^i^hp  (méKl.  ff)^  congruence  qui  revient  à  B  --*-  Ds=:  i6r ,  ou 
du  moiAs  qfoi  s^  déduit.' 
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Les  quantités  A,  D»  C,  D^  etc.;  étant  délerminées  par  ce  qai  pré- 
cède, on  calculera,  par  le  moyen  de  la  formule  (6),  le  nombre  de 
solutions  pour  toute  autre  congruence  contenant  plus  de  deux  incon- 
nues. Voici  un  seul  exemple  qui  suffira  pour  que  l'on  puisse  appliquer 
dans  tous  les  cas  la  formule  générale  qui  sera  donnée  plus  loin. 

Pour  ti^ouver  le  nomhne  de  solutions  de  la  congruence 

^  +  ^  +  ^+  i=o(mod.p  =  4^-f-  i): 

$i  l'on  représente  par  fi*  et  P^  les  nombres  de  solutions  des 
congruences  nssTjc^  +  arJ+jd  +  ^^o  et  Pssjcî  +  j^+M^o 

(mod.  p)p  la  formule  (8)  donnera  pour  le  nombre  cherché  — ;— -. 

Or  arî  + jrî4-^^o(mod./>  =  8A'  +  i),  revenant  à  jcJ  + jc^^ 
ji  (mod.  p),  on  aura 

P-=i.[«+40-i)]4..A.4.A=?i  +  4(/i^i)  +  (/>-i)A. 

Quant  à  la  valeur  de  II* ,  en  mettant  ^-f-^  +  ^  +  ^^o 
(mod.  p)  sous  la  forme  art  +  ^^^i  +ji  {mod.  p),  ce  sera 

Le  nombre  chei^hé  est  donc 

par  la  substitution  des  valeurs  de  A,  B,  C,  D. 

Les  congruences  (3a)  montrent  de  suite  que  ce  nombre  est  indé-o 
pendant  de  la  racine  primitive  r. 

Deuxième  cas.  A  =s  aA'  -f"  >  »  />  ==  8^'  +  S. 
Dans  ce  cas  la  formule  (3i)  donne 

As-5+Q,  A'si-Q,  A'=i+Q,  A'^i-Q,  1 

«S-45-Q,  B'si--(aiw.,)Q,  B'si4-(aM-i)Q,  B"'si-Q,  I  ,      .    x 

jfe^5— Q,  ly^i-Q,  D'si— (an-,)Q,  j)'"=i^ar+-i)Q.) 
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d'où  l'on  tire 

A4-4  =  C  +  4  =  A"=i-|-Q, 
(55)  B  4-  4  =  D+4=A's=d)'=A"'=sD"'=i— Q, j 

B'  =  D"  =  C»  =  j  —  (ar  —  i)  Q,  Vmod.  p==8h'+5). 

C  =  F'=s  D"'=  I  +  (ar-l- OQ, 
C"~i  —  3Q. 

On  a  de  plus  les  equations 

(56)  A"  +  B"-f-C"4-D"  =  4.(/>H-i), 

B"  +  D"+aB"'  =  4(;.+  i), 
A"+  B"'=Q(H-0, 

qui  donnent  les  deux  suivantes  : 

Si  Ton  pose  A"— B'"  =  4w>  D'^  — B"=:  lôi'j  on  aura,  comme  il  est 
facile  de  le  Toir^  u^ti^  entiers,  et  de  plus 

Si  l'on  cherche ,  par  le  moyen  de  la  formule  (6) ,  les  nombres  de 
solutions  des  congruences 

xi—axi^ji^aji,  'ûci—ji^a(jci—ji)  (mod.ps=:8A'+5), 

qui  reviennent  k  la  même,  et  où  le  nombre  a  est  un  non-résidu 
biquadratique  de  première  classe ,  on  trouvera ,  en  égalant  ces 
nombres , 

,+A(A'«+B'*+C'*H.D'0=(i+i6A)*+*(AB+BCH-CDH.DA), 

ou,  réductions  faites, 

(57)  p  =  W  +  4(;V 

Donc  si  l'on  pose  p  ss  L*  +  h^^9  L  et  M  étant  positifs  ^  il  faudra  faire 
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uz=:dbL,  en  choisissaot  le  signe  de  sorte  que  A''  =/?  +  i  ±aL 
devienne  multiple  de  8.  Il  faut,  pour  cela,  prendre  ±  L  =  i  +  4^^ 
On  a  encore  ici  A''  -^  B'"  =  4m  ^  aQ  ( mod.  p) ,  et  par  suite  |  Q  ^  L 
(mod.  p)y  comme  dans  le  premier  cas. 

^Pour  donner  un  exemple  de  l'application  des  formules  (6)  et  (8) , 
nous  chercherons  1«  nombre  de- solutions  de  la  congruence  ^  +  «^  •  •  • 
4-  0^4  +  1  ^  o  (mod.  ^  =  8A'  4-  5),  nombre  qu'il  »t  nécessaire  d'ob- 
tenir pour  pouvoir  employer  dans  tous  les  cas  la  formule  géiértle  qui 
sera  démontrée  plus  bas.  Nous  représenterons  par  fi  la  fonction 
or* -f- or*  +  art  4-^4,  et  par  P  la  fonction  oirt  4- o^î  +  jrf. 

Le  nombre  cherché  sera^  d'après  la  formule  (8),  — -—2. 

Si  l'on  écrit  la  congruence  FI^o  (mod. p)  sous  la  forme  a:rf— (_i)^. . 
^  (— I )  [^— ( — i)  x\]  (mod.  p),  qui  rentre  dans  la  forme  or* — a*ai. . 
^a*(art — a*^)  (mod.  p),  on  aura,  pour  le  nounj^re  de  solutions, 

n*  =  1  4-  A(A"e  '^WD"  4-  C'A"  4.  D"B'0. 

Quant  à  la  congruence  Pso,  ou  Jcf4.;rî=— a^(mod.p),  elle  a 
pour  nombre  de  solutions  P*  =  i  4-  4^  (?'• 
Le  nombre  de  solutions  cherché  sera  donc 

^ C  «=î5/^'-7/»+'«o4-56«4*64«^, 

par  la  substitution  des  valeurs  de  A",  B*,  C,  D^ 

Nous  feroûs  observer,  en  terminant  ici  ces  applications,  que  nous 
pourrons  reprendre  dans  un  autre  mémoire  pour  le  cas  de  /ii=5, 
que  pour  ce  cas  et  celui  de  m  =  6,  c'est-à-dire  pour  p  =  5h-\-  i  et 
;i  =  6*4-1,  les  formules  qui   donnent  les  nombres  de  solutions 

des  congruences  oa:» 4- 4jf' 4-A^S /(aiûd./2s.5A4- ,),..., . 

^•  +  ftr*4- +  *"•  =  ' (mod.  ;?=6A4-i),  renfermeraient  les 

deux  coefficients  binomianx 

aA.Çaft  — 0 (fe^o      3A.(3A— i) 2& 

"•    a h        '       I.   a h    ' 

et  comme  leur  détermination  directe  serait  fort  longue,  et  souvent 
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même  impraticable,  oa  ferait  dépendre  leur  détermination  de  la  ré- 
solution de  certaines  équatioi»  indéterminées..  Pareillement^  pour 
pzzz'jh+i,..  .pssSh-^iy  les  formules  contiendraient  les  trois  coeffi- 
deats  binomianx 

I.  a 4. h     '    ~.    a h     ^'      i,    a.*> h         * 

et  ainsi  de  suite. 

Il  se  présente  donc  ici  un  problème  important  k  résoudre,  et  dont 
voici  renoncé  : 

«  Soient  pzssimh^i  et  A.=  i.a. .  .A,  À,=3:(A+i)  (A-f-a). . . 
aA,  As=(aÂ-f-i)  (aA+a) 5A, . . . ,  A«AS=(m — i)  (A+i). .  *mh  ; 

on  demande  les  valeurs  de-^  y  -r^, ^^ (mod.  p)f  n  étant  — 

o2^  Vender  immédiatement  supérieur;  ouj  s'il  est  possible,  les  valeurs 
de  A^j  A^... .  .A.  (mod.  p)^  c'est-à-dire  les  restes  de  ces  quantités 
divisées  par  p  nombre  premier.  » 

Ce  problème  a  été  résolu  dans  quelques  cas  particuliers  ;  la  solu- 
tion générale  serait  fort  utile  pour  la  détermination  des  équations 
auxiliaires  qui  serrent  à  l'abaissement  de  l'équation  ^  s:  i  ;  c'est  cq 
qu'on  verra  dans  l'article  suivant;  et  elle  ne  serait  pas  moins  utile 
pour  l'établissement  des  lois  de  réciprocité  dans  la  théorie  des  résidus 
de  puissances ,  ainsi  qu'on  le  montrera  dans  ^n  autre  paragraphe. 

vm. 

Nombre  de  solutions  de  la  congruence  Ao-|-A,x,*-f- A.^r^"-!- 

-f-Ai^dTj^^o  (mod.  p  SB  Am  4*1)* 

Pour  trouver  le  nombre  de  solutions  d'une  congruence  ^(or,  x.> . . 
x^)^o{m(}A.p)  déterminé  ainsi  qu'il  a  été  dit  dans  farticle  premier, 
il  suffit  de  chercher  une  fonction  >p  (or, ,  ar.. . . ,  x^)  qui  se  nsduise^à 
l'unité  pour  toute  solution  jp,  =  a, ,  x,  =  «^. . . ,  x»  =î «4 ,  et  qui  se 
réduise  à  zéro  pour  toute  substitution  x^  s=  C;;  x.  =sff^. .  .or»  =  ^j, 
qui  ne  satisfait  pas  à  la  congruence  ^(jr,,  Jr.. . . ,  x^)^o  (mod.  p) 
la  somme  des  valeurs  dp  '^{x^y  x^. .  .^x^)  formées  en  mettant  suc- 

37.. 
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cessivement ,  au  lieu  de  org ,  a:.. .  • ,  x^ ^  les  p*  arrangements  A:  à  ^  des 
nombres  o,  i,  n...  P'~^9  ^^  ^^  nombre  des  solutions  que  nous 
représenterons  par  S».  .  . 

Pour  le  cas  de  p  nombre  premier,  en  représentant  par  R  une 
racine  imaginaire  quelconque  de  Féquation  :^  =  i ,   on   sait  que 

l(i4.R«  +  R«*  +  R«'-f-.,.4.RC^'>«)  devient  i  ou  o,  selon  que  le 

P 

nombre  entier  i  est  divisible  ou  non  divisible  par  p. 

On  peut  donc  poser 

4.=  i(i4-R^-  +  R*^;  + . .  •  +R0^»>^.). 

Pour  abréger,  on  a  écrit  4-  ^^  P-  ^^  ^î^^  ^^  4(^i»  ^«^  •  •?  ^O*  * 
*(^i >  -^â-  •  •  ^  ^k)'  ^^  ï*  r^ulte 

(38)  S»r=  -  2  (1 4.R#^  +  R*^.  4.. .  .R<P-Ot.), 

la  somme  étant  prise,  par  rapport  à  x^ ,  depuis  a:,=:o  inclusivement 
jusqu'à  JCt=P  (exclusivement);  par  rapport  à  jc.,  depuis  X'.sso  jus- 
qu'à x«  =s/7,  et  ainsi  des  autres. 

Pour  calculer  plus  facilement  cette  somme ,  représentons  par  pune 
racine  primitive  de  p  ou  de  af"*'  —  1^0  {mcd, pisnhm^i),  et 
posons 

^o  =  R''+R'- +  »'"■+ -HR""'", 

y,  =  R'-  +  R'"'  +  R'"*'  +....+R'**"""^", 

jr.  =  R'-  4.  R'"*-   +  R'""-  +...+R'**-'>-, 


j.  «  R'-  +  R'-^-  +  R'-*'+...+R'<*-»-*- 


jr«-i  =  R      +  R       H- R       ^--H-R 

Ces  m  quantités  seront  nécessairement  les  racines  d'une  équation  du 
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degré   m^   puisque  si   Ton  remplace  la   racine   R   par   une    autre 

racine  imaginaire,  telle  que  R^  ,  la  suite  j^o,  7'i*«  •  •/«^i  deviendra 
^•i7'«-t-if^«+f  •  -j/^-i  »  qui  û*en  diffère  que  par  l'ordre  des  termes. 
Appliquons  la  formule  (38)  à  la  congruence 

Ao  +  A|ari"*-f-  A«a:."  +. . . .+  A^a:*" ^ o (mod.  p  =  Am  +  i), 

ou  plutôt  à  la  congruence 

f  +  f*jc,"  -f-  f'jc."*  +. . .  H-  f^Xu*  ^  o  (mod.  /i  =  A/n  +  i), 

puisque  tout  nombre  entier  est  congru  à  une  certaine  puissance  de  la 
racine  primitive  f. 
Oiî  voit  de  suite  que  la  formule  (38)  donne 

;iSik  =  P*  +  2  R^H-  2  R'^  -f- . . .+  2  R^-"><r-, 

Cherchons  dodc  la  valeur  de  2  R'^-,  ou  plutôt ,  en  prenant  pour  le 
nombre  entier  positif  1  la  puissance  f'  qui  lui  est  congrue  suivant  le 
module  p y  cherchons  la  valeur  de  2  Kf"^- .  Mettant  pour  ^ .  sa  valeur, 
on  trouve  immédiatement 

XR'"-»  =  R''"'  2R'**"'"2R'^- SR'*"'*", 

chaque  somme  étant  prise ,  comme  on  l'a  dit,  depuis  zéro  jusqu'à  p. 

Or,  si  Ton  met  pour  Xj  les  nombres  î,  2^5,  4. .  -p—'^f  o^ft  /*•  -  • 
f'"',  jc,"  donne,  à  l'ordre  près  ,  les  termes  p",  /•*... f*",  pris 
chacun  m  fois. 

Soit  en  effet  x^  ^  p**"*"-^  (mod.  />  =  Am  •+•  i) ,  «  et  y  étant  tous  deux 
moindres  que  m,  il  en  résultera  x,"^  ff^-^fi^^pf^  (mod.  p)  ;  or  1  peut 
prendre  m  valeurs  o,  i ,  a.  •  • ,  m^—  1  ;  le  terme  f^  se  trouve  donc 
répété  m  fois,  et  il  en  est  de  même  de  f^y  f*",  etc.  * 

Ayant  donc  égard  à  la  valeur  âsr.  =  o,  on  trouvera  2R^^'/''  s= 

1+  fnjr^,  et  par  suite 
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faisant  saocessiyement  nzsso,  i,  a...p  — a,  et  ajontant  toutes  les 

valenrs  de  SR'**' ,  on  trouTe 

(39)  pSt=p^^jr,  (i^mxs)(i+mjr,)  (  i-Hny.) (,4-1»^^) 


où  il  faut  ôter  m  des  indices  qui  surpassent  ce  nombre. 

Examinons  quelques  cas  particuliers. 

Soit  d'abord  i  +  a?,- +  a:.- + H-^**  =  o(mod.p±=:Ain+i), 

il  faudra  faire  a=3^c. . .  .=g=o.  Si  nous  représentons  le  nombre 
de  solutions  par  N»,  il  yiendra 

(4o)  i>N.=p»+ro (i+n»ro)*+r. (iH-«»r.)*+. .  -+-r_.(i4-i»r.-,)*. 

formule  due  à  M.  Lîbri,  qui  la  démontre  de  même. 
Considérons  encore  la  congruence 

xr+xr+x»'-i-. .  .-H4ç,-s  Ks—  ff*-^  (mod.  /«ssAm+i  ). 

Comme  on  doit  ôter  m  des  indices  qui  surpassent  ce  nombre,  pour 

h  pair  on  posera  a=/,  b=:c =r  =  o,  et  la  formule  (Sg) 

deviendra 


(40   pSu=p^-hrA^'^mr.y+jr^,(i.i-mj,y'h 

Mais,  pour  A  ittipair,  on  fera  as^f+^f  b  =  c..  .ssgzsso,  et  la 
formule  (Sg)  deviendra 

(4a)       />S,=p*4-7j4.-(i-Hto;'„)*-|-^^.^s.  (i  4.OTr,)»4- , . 

Ces  formules  nous  serviront  plus  loin. 
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La  fermole  (4o)  donnant  les  equations 

pK=p'+M'+w»)*+j'  ii+w^y+M^+w»y+ 

auxquelles  il  faudra* joindre 

On  tirera  de  ces  m  équations  les  valeurs  des  m  sommes 

et  par  les  formules  connues  on  en  déduira  les  valeurs  des  coefficients 
de  l'équation  en  jr.  Cest  là  le  procédé  employé  par  M.  Libri  pour  le 
calcul  de  l'équation  en  j^;  il  se  trouve  complété  ici  par  le  calcul  des 
nombres  N. ,  N^,  N^i . .  ^  N»., ,  qui  se  fait  au  moyen  des  formules  de 
l'article  IV. 

Nous  ferons  remarquer  ici  que  les  coefficients  N,,  N«,  N».,  seront 

*  uniquement  fonctions  de  certains  coefficients  binomiaux,  aussi  bien 

que  les  coefficients  de  l'équation  en^,  car  r  doit  disparaître  du  résultat 

qui  ne  peut  rien  contenir  d'indéterminé.  Les  exemples  du  paragraphe 

suivant  confirment  cette  remarque. 

La  formule  (4o)  qui  ne  contient  que  les  fonctions 

qui  se  déterminent  très  facilement  au  moyen  des  coefficients  de 
l'équation  enj^  sans  qu'il  soit  nécessaire  de  la  résoudre,  pourra 
toujours  être  employée  dès  qu'on  aura  trouvé  l'équation  en^.  Mais 
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îl  n'en  est  pas  de  même  des  formules  (Sg),  (40  ®^  (4^)^  ^^  fondions 

^/ro-+-7/^./,-f-. .  .4tr/.ij^«-.i j>r/4-r/^..j^.'+-  •  •+7A..r-'  f  etc. 

qui  entrent  dans  la  formule  (4^)?  p^i*  exemple,  ne  sont  point  des 
fonctions  symétriques  qui  puissent  se  déterminer  rationnellement  par 
le  moyen  de  Féquation  en  jr.  Cependant  elles  ont  une  propriété 
commune  avec  la  sommej^-f-Tt+j^îH-. .  •T'mli,  c'est  de  conserver 
la  même  valeur  quand  la  racine  imaginaire  de  afs=si ,  qui  a  servi 
pour  former  les  fonctions  jr^,  X^***^  y—*  vient  à  changer.  Ce  qui 
tient  à  ce  que  ce  changement  augmentant  tous  les  indices  d'un  même 
nombre,  le  g''*' terme,  par  exemple,  devient  le  premier,  le  (gH-i)'*"' 
le  deuxième ,  le  (g+^)'^'  le  troisième ,  et  ainsi  de  suite.  Quand  on 
aura  calculé  ces  fonctions,  qu'on  pourrait  appeler  circulantes,  on 
pourra  faire  usage  des  formules  démontrées  dans  cet  article,  sans  qu'il 
soit  besoin  de  résoudre  l'équation  en  j^ ,  en  la  ramenant  à  une  équa- 
tion à  deux  termes ,  ce  qui  serait  fort  long  (*). 


(t)  Les  autres  paragraphes  de  ce  mémoire  forment,  pour  ainsi  dire,  autant  de 
mémoires  séparés  que  nous  publierons  dans  ce  Journal ,  dès  que  Fauteur  nous 
les  aura  fait  parvenir.  (  J .  Liooyille.  ) 
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NOTE 

Sur  un  cas  particulier  de  la  construction  des  tangentes  aux 
projections  des  courbes^  pour  lequel  les  méthodes  gêné-- 
raies  sont  en  défaut; 

Pae  m.  GHASLES. 


Dans  plnskors  qaeMiofis  de  G^omëtrie  descriptive  $  particulière- 
ment dans  quelques  épures  de  coupe  des  pierres,  il  arrive  que,  pour 
certains  points  d'une  ligne  courbe  provenant  de  rintersection  de  deux 
«ur&ces,  la  tangente  k  cette  courbe  est  perpendiculaire  à  Tun  des 
plans  de  projection;  alors  la  projection  de  cette  tangente,  sur  ce 
plan,  se  réduit  à  un  point,  et  ne  fait  plus  connaître  la  tangente  k  la 
projection  de  la  courbe. 

La  méthode  générale  pour  construire  les  tangentes  aux  projections 
des  courbes  situées  dans  l'espace,  en  les  regardant  comme  les  projec- 
tions des  tangentes  à  ces  courbes,  est  donc  absolument  en  défaut  pour 
ces  cas  particuliers,  et  une  méthode  spéciale  devient  nécessaire. 

Cette  question  a  occupé,  il  y  a  une  vingtaine  d'années,  MM,  Binet 
et  Hachette,  qui.  Tun  et  l'autre,  sans  la  résoudre  dans  la  généralité 
où  nous  venontf  de  la  proposer,  ont  imaginé  des  moyens  particuliers 
propres  à  déterminer  les  tangentes  dans  quelques-uns  des  cas  dont  il 
s'agit.  (Voir la  Correspondance  star  FÉcole  Polytechnique,  tome  III, 
pages  197  à  aoi,  année  i8i5.) 

La  construction  de  M.  Binet  est  fondée  sur  une  belle  méthode ,  autre 
que  celle  de  Mouge  suivie  jusqu'alors ,  pour  déterminer  les  tangentes 
à  la  courbe  d^ntersection  de  deux  surfaces.  Au  lieu  de  mener  les  plans 
tangents  aux  deux  surfaces  en  un  point  de  cette  courbe,  et  de  prendre 
leur  commune  intersection  qui  est  la  tangente  cherchée,  M.  Binet 
mène  les  normales  aux  deux  surfaces  en  ce  point,  et  une  perpendicu  - 
Uïte  au  plan  déterminé  par  ces  deux  normales  :  cette  perpendiculaire 
Jomfi  U.  —  him  1837.  38 


Digitized  by 


Google 


^  JOURNAL  DE  MÂTHÉMiVTIQUES 

est  la  tangente  cherchée ,  et  ses  projections  sont  perpendiculaires  anx 
tracés  de  ce  plan  sur  les  plans  de  projection. 

Cette  méthode  est  générale  comme  la  première  ;  mais  elle  est  aussi 
en  défaut  dans  le  cas  particulier  qui  nous  occupe.  Car  si  la  tangente 
en  un  point  de  la  courbe  est  perpendiculaire  à  Tun  des  plans  de  projec- 
tion y  les  normales  aux  deux  surfaces  seront  parallèles  à  ce  pîaa,  et 
conséquemment  la  trace  du  plan  qu'elles  déterminent  sera  à  l'infini , 
et  ne  pourra  point  servir  pour  la  construction  de  la  tangente  À  la 
projection  de  la  courbe. 

Cependant  il  est  un  cas  où,  par  une  circonstance  particulière  ^ 
M.  Binet  a  pu  faire  usage  de  cette  méthode.  C'est  dans  l'épure  de  la 
courbe  dlntersection  de  deux  surfaces  de  révolution  dont  les  deux  axes 
se  rencontrent.  Le  plan  des  deux  axes  étant  pris  pour  Tun  des  plans 
de  projection  ^  en  chaque  point  de  la  courbe  d'intersection  deé  deux 
surfaces  situé  dans  ce  plan ,  la  tangente  à  cette  courbe  est  perpendi-^ 
culaire  à  ce  plan  ;  par  conséquent  les  méthodes  générales  sont  en 
défaut.  Néanmoins^  par  des  considérations  particulières,  celle  de 
M.  Binet  conduit  encore^  dans  cette  question ,  à  la  construction  de  la 
tangente.  En  effet ,  les  normales  aux  deux  surfaces ,  en  un  point 
quelconque  m  de  leiir  intersection,  rencontrent  le  plan  des  deux  axes 
de  révolution,  pns  pour  plan  de  projection,  précisément  aux  points 
où  elles  rencontrent  respectivement  les  deux  axes;  il  faut  donc  joindre 
ces  deux  points  par  une  droite,  et  mener  une  perpendiculaire  à  cette 
droite  par  le  point  qui  est  la  projection  du  point  m.  Cette  perpendi- 
culaire est  la  tangente  à  la  projection  de  la  courbe  d'intersection  des 
deux  surfaces.  Cette  construction  subsiste  encore  quand  le  point  m 
est  situé  dans  lé  plan  des  deux  axes,  bien  que  les  considérations  géo- 
métriques sur  lesquelles  elle  repose  ne  soient  plus  applicables  ;  mais 
on  en  conclut ,  par  la  loi  de  continuité,  qu'elle  doit  encore  donner  la 
tangente  à  la  courbe. 

Telle  est  la  méthode  de  M.  Binet,  qui  a  jété  reproduite  depuis  dans 
les  traités  de  Géométrie  descriptive,  tuais  toujours  pour  la  même 
question  de  deux  surfaces  de  révolution  dont  les  axes  se  rencontreot. 
Les  solutions  que  M.  Hachette  a  données  aussi  pour  quelques  cas 
semblables  consistent  à  remplacer  les  deux  surfaces  proposées  par 
deux  autres  dont  la  courbe  d'intersection  ail  la  même  projection  que 
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les  deux  premières  sur  le  plan  oti  Ton  veut  avoir  les  tangentes  à  cette 
projection.  Alors  ce  sont  les  tangentes  à  la  courbe  d'intersection  de 
ces  deux  nouyelles  surfaces  qui  font  connaître  les  tangentes  à  la  pro** 
jection  de  cette  courbe.  Et  Ton  prend  les  deux  nouvelles  surfaces  de 
manière  que  pour  le  point  de  leur  courbe  d'intersection ,  qui  repond 
au  point  de  projection  pour  lequel  la  méthode  des  tangentes  était  eu 
définit,  les  plans  tangents  à  ces  deux  surfaces  ne  soient  pas  perpendicu- 
laires au  plan  de  projection^  M.  Hachette  détermine  ices  surfaces  par 
l'analyse^  dans  les  deux  applications  qu'il  a  faites  de  ce  procédé.  Mais , 
^utre  cet  inconvénient  qui  fait  que  ce  procédé  ne  convient  pas  à  la 
<jéométrie  descriptive  ^  on  voit  qu'il  ne  constitue  point  une  méthode, 
puisqu'il  n'y  a  aucun  moyen  certain  pour  trouver ,  même  avec  le 
secours  de  l'analyse  ^  les  deux  nouvelles  surfaces. 

Voilà  p  je  crois  p  tout  ce  qui  a  été  fait  au  sujet  du  cas  particulier  des 
«angentes  qui  nous  occupe.  Il  y  a  donc  encore  k  trouver  la  méthode 
générale  qui  lui  convient ,  et  à  dire  aussi  la  raison  à  priori  pour  la- 
quelle les  méthodes  ordinaires  devaient  être  en  défaut  dans  ce  cas. 

La  réponse  à  ces  deux  questions  découlera  naturellement  du  théo- 
rème suivant  t 

Quand  une  ligne  courbe  tracée  sur  une  surface  cylindrique  est 
tangente,  en  un  point,  à  Vune  des  arêtes  du  cylindre,  le  plan  tangent 
au  cylindre  suii^ant  cette  arête  est  le  plan  osculateur  à  la  courbe  ûu 
point  qi/on  considère. 

Cela  est  évident ^  car  la  courbe  a  un  premier  élément  compris  sur 
Tarète  du  cylindre,  puisqu'elle  lui  est  tangente,  et  Télément  suivant 
aboutit  à  Tarète  infiniment  voisine  de  cette  première  ;  il  s'ensuit  que 
le  plan  tangent  au  cylindre ,  lequel  est  le  plan  des  deux  arêtes ,  con- 
tient les  deux  éléjnents  de  la  .courba  3  il  est  donc  son  plan  osculateur  : 
(ce  q9Hl  fallait  démontrer. 

D'après  cela^  remarquons  que  quand  une  courbe  située  dans  l'espace 
a  sa  tangente  en  un  point  perpendiculaire  au  plan  de  projection , 
cette  courbe  est  tangente,  en  ce  point ,  à  l'arête  du  cylindre  proje- 
tant; donc  le  plan  tangent  è  ce  cylindre,  dont  la  trace  sur  le  plan  de 
projection  sera  la  tangente  à  la  projection  de  la  courbe,  est  le  plan 
osculateur  à  la  courbe.  Donc 
.Quand  la  tangente  en  un  point  m  d^fme  courbe  située  dans  Vespact 

38., 
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e$t  perpendiculaire  au  plan  de  projettion ,  la  tangente  à  la  prcfeeiionr 
de  cette  courbej  au  point  corresporukmt  au  point  m,  est  la  trace  ^  sur  Itr 
plan  âe  protection,  du  plan  osculateur  de  la  courb&au  pomt  m. 

Ainsi  le  problème  des  tangentes,  dans  ce  eas  »  se  change  en  cehii  du 
plan  oscillateur. 

Cette  solution  es€  générale ,  et  rentre  dans  une  des  théories  que 
considère  la  Géométrie  descriptive  où  l'on  sait  mener  le  plan  oscula- 
teur en  chaque  point  d'une  courbe  à  double  courbure. 

Ce  problème  a  été  introduit  dans  la  Géométrie  d«scripti?e  par 
M,  Sachet  te  ^  qai  en  a  donné  une  belle  et  savante  solution,  qui  est 
cdl^  que  nous  proposerons  ici  pour  le  cas  de  la  construction  des  tan- 
gentes qu'il  s'agit  de  résoudre*  Comme  cette  solution,  quoique  bien 
remarquable ,  n'est  pas  celte  néanmoins  que  Toa  a  adoptée  daoa  les 
traités  de  Géométrie  descriptive,  nous  allons  la  rapqpeler  ici. 

JPocir  construire  le  plan  osculateur  dune  courbe  à  double  cmirbure 
en  un  point,  on  mène,  par  les  différents  points  de  cette  courbe,  les 
normales  aux  deux  sur&ces  donl*elle  est  l'intersection*  Ces  deux  aeries 
de  normales  forment  deux  sur&ces  gauches.  Par  le  point  pour  lequel 
on  veut  le  plan  osculateur,  on  mène  le  plan  normal  à  la  courbe;  il 
touche  les  deux' surfaces  gauches  eu  deux  points  qu'on  joint  par  une 
droite;  par  la  tangente  à  la  courbe  on  mène  un  plaa  perpendiculaire 
à  cette  droite ,  ce  qui  est  possiMe ,  parce  qu'elle  est  4afis  U  plan 
normal  ;  ce  plan  est  le  plan  osculateur  cherché;  et ,  de  plus,  te  point 
où  il  rencontre  la  droite  est  le  centre  de  courbure  de  la  courbe  que 
que  l'on  considère  (*). 


(*)  M.  Hachette  a  donne'  cette  solution  dans  le  Bulletin  des  Sciencer  de  la^ 
Société  philoinatique  (année  1816,  p.  88) ,  et  dans  ses  Élémens  de  Géométrie  à 
trois  dimensions  (partie  synthétique)  ,  in-8*»,  1817.  Dans  quelques  notes  que  j'a- 
vais adressées  i  H.  Hachette,  en  répense  à  la  communicatioii  qu'il  tiie  feùsail  de 
sa  solution ,  notes  que  ce  géomètre  a  en  la  bonté  4'insértr  dans  seii  ouvfage,  j'ai 
indiqué  une  seconde  manière  de  construire  le  plap  oscvlateur.  EU^^coufifi^  à  qnfoe' 
les  tangentes  à  la  courbe  proposée ,  et  à  chercher  les  porat»  ou  dies  percent  un 
plan  quelconque  ;  ces  points  forment  une  courbe  dont  les  tangentes  sont  çitinée» 
dans  les  plans  osculateurs  de  la  courbe  proposée.  Qa  n'4  donc,  pour  déterminer 
ces  plans  osculateurs ,  qu'à  mener  les  tangentes  à  cette  nouvelle  courbe. 
Cett  cette  censtruction  qu'on  a  reproduite  depuin  dans  les  traités  de  Géométrie 
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Pour  df^frnft^Mr  1^  poiAt  c^  un  plan  mené  par  «lae  génératrice 
d'uoe  surface  naoche  touchy  U  surfiice,  on  construit  la  conrbe  suivant 
laqaeUç  ce  plan  coupç  la  snrfoca  ;  oett^e  ooorbe  rencontra  la  génératrice 
au  |H>iot  de  contact  cherché. 

Dans  le  cas  où  la  courbe  proposée  est  l'intersection  de  deux  sarfaces 
de  révolution  ,  les  normales  qui  forment  les  deux  siurÊices  gauches 
s'appuient  respectiremettt  sur  les  deuit  axes  de  révolution;  le  plan 
normal  en  uu  poiat  m  de  la  courbe. touche  ces  deux  sur&œs  aux 
points  ou  les  deux  nctrvialas ,  menées  par  le  point  m ,  rencontrent 
les  deux  axes.  Il  suffit  donc^  pour  construire  les  4eux  surfaces^ gauches ;> 
de  joindre  ces  deux  pqints  par  ime  droite,  et  de  mener  par  lé  point  m 
un  plan  perpendiculaire  a  cette  droite  :  c^ést  le  pJan  osculateup. 

descriptifve  x  je  ne  sais  pottri|iaat  ;  car  celle  de  M.  Hacbette  est  infiniment  préfc- 
sable  sow  tous  les  rapp^U ,  aetammeat  comme  donnant  le  centre  du  cercle 
esculateuri  en  roêine  temps  que  son  plan.  Pour  determinev  ce  centre  1  on  est 
obligé  de  recourir  à  d'autres  constructions.  On  projette  la  courbe  proposée  sur 
soû.plan  osculateur  ;  on  a  une  courbe  plane  dont  on  cherebe  le  cercle  osculaleur 
par  une  méthode  graphicpie  particulière  donnée  par  M.  Bergery  y  dans  son  excel- 
lent ovmrage  intitulé  :  Géoméirie  des  courbes  appliquée  à  rindusin'e  Cin-8**^ 
MetzvT826>. 

J'avais  donné  aussi  ane  méthode  pour  construire  le  centre  du  eercle  oscuh-^ 
t^or,  après  avoir  déterminé  le  plan  osculateur;  la  Toici  :  Que  par  chaque 
point  de  la  courbe  proposée  on  mène  sa  normale  comprise  dans  son  point  osçula-- 
teur;  toutes  ces  normales  Jorment  une  surface  gauche.  Le  plan  normal  à  la 
courbe  j  en  un  de  ses  points,  touche  Ik  surface  en  un  point  qui  est  le  centre  de 
eeurhure  cherché.  (Voir  Eléments  de  Géométrie  à  trois  dimensions;  par  H.  Ha- 
chette »  p.  11:»). 

Enfin  y  pour  dire  ici  tout  ce  c(ui  a  été  fait  au  sujet  du  problème  du  plan  oscula-- 
teur  et  du  centre  de  courbure  d'une  courbe  à  double  courbure ,  nous  ajouterons' 
que  MM.  Gh.  Dupin  et  Ppncelet  l'ont  aussi  résolu.  Leiirs  solutions,  quoique  dîÂ^ 
rentes ,  consistent  l'une  et  Tautre  à  chercher  les  centres  de  courbure  des  deux 
courbes  planes  qui  sont  les  projections  de  la  courbe  proposée ,  et  à  faire  usage  de 
ees  deux  centres  de  courbure  (et  c'est  en  ce  point  qu'elles  diffèrent) ,  pour  arriver 
à  la  connaissance  du  plan  osculateur  et  du  centre  de  courbure  cherchés.  (Voir 
Jknain  de  MoAdmatiques j  t.  7, p.  18,  année  1816;  et  t.  r5,  p.  îs45,  année 
r«fli5). 

Ces  solutions  ne  sont  pas  applicables  à  la  question  actuelle ,  puisque,  loin  de 
connaître  le  centre  de  courbure  de  la  projection  de  la  courbe  proposée ,  on  veut* 
déterminer  la  tangente  de  cette  projection ^ 
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Cette  construction  a  lieu  quelle  que  sôit  lâ  position  des  axes  des 
deux  surfaces  de  révolution  dan»  l'espace»  Si  on  l'applique  au  cas  parti- 
culier  ou  les  axes  se  rencontrent^  elle  conduit  à  la  construction  même 
de  M.  Binet  ;  elle  rattache  à  une  méthode  générale  cette  construction 
obtenue  par  induction  i  et  dont  la  légitimité  ne  reposait  que  sur  le 
principe  de  continuité. 

Les  considérations  précédentes  font  bien  voir  pourquoi  les  méthodes 
générales  pour  la  construction  des  tangentes  aux  projections  des 
courbes  devaient  être  en  défaut  pour  le  cas  en  question  ;  c'est  que , 
dans  ce  cas  ^  la  tangente  a  la  projection  de  la  courbe  fait  connaître 
immédiatement  le  plan  osculateur  à  la  courbe ,  et  que  la  considération 
de  ce  plan  implique  nécessairement  la  considération  de  deux  éléments 
consécutifs  de  la  courbe ,  ou,  en  analyse,  des  infiniment  petits  du 
second  ordre  >  tandis  que  les  méthodes  générales  pour  la  construction 
des  tangentes  ne  demandent  que  la  considération  d'^n  seul  élément  de 
la  courbe,  et,  çn  analyse,  des  infiniment  petits  du  premier  ordre 
seulement.  Ces  méthodes  devaient  donc  être  en  défaut  pour  le  cas  en 
question,  sans  quoi  ell^s  eussent  fait  connaître,  par  la  considératiou 
des  infînimeni  petits  du  premier  ordre  seuleipent,  les  plans  osculateurs 
aux  différents  points  d'une  courbe  à  double  courbure  :  ce  qui  est. 
contraire  à  la  nature  des  choses. 

Le  xras  de  la  construction  des  tangentes ,  qui  fait  l'objet  de  cette 
note ,  ne  se  présente  pas  seulement  dans  les  épures  de  la  géométrie 
descriptive  proprement  dite.  Il  peut  se  présenter  dans  plusieurs  quesr 
tions  de  perspective  où  l'on  aura  à  faire  la  perspective  d'une  courbe 
dont  une  des  tangentes  passera  par  l'œil.  Cette  tangente  ne  suffira» 
plus  pour  fsiire  connaître  la  tangente  à  la  perspective  de  la  courbe. 
Four  construire  celle-ci,  il  faudra  mener  le  plan  osculateur  de  là 
courbe  j  sa  trace  sur  le  tableau  sera  la  tangente  cherchée. 

Cettç  construction  servira  aussi  pour  déterminer  les  tangentes  à  1^ 
perspective  du  contour  apparent  d'une  surface,  poqr  les  points  où  Je 
rayon  visuel  est  tangent  à  ce  contour  ;  circonstance  qui  se  présente,  et 
qui  a  été  remarquée  expressément  dans  plusieurs  dessins,  particu^ 
lièrement  dans  la  perspective  du  piédouche,  où  les  points  en  question 
Reviennent,  en  perspective,  des  points  de  rebroussement. 
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THÉORÈMES 

Sur  les  contacts  des  lignes  et  des  surfaces  courbes  ; 
Par  Bi.  CUASLES. 


Des  courbes  planes.  Ou  dît  que  deiu  courbes  ont  un  contact  de 
l'ordre  ni,  quand  elles  ont  m  éléments  consécutifs  communs;  et  alors 
elles  passent  par  (m-f*  i)  points  infiniment  voisins.  Cette  condition 
géométrique j  traduite  en  analyse^  fait  voir  que  les  deux  courbes  étant 
exprimées  par  deux  équations  entre  les  coordoonéesor^j*,  obliques 
ou  rectangulaires  y  il  faut  que  les  m  premiers  coefficients  différentiels 

T"  ^  3^  I  •  •  •  •T^*  "^®  ^*  première  courbe  soient  égaux  respective- 
ment à  ceux  de  la  seconde ,.  quand  on  y  met  pour  x  et  j^  les  coordon- 
nées du  point  de  contact. 

Ainsi  deux  courbes  auront  un  contact  de  Tordre  m  en  un  point, 
quand  on  reconnaîtra  que  Tune  de  ces  deux  conditions ,  géométrique 
et  algébrique^  a  lieu. 

Si  de  l'équation  de  la  première  courbe  on  tire  la  valeur  de  la  coor- 
donnée Xf  et  qu'on  la  mette  dansTéqiiationdeïa  seconde  courbe ,  cette 
équation  donnera  les  ordonnées^  des  points  d'intersection  des  deux 
courbes.  Ces  deux  courbes  passant  par  (/7t+  i)  points  infiniment  voi- 
sins, qui  j  dans  la  réalité,  se  réunissent  en  ua  sent,  l'équation  eùjr  aura 
(f7i+.i)  racines  égales  >  pour  chaque  point  où  les  deux  courbes  ont 
un  contact  de  l'ordre  m.  Cette  équation  sera  dpnc  de  la  forme 
(FjO^*  X  /r^^o;  réquatioo  F/sbo  correspondant  aux  points  en 
ckacuo  dfsqiinak  les  courbes  ont  un  contact  de  l'ordre  m^  et  l'équation 
fX  s==  o  aippc  autres  pointa  d'intçrseetioa  des  deux  cowbes» 
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D'après  cela ,  soit  (p  (a: ,  /)  =o  l'équation  de  la  première  courbe  ; 
celle  de  la  sécoade  pourra  uécessairemeut  élre  mise  sous  la  forme 

A^(a:,r)  +  B[4(x,r)]-**=o; 

A  et  B  pouvant  être  des  constantes  ou  des  fonctions  de  x  eXy.  Car  la 
valeur  de  x  tirée  de  la  première  équation  ^  (JP ,  y)  :=  o,  et  mise  dans 
la  seconde ,  réduira  celle-ci  à  la  forme 

comme  nous  venons  de  faire  voir  que  cela  doit  être.  Et  le  point  de 
contact  I  ouïes  points  de  contact  des  deux  courbes  seront  détermi^ 
nés  par  les  deux  équations 

^(a:,  x)  saa  o,       et      ^{x ,  r)  «  o. 

Pïous  pouvons  donc  énoncer  ce  théorème  : 
i*'  TpÉoRÈME.  Les  deux  équations 

<p  ^  o,      et      A(p  H-  84"'^*=  o, 

ow  A,  B,  ^  er  4  ^^^  des  fonctions  de  x  et  j ,  représentent  deux 
courbes  qui  ont  un  contact  de  V ordre  m  en  chacun  des  points  din^ 
tersection  des  deux  courbes  ^ssio  et  '^:szo  ; 

Et  réciproquement,  deux  courbes  qui  ont  un  contact  de  tordre  m 
en  un  ou  plusieurs  points,  pem^entêtre  représentées  par  deux  équa- 
tions de  cette  forme. 

Nous  venons  d'obtenir  les  deux  équations  ci-dessus ,  en  nous  serr- 
vant  de  la  condition  géométrique  pour  que  deux  courbes  aient  un 
contact  de  Tordre  m;  il  est  facile  de  vérifier  qu'elles  satisfont  a  la 
conàition  algébrique  f  c'est-à-dire  que  les  m  coefficients  différentiels 

^  ^  3^>  •  •  •  •s^  s^Q^  égaux  respectivement  un  à  un»  dans  les  deu^ 
courbes,  pour  les  points  dont  les  ^ordonnées  satisfont  aux  deux 

équations  9  s=  o^  et  4  ==^  <^* 

En  effet)  supposons  d'abord  que  A  et  B  soient  des  quantités  cons»* 
tantes,  c'est-à-dire  ne  contenant  ni  x  ni  j;  les  dîfféi^ntiahèAs  ètfe^ 
cessives  des  équations  des  dleax  courbes  ifoimerMt,  pônrla  yremèce^ 
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les  m  équations 

d^  =  o,    rf^f  s=  o,    (Pf  =  o,...rf"^  =  o, 

d'où  Votk  tirera  les  valeurs  des  m  premiers  coefficients  différentiels 
de  cette  première  courbe;  et  pour  la  seconde,  les  m  suivantes  qui  ser- 
viront aussi  pour  calculer  les  m  premiers  coefficients  différentiels  de 
la  seconde  courbe  ^ 

Ad^  4-B(m+i)4*'rf4  =  ^> 

Arf»(p  +  B(m4.i)m.4--'(rf4)*-f-B(m-f-iH"' .ei^4  =  o , 

Tous  les  termes  de  chacune  de  ces  équations ^  excepté  le  premier, 
contiennent  le  fiicteur  4  élevé  à  des  puissances  qui  vont  en  augmen- 
tant jusqu'au  dernier  terme  où  l'exposant  de  4  ^^  toujours  m.  On 
voit  donc  que  pour  chacun  des  points  de  la  seconde  courbe,  dont  les 
coordonnées  satisfont  à  l'équation  4  =  o  1  toutes  les  équations  se  ré- 
duiront à  celles-ci  : 

£2p  =  o  y  .  d^^  =  o ,     d^(^  =£  o,  •  • .  •d'^(p  =s  o« 

Ce  sont  précisément  les^  équations  provenant  de  la  differentiation  de 
l'équatioB  ^=io  de  la  première  courbe.  Donc  les  m  premiers  coeffi- 
cients différentiels  des  deux  courbes  sont  égaux  un  à  un;  etconsé- 
quemment  les  deux  courbes  ont  un  contact  de  Tordre  m ,  en  chacun 
de  leurs  points  communs  dont  les  coordonnées  satisfont  à  l'équation 

4  ^^^  o* 

Les  deux  courbes  ne  peuvent  avoir,  en  général ,  un  contact  d'un 
ordre  plus  élevé  ;  parce  qu'une  differentiation  ^e  plus  de  l'équation 
donnerait 

Arf-*'^-f-B(m+i).OT.(n>-i)...2.i.(rf4)-*'-*-...4.B(iiH-i>4'"<*'*'4=30; 

et  la  supposition  de  4â^o  ne  i:éduit  plus  cette  équation  à  son  pre- 
mier terme  seulement,  mais  bien  à  ses  deux  premiers  termes  ;  et  par 

Tome  II.  —  AocT  1837.  39 
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coasequent  la  valeur  de  ^-^,  qa'oa  en  tirerait  ne  sera  pas  égale  à 

celle  que  donneratt  Féquation  ^i***^  =ss'o  de  la  première  ocmrbe. 

Il  nous  reste  à  démontrer  le  théorème  pour  le  cas  où  A  et  B  sont 
des  fonctions  de  xetjr. 

D  abord  si  nous  supposons  que  B  soît  une  fonction  de  x  et  de  j-, 
nos  m  équations  différentielles  de  la  seconde  courbe  contiendront  de 
nouveaux  termes  provenant  de  la  differentiation  de  B ,  et  qui  seront 
tous  multipliés  par  des  puissances  de  4-  Doue,  quand  on  fen  «^^s^o, 
ces  termes  disparaîtront  et  les  équations  se  réduiront  encore  à  leurs 
premiers  termes. 

Enfin ,  quand  A  est  aussi  une  fonction  de  x  et  y^  au  lieu  des 
simples  termes  Ai/(p,  Arf*^,  Arf'^,....  auxquels  se  réduisent  les  pre- 
miers membres  de$ équations  différentielles  de  la  seconde  courbe,, 
nous  aurons 

kd(p  +  (pdPi  =  G, 

Arf*<p+  2d\.d(p  +  <pd*A  =  o, 

Ad^(p+  ^dAd*<p  +  5diprf-A  +  <p^*A  =  o, 


Mais  comme  on  a  Ç)=o,  la  première  équation  se  réduit  i  dip  =  o 
par  suite  la  seconde  se  réduit  k  rf*<p=o  j  puis  la  troisième  à  d^pssa; 
et  ainsi  des  autres.  De  sorte  que  dans  le  cas  où  A  et  B  sont  des  fooo^ 
tiens  de  xetjr^  les  deux  écpiatioos  ^sso^  et  Aip  -hlt^*"*-'  «oo  re- 
présentent encore  deux  courbes  qui  ont  un  contact  de  Tordre  m  en 
chacun  dijs  pointa  d'inteiseetion  de&  deux  courbes  ^«o^  ^aso. 

a*  THÉOïièMB.  Si  les  courbes  repré^ntées  par  les  dmsç  équatmns 
(p  =  o  et  4sso,  ont  un  contact  de  Fondre  de  n  en  certains  points, 
les  équations 

^  =  o    et    k^  -^  B^*^'  sss  o 

représenteront    deux    courbes   qui  auront    un    contact   de   Vordre 
(i?i4-0  •(«•+■  i)  —  I  Ctt.  chacun  de  ces  poiMs^ 

En  effet,  les  deux  courbes  (p=o  et  4=o,  ayant  un  contact  de 
l'ofdre  »,  la  seoODde équation  4  œo ,  d'après  le  théofèmc  que  nous 
venons^  de  démontrer ,  pourra  pi*endre  la  forme 
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A'(p  H*  B'-af*'  =  o, 

TT  étant  une  fonction  de  x  etjr,  et  A',  B'  des  constanles  ou  dies  fonc- 
tions de  X  et^  îndîfféreainieut. 

L^équatÎQQ  A^  •+•  B4'"'*''  =  o ,  deviendra  donc 

A^  -f-  6  (A^^  H-  B'«-*')*-^*  =  o. 

Daasle  dévelcpperaent  du  bifione  (B'^r^^-f*^*^)  ^^  ^  1*  puÎBBai^e 
(m4-  i)yk  pmmier  teitne  WIaft''*^^'^""*'*><^'^^>^^  toosles^ 
tiendront  en  âiclenr  la  fonction  ^élevée  aux  pvissitnces  i,  3^...>(7ii^i); 
le  résultat  sera  donc  de  la  forme 

De  sorte  que  f  équation  de  la  seconde  courbe  est  de  la  forme 

A^  +  JB[d>  +  ^'m•^^n^yn^^.o'^  œ  o, 
•(A  4-Bd')f)4-B.»*-^«.flf<^-H-^'>  =r  o, 
ou  enfin  y 

a(p  +  *?i«*^><-^'>  =  o. 

Or,  d'après  ie  premier  théorème,  la  courbe  représentée  par  cette 
équation  a  un  contact  de  Tordre  (m  +  i)  (n  •+•  i)  —  i ,  avec  la  c^onrbe 
q)  =  o ,  en  chacun  des  points  dlntei-section  de6  deux  courbes  ^=lù  et 
TT  =o  ;  mais  ces  points  se  trouvent  aussi  sur  la  courbe  4=0,  puis- 
que l'on  a  -4/=±=  A'ç-f-  B'^jf^\  ce  qui  prouve  que  les  coordonnées  tirées 
des  deux  équations  ^=^0,  7r=  o  ^satisfont  à  l'équation  ^aro;  nous 
pouvons  donc  dire  que  le^ontactvite  Tordre  (m  -f- 1)  (/i  4-  i)  —  i  des 
deux  couAes  proposées  a  îtéu  atfx  points  d^ntersection  des  deux 
courbes^  =s=ô et  4  =  0.  Ce  qù'Çl'fallahiaÂnùntrér.     '' i        -    •       - 

tl  est  &dle  de  vérifier,  comme  pour  lèpreiiiier  théorème,  que  les 
(/H  '4.  t)  (rt  —  I  )  —  I  prenofiers  coéififcients'  dîfféreiAièls  dés  deux 
courbes  sont'ëgaui^  un  â:un  ;  car  les-éqtikttbnls  4di  flatineront  Ceux  de 
la  première  courbe  seront  *»   •    .•  ^   . 

3^. 


Digitized  by 


Google 


5o4  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Qaaat  à  celles  qui  donneront  ceux  de  la  seconde  courbe  qui  a  pour 
équation  A^-|-B4/"^*  =  o,  si  Ton  observe  que  les  deux  courbes 
9s=o  et  4=0  ay^n^  u^  contact  de  Tordre  n  en  quelques-uns  de  leurs 
points  d'intersection,  on  a  ensemble  lés  équations  ^=0|  d^zs^o, 
^•^  =  o, .  ..rf""*''^=:o,  etc?4=^»  d^^r=Of...d''^^'^  =  o  pour 
chacun  de  ces  points  y  on  reconnaît  aisément  qu'en  vertu  de  ces  équa- 
tions ,  celles  qui  donnent  les  (w  +  x)  (w  +  1)  —  i  coefficients  diffé- 
rentiels de  la  seconde  courbe  se  réduisent  précisément  à  dp=so, 
d*^  ^ssk  o ,  d^^  23  Oy  • .  ,£5ÎC«-*-»X«-H")-"^  53:  o ,  comme  pour  la  première 

courbe.   Ce  qui  prouve  que  les  -deux  courbes  auiont  leurs 

(m4-t)(/iH-i)-— I  premiers  coefficîeiits  différentiels  égaux  un  à  un 
respectivement. 

Des  surfaces  courbes.  Deux  surfaces  ont  un  contact  de  Tordre  m 
suivant  une  courbe,  quand  toute  surface  menée  par  un  point  de 
cette  courbe  les  coupe  suivant  deux  courbes  qui  ont,  eu  ce  point,  un 
contact  de  Tordre  m,  c'est-à-dire  qui  ont  m  éléments  consécutifs 
communs.  Les  deux  surfaces  auront  donc  m  sones  communes,  et,  par 
conséquent,  passeront  par(m'H^  t)  courbes  infiniment  voisines  entre 
lesquelles,  deux  à  deux,  sont  comprises  ces  m  zones. 

L'expression  analytique  de  ces  considérations  géométriques,  c'est 

que  les  coefficients  différentiels  ^,  -,  ^^,  ^,  ^, 

jusques  et  y  compris  ceux  de  Tordre  m,  de  la  première  surface,  soient 
égaux  respectivement  à  ceux  de  la  seconde ,  pour  chaque  point  de  la 
courbe  de  contact. 

Cherchons  quelle  doit  être  la  forme  des  équations  des  deux  surfaces. 
Si  de  l'équation  de  la  première  on  tire  la  valeur  de  l'abscisse  x,  et 
qu'on  la  mette  dans  celle  de  1^  seconde ,  on  aura  une  équation  en  jr 
et  z  qui  donnera  les  projections  des  courbes  d'intersiection  des  deux 
surfaces,  et  qui  pourra  ^  décomposer  en  autant  de  facteurs- qu'il  y  a 
de  ces  courbes  distinctes.  Or,  les  deux  svfaces  passant  par  {m  +  i) 
courbes  infînipseqit  roisines  qui^  dans  {a  réalité^  se  oanfondent,  il 
devra  y  avoir  (/»-+■  i)  ùjOif^vof^^é^^  qui  reprçsfsntçront  oçs  (m  +  1) 
courbes;  l'équation  en 7*,  z  sera  donc  de  la  forme  .    . 


f(jr>  ^).EFar.  *)}' 
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L'ëquation  F(jr ,  ^)=so  représente  la  projection  de  la  courbe,  ou 
des  courbes  suivant  lesquelles  les  deux  sur£aices  ont  un  contact  de 
Tordre  m,  et  Téquation  /(jf  z)z=:o  correspond  aux  autres  courbes 
d^intersection  des  deux  surfaces. 
D'après  cela,  Tëquation  de  la  première  surface  étant 

^(^,7,  z)  =  o, 

celle  de  la  seconde  sera  de  la  forme 

A(p(x,jr,  z)  H-  B[4(x,7,  z)]--^'  ==  o; 

A  et  B  pouvant  être  des  fonctions  de  x,  jr  etz,  ou  simplement  des 
constantes.  Et  les  équations  de  la  courbe  de  contact  seront 

Ainsi  nous  poserons  ce  théorème  : 

3^  THéoiiiHB.  Les  deux  équaticns 

^  as  o,     et    A^  H-  B4/**'  =  o, 

où  /if  Bi^et'^t  sont  des  Jonctions  dex,  r*  ^9  représentent  deux  sur- 
faces qui  ont  un  contact  de  /ordre  m  smwfift  toute  V étendue  de  la 
courbe dintersection  des  deux  surfaces  ç  =i=o  ef  4  =  ^- . 

Et -réciproquement ,  deux  surfaces  qui  ont  un  contact  iie  tordre  m 
suivant  une  courbe ,  peuvent  être  représenta  par  ces  deux  équations. 

Il  serait  facile  de  vérifier ,  comme  nous  Tavons  fait  pour  les  cour- 
bes, que  les  deux  équations 

ç  sK  o    et    A^  +  B^-^*  =  o 
satisfont  à  la  condition  que  les  coefficients  différentiels 

dz        d%      d*M       é^z       é^x  é^  rf"»  ^ 

S'   ^'  2È?'  5i^»  ;*5^**--ito«'   ébf^'dy' rfr* 

tirés  de  la  jwemière,  sont  ^ox  respectivement  m  ceux  tirés  de  la 
seconde ,  pour  tous  les  points  qm  satisfont  aux  deux  équations . ...  * 
ç  ss  o    et    4  ^^  ^*^ 
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4*  Théorème.  Larstjtœ  dmx  surfaces  ont  un  ceruact  de  Vardre  m 
suis^ant  une  courte  j  toute  surface  qid  aura  a^c  cette  courbe  ^^  eri  un 
point  y  un  contact  de  Tordre  n ,  coupera  les  deux  surfaces  suhant 
deux  courbes  qui  auront  en  ce-  point  un  amtact  de  tordre .... 
(m+i)(w+0—  I. 

La  démonstration  de  ce  théorème  se  déduit  facilement  de  ce  qui 
précède. 

En  effet  y  les  deux  surfaces  peuvent  ètm  tepcescnAées  par  les  deux 
équ^ons 

9  =s  ô     et     A^  4-  A4*"^'  =  o  ; 

leur  contact  a  lieu  suivant  la  courbe  dont  les  équations  sont  ^  =  o 

et  4  =  ^* 

Soit  Y{Xf  y-y  2)  =  o  l'iéifaatioil de  lasârface  coupante;  si  Ton  en 

tire  la  valeur  de  x  et  qu'on  la  mette  dans  les  équations  des  deux 

surfaces  proposées ,  on  aura  les  équations  des  projtections  sur  le  plan' 

des^z,  des  courbes  d'intersection  de  ces  deux  surfaces  par  la  &ur<* 

face  coupante  ;  ces  équations  seront  de  la  forme 

ip,  =  o,     et    A,?.  +  B.4.r+*  =  o, 
où  '     "  ' 

^,,  4i>  ^i  ^  ''i  ^orfliîes fonctions  de    jreèi;. 

lOr  %i»  ^é^alMM  4^, 3=540  ^^  ^^<zf»is^  soat  o^Uas  des  i^roj^ctions 
àm  wctîoiis  4e3  •doiUK  ««mfaoïss  vç  ^^v  ^.  et  4  *s:=;  4>  par  Jd  ^wr- 
faoe-covfMDtej  êt»Cfi6.}M>jectiwtts.â9Îv^t.ai^oir  txùjte  elles  «o  coatact 
de  Tordre  n,  en  un  point ,  car  les  deux  sections  dont  elles  sont  I^  pro^ 
jections  ont  elles-mêmes  un  contact  de  Tordre  n  en  un  point  de  la 
courbe  d'intersection  ^es  deux  sui*faces  ^«=o ,  4'^=*^>  puisque  la  sur- 
face coupante  a  ençejK>int  uncoiotact  de  Tordre  n  avec  cette  courbe. 
Donc^  d'après  le  deuxième  théorème,  les  deux  courbes 

ç.=:.o     et     A,(p,- 4- R,4r^'  =  o    . 

ont  ^U'conUct'de  l'cMke  ^m-^ny^-J^  i)«^.ii. 

•Aiofti  4e8(8Wtkiii8  que  da  «orâiGe  ojopiirtc  (fiûtdtMsiesdwx  Mr&ces 
se  projettent  sur  un  plan  quelconque  suivant  danx^eourbea  iquî  OBt  qp 
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coDtwl  de  Tordre  (»4*  0  ('^  +  *)  —  ^i  ^^^  ^^  ^^^  sectiooa  oot 
elleMoiéines  «a  oooUtct  de  Tordre  (m  -H  i)  (/i  -f- 1)  -*•  i.    C.  Q.  F.  I>. 

Ce  beau  theorem  est  d4  i  M*  Gb.  Dopio  qui  Ta  démontré  par  la 
théorie  générale  des  foocliona  analytiques^  dans  ses  Diwlopfements 
de  Géométrie ,  p.  aS  f  • 

On  ooochit  de  ce  tbéorènne,  q«e 

Quand  deux  surfaces  ont  un  contact  de  l'ordre  m  suivant  une 
courbe^  toute  ligne  qui  est  tracée  sur  Vune  délies  et  qui  a  avec  cette 
cmuheunc€ntactdùto9dren,auncantactdetoidre{n^  — t 

apec  la  seconde  surface. 

En  effets  si  par  cette  ligne  on  fait  passer  une  surface  querconque  y 
elle  aura  un  contact  de  Tordre  n  avec  la  courbe  de  conlact  des  deux 
surfaces  ;  conséquemment  elle  coupera  ces  deux  surfaces  suivant  deux 
courbes  qui  auront  un, contact  de  Tordre  (/»+0(''+0 — >•  La 
première  de  ces  courbes  sera  la  ligne  tracée  arbitrairement  sur  la  sur- 
face; elle  aura  donc  un  conlact  de  Tordre  (m-4-  ^}{^*h  0 —  ■  ^^ 
la  seconde  surface ,  puisqu'elle  a  un  contact  de  œt  ordre  avec  une  ligne 
tracée  sur  cette  surfivce. 

Ainsi  f  quand  un  c6ne  est  circonscrit  à  une  surfaee-  quelconque , 
toute  courbe  tracée  sur  cette  surface,  qui  a  un  contact  de  Tordre  n 
«vec  la  ligne  de  contact  de  cette  surface  et  du  c6ne,  aura  un  contact 
de  Tordre  ai»4- 1  avec  le  cône. 

'  Si  donc^  par  c^e  coorbe^  on  fiât  passer  un  c^ne  qui  ait  le  même 
sommet  que  le  cône  circonscrit  à  la  surface ,  ces  deux  cônes  auront , 
suivant  leur  arête  commune,  un  contact  de  Tordre  ^/i+i;  et  toute 
surface  les  coupera  suivant  deux  courbes  qui  auront  un  contact 
du  même  ordre.  CTest  ce  qu'on  pent  «sprimer  par  le  théorème  sui- 
vant : 

Lorsqiionfait  la  perspective  dune  sur/ace,  si  une  courbe  tracée  sur 
elle  a  un  contact  de  V ordre  n  avec  son  contour  apparent,  cette  courte 
êi  ce  contùur  aureni  f  en  perspective  ,  un  cantact  de  tordre  an+ 1 . 

Sopposou  qme  le»  deux  surfiice» 

^  5=.  o    -et    A/Ç  +  B^"-^'  =  o , 
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qui  oat  ua  contact  de  Tordre  m  suivant  la  courbe  représentée  par 
9  =  0  et  \ps=09  soient  toutes  deux  du  second  degré;  la  première 
équation  ^  s=  o  sera  du  second  degré;  et  il  &udra^  pour  que  la  se- 
conde A^  4"  B^'^^'^s  o  soit  aussi  du  second  degré ,  que  A  et  B  soient 
des  constantes  y  et  4  ^^^  fonction  linéaire  de  x,  jr  et  z;  c'est-ii«-dire 
que  4  =  0  représente  un  plan;  alors  Téquation  de  la  seconde  sur- 
face sera 

ç  -+•  ^*  =  o. 

Ce  qui  prouve  d'abord  que  deux  surfaces  du  second  degré  ne  peu^ 
uent  avoir  qu'un  contact  du  premier  ordre  nùpant  toute  Vétendue 
dune  courbe ,  et  ensuite  que  cette  courbe  est  nécessairement  plane. 

Une  troisième  surface  qui  serait  pareillement  circonscrite  à  la  pre- 
mière ,  aurait  piour  équation 

^  •+•  b^  ss  o, 

'jrssQ  étant  Téquation  du  plan  de  la  courbe  de  contact. 

La  courbe  d'intersection  de  ces  deux  surfaces  circonscrites  à  U  pre- 
mière ,  se  trouve  sur  la  surface  qui  a  pour  équation 

o^*  —  b^^  =  o. 

Il  peut  se  présenter  deux  cas ,  celui  où  les  coefficients  a  et  ^  sont 
de  même  signe ,  et  celui  où  ils  sont  de  signes  différents. 
Dans  le  premier  cas ,  l'équation  ci-dessus  prend  la  forme 

(V^.4+    \/F.^)(\/â.'^  —  \/F.^)  =  o, 
et  donne  les  deux  suivantes  qui  ont  lieu  séparément , 

\/â.4/  -{-  ^b.vr  =  o, 
y/â.^/  —  ^b.ir  =  0. 

Ces  équations  représentent  deux  plans ,  sur  lesquels  se  trouva  Tinter-» 
section  complète  des  deux  surfaces.  Ces  plans  passent  par  la  droite 
d'intersection  des  plans  des  courbes  de  contact  des  deux  surfaces  avec 
la  première.  Car  leurs  équations  sont  satisfatte$  par  les  deux4=0/ 
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nessso  qui    sonl   celles    de    ces    plans    des   courbes    de    contact 

Ainsi,  dans  ce  premier  cas,  si  les  deux  surfaces  circonscrites  à  la 
prenriière  se  coupent,  leur  intersection  se  compose  de  deux  courbes 
planes,  c'est-à*dire  de  deux  sections  coniques,  dont  les  plans  passant 
par  la  droite  d'intersection  des  plans  de  leurs  courbes  de  contact  avec  la 
première  surface. 

Nous  disons  si  les  iieux  surfaces  se  coupent  y  car  Texistence  des 
deux  plans  que  nous  venoiis  de  trouver  n'entraîne  point  nécessaire- 
ment la  réalité  de  l'intersection  des  deux  sur&ces.  Ces  deux  plans  re- 
présentent seulement  une  surface  du  deuxième  degré  qui  satisfait  aux 
conditions  analytiques  de  passer  par  Tintersection  complète  des  deux 
surfaces,  soit  que  cette  intersection  soit  réelle  ou  imaginaire.  Ainsi 
les  deux  surfaces  peuvent  ne  pas  se  couper  quoique  les  deux  plans 
existent. 

Il  faut  observer  que  quand  elles  se  coupent,  leur  intersection  peut 
se  réduire  à  une  seule  courbe  plane  ;  Tautre  devenant  imaginaire. 

Maintenant  examinons  le  cas  où  les  deux  coefficients  a,  h  sont  de 
signes  difierents.  Alors  Téquation 

a>l/*  —  h^^  5=  o 
ne  pfut  être  satisfaite  que  parles  deux  suivantes  prises  simultanément, 

^  =  0,^  =  0, 

Ces  deux  équations  représentent  une  ligne  droite  qui  est  l'intersec- 
tion des  plans  des  deux  courbes  de  contact.  L'intersection  des  deux 
surfaces  est  donc  tout  entière  sur  cette  ligne  droite  :  ce  qui  prouve 
que  cette  intersection  se  réduit  à  deux  points  qui  sont  ceux  où  la 
droite  rencontre  la  surfoce  à  laquelle  elles  sont  circonscrites. 

Cette  ligne  droite  représente  une  surface  du  second  degré  dont  deux 
des  trois  axes  principaux  sont  nuls,  et  qui  satisfiût  à  la  condition  algé- 
brique de  passer  par  l'intersection  complète  des  deux  surfaces  circons- 
crites* è  la  première. 

Concevons,  par  exemple,  une  surface  quelconque  du  second  degré 
S ,  et  deux  courbes  planes  tracées  sur  elle  et  se  coupant  en  deux  points 

Tome  U.  —  Aoot  1857.  4© 
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a  y  b.  Que  Tune  de  ces  4eax  courbes  soU  and  ellipse ^  et  quoa  U 
prenne  poar  la  courbe  de  contact  d'un  ellipsoïde  A  inscrit  dans  la  sur- 
face S  ;  et  que  suivant  la  seconde  courbe  on  circonscris^e  à  la  même 
surface  S  une  autre  surface  B  ^  ellipsoïde  ou  byperboloide.  Cette  sur- 
face B  et  Tellipsoïde  A  n'auront  évidemment  d  autres  points  communs 
que  les  deux  points  a,  b  ou  se  coupent  leurs  lignes  de  contact  avec  la 
première  surface  S.  Et  dans  ce.  cas  les  deux  .plans  que  nous  avons 
trouvés  précédemment  ne  peuvent  exister;  car  s'ils  existaient  ils  pas-»- 
seraient  par  la  droite  ai,  et  conséquemment  cbacun  d'eux  couperait 
les  deux  surfaces  suivant  deux  CQurbes  différentes  j^  ce  qui  n'est  pas 
pas  possible^  puisqu'ils  doivent  faire  la  même  section  dans  les  deux 
surfaces. 

Ain^,,  49t«fift.l6:€;a«  que  nous  considérottg ,  la«  ligne  droite  ab  repré^ 
sente  une  des  surfaces  du  second  degré ,  en  nombre  infini ,  qu'ao.peat 
fii^ii!^  passer  p^  rioter^ectioii  complète  daa  deux  mtîuo^ky  B<^  et  au- 
cune de  cesswfacQS!  n0  peut  plus  étre^  oomme  dana- le  cas;  précédent^ 
l'ensemble  4e  d/9ux  pUm. 

Observons  que  la  droite  ahf  qui  est  IMntersectîon  des  plans  de  con- 
tact des  deux  surfaces  A ,  B  avec  la  surface  S ,  peut  ne  pas  rencon- 
trer cette  dernière  ;  alors  les  deux  points  a-y  b,  sont  imaginaires;  et 
Fîntersection  des  deux  surfaces  A,  B  est  entièrement  imaginaire. 

Des  considérations  précédentes,  nous  conclurons  ce  tbéorème  : 

Quand  deux  surfaces  du  second  degré  sont  inscrites  ou  circons-^ 
crites  à  une  même  surface  du  même  degré ,  leur  intersection  corn-- 
plète  est  V ensemble  de  deujocourbés  planes^  ou  bien  se  réduit  à  deux 
points  ; 

Dans  le  premier:,  cas, ^  une  des  deupç  courbes,  ou  toutes  les  deux, 
peuuent  être  ùfufgimires ,  quoique  leur^  plam  sont  tous  deux  réels  ; 

DamJeisetmid  CM  f  leAdeum^pauus  s^niftms  deuxf  réels  <m4o^^ 
imaffm»i9eSé 

La  première  partie  de  ce  tbéorème  est  due  à  Moogi^qui  l'a,  énoncée 
^mi  :  Lorsque  deuoi  MMJiktM  qmlwnqu^  du^second  degré  soat  circfms^ 
crites.  à  MM  mêÊnetwisiàtm  iMç/«K^  dtt^^eçfmddifgré^  elles  se,  coupent 
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toujours  dans  le  système  de  deux  courbes  planes  du  second  degré (^). 
Depuis  oh  Ta  reproduite  sous  le  même  énoncé,  en  remarquant  seule- 
ment que  les  deux  courbes  peuvent  être  io^aginaires ,  bien  que  les 
deux  plans  soient  réels.  Mab  on  voit  par  la  discussion  dans  laquelle 
nous  venons  d*entrer,  que  cette  restriction  ne  suffit  pas  pour  don- 
ner au  théorème  un  énoncé  complet  et  rigoureusement  exact.  Il 
aurait  faHu  ajouter  encore ,  pour  conserver  Fénoncé  de  Monge ,  que 
les  deux  plans  peuvent  aussi  devenir  imaginaires ,  comme  les  deux 
courbes  elles«mémes ,  et  n^avolf  de  réel  que  lôur  droite  d'intersection, 
qui  alors  représente^  à  elle  seule ,  une  surfiaice  satis&isant  aux  condi- 
tions analytiques  de  passer  par  l'intersection  complète  des  deux  pro- 
posées. 

(^}    Correspondance  de  f École  Poljrtechnique ,  t.  11,  p^  32ii,  et  t.  Itl,  p.  299. 


40. 
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NOTE 

Helatwe  a  un  passage  de  la   Mécanique   céleste  ^ 
Pae  IM.  POISSON. 


Dans  le  n^  a6  du  III*  livre  >  Fauteur  s'est  proposé  de  démontrer  , 
sans  recourir  à  la  réduction  en  série,  qu'un  fluide  homogène,  tour- 
nant uniformément  autour  d'un  axe  fixe,  na  qu'une  seule  figure  d'é- 
quilibre, très  peu  difierente  de  la  sphère.  L'objection  que  M.  Liouyille 
a  faite  contre  la  généralité  de  cette  démonstration  est  réelle  (^); 
mais  la  démonstration  générale  qu'il  a  substituée  à  celle  de  la  Méca-- 
nique  céleste  est  fort  compliquée,  et  l'on  parvient  plus  simplement  au 
résultat  par  les  considérations  suivantes ,  qui  diffèrent  moins  de  celles 
que  Laplace  avait  employées. 

Je  conserve,  sans  les  rappeler  ici>  toutes  les  notations  du  mémoire 
de  M.  Liouville ,  et  l'équation  (A)  citée  au  commencement  de  l'article 
second ,  savoir  : 

C  =  4|iY~«/;/;'Y'sin/«^-  ^g(,-/*-).      (A) 

Le  rayon  vecteur  r  d'un  point  quelconque  de  la  surface,  est  repré- 
senté par 

r  =  a(i  +  aY). 

L'inconnue  Y  peut  être  une  fonction  'quelconque  de  deux  variables 
désignées  par  f4,ei  ^,  pourvu  qu'elle  conserve  toujours  une  valeur 
finie.  On  ne  suppose  pas  que  la  sur&ce  soit  de  révolution ,  ou  que  Y 

{*)  Voyez  le  cahier  de  ce  journal  du  mois  de  juin  dernier. 
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ne  dépende  pas  de  Tangle  <zr;  on  ne  suppose  pas  non  phis  que  le 
fluide  ait  son  centre  de  gravité  sur  l'axe  de  rotation  ;  on  suppose  sea-* 
lement  sa  figure  très  peu  diiTérente  d'une  sphère  qui  aurait  son  centre 
sur  cet  axe.  La  constante  a  peut  différer  du  rayon  de  la  sphère  équi- 
valente au  volume  du  fluide,  pourvu  que  la  différence  soit  de  l'ordre 
de  petitesse  de  la  fraction  a^  le  même  que  celui  de  la  fraction  g,  et  dont 
on  néglige  le  carré. 

La  condition  rigoureuse  de  l'équilibre  consiste  en  ce  que  la  somme 
des  éléments  du  fluide  divisés  par  leurs  distances  respectives  à  un 
point  quelconque  de  la  surface,  plus  la  quantité  i  g(i^^  A<t*)  qm  pro«^ 
vient  de  la'  force  centrifuge  de  ce  point ,  soit  une  constante.  La  partie 
de  cette  constante  relative  à  la  sphère  du  rayon  a  et  indépendante 

de  la  force  centrifuge,  est  égale  à  ^^  ;  la  partie  relative  à  cette  force 

et  à  la  non-sphéricité  du  fluide,  est  la  constante  C  de  l'équation  pré- 
cédente, prise  avec  un  signe  contraire;  en  désignant  par  y  sa  valeur 
complète,  on  a  donc 

y  =  ^=-*-  —  a^\a. 

Or,  pouc  chaque  figure  possible  d'équilibre ,  cette  constante  y  est  évi- 
demment une  quantité  déterminée  qui  ne  peut  pas  dépendre  du  rayon 
que  l'on  prend  pour  a,  c'6st^-dire,  de  la  différence  entre  ce 
rayon  et  celui  de  la  sphère  équivalente  au  volume  donné  du  fluide  f 
la  constante  C  est  donc  indéterminée  comme  cette  différence;  de  telle 
sorte  que  pour  chaque  valeur  que  Ton  peut  prendre  pour  a,  l'équation 
précédente  déterminera  la  valeur  correspondante  de  C,  et  que,  réci- 
proquement ,  si  Ton  prend  à  volonté  pour  C  une  valeur  qui  soit  de 
l'ordre  de  petitesse  de  et ,  cette  équation  déterminera  le  rayon  a. 
Cela  posé,  faisons 

Y  s=  2j^  4-  mfi^  +  Xj 

2  et  m  étant  des  constantes  indéterminées  ^  et  X  une  nouvelle  incon^ 
nue,  fonction  de  iâ,  et  v,  dont  toutes  les  valeurs  sont  jdes.quautités 
finies.  Soit  c  la  plus  grande  de  ces  valeurs  ;  en  faisant 

c  —  X  «  Z, 
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rîncooQiie  Z  ne  poarra  plus  avmr  que  des  Talears  positives,  et  Tex- 
pression  de  Y  deviendra 

Y  =  c  -{-  //t  +  ni/t*  _  z. 

Je  U  substitue  dans  Féquatioa  (A).  Ce  que  dcivieut  i^^dans  Y^  étant  dé- 
signé par  fi!,  on  SL 

fi!  z=i  fA  cos^p  —  sin^pco&q; 
d'où  il  lÀuite 

/;/;V'sînM^  =  T^^  fjy^^mpdpdq  :^^'(^.+$), 
et  comme  on  a  aussi 

lerésoltatde  cette  sobstitntion,  sera 

Z'  étant  ce  que  devient  Z  dans  Y^  Or,  les  constantes  m  et  C  pouvant 
être  prises  arbitrairement,  on  peut  supposer  qu'on  ait 

ce  qui  réduit  Téquation  précédente  à  celle-ci  ; 

qae  l'oa  pMtt  écrire  soua  «site  fimM  : 

Maintenant,  j'appelle  ^  et  ^  les  yalears  de  /»  et  <9>  qui  répondent  à 
la  pins  petite  des  râleurs  possibles  de  Z ,  et  je  désigne  par  L  cette  plus 
petite  valeur  j  pour  ft  =  Aet4r=A,la  dernière  éqnation  deviendra 
donc 

/oTo"  (^'  ^  ih)mpdpdbi  =  o; 
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niatg  il  eftt  évident  qne  Z'  ou  Zétazil^  par  by}>otbàse»  une  quantité  po- 
sitive ou  sero,  la  différence  Z'  -^  f  L  est  aussi  positive  on  nulle; 
tous  les  élémeato  de  Tiatégrale  double  ajabt  donc  I0  minie  signe, 
elle  ne  peut  élM  nulle  cp'antant que  le  facteur  Z'—^^L  sera  zéro; 
cooditioa  qui*  ne  pent  être:  remplie  qu'autaat  que  TJ  ou  %  tera  aussi 
conataniBieiit  zéro.  D'aiUanra,  on  tke  des  équations  précédentes 

en  substituant  donc  ces  valeurs  de  m  et  c  dans  l'expression  de  ¥,  sup- 
primant le  terme  Z,  et  mettant  ensuite  cette  expression  dans  celle 
de^r,  nous  aurons 

Ce  résuhat  renferme  la  constante  indéterminée  aX  qui  tient  à  Tori- 
^ne,  aussi* indéterminée,  des Goordoanées  sur  l'axe  de  rotation.  On 
la  fera  aisément  disparaître  par  un  déplacement  convenable  de  cette 
origine  sur  cette  droite  »  on  si  Ton  vent ,  ou  peut  tout  de  suite  la 
supposer  nulle,  et  écrire 

3(^  — aC)  ifllf 


=  "[•  +  ^^^  -  tS"'! 


On  fera  aussi  disparaître,  sans  difficulté,  les  constantes  a  et  C  que 
fenfenn»  celle; v«kioivd(»r.  S»  eObl^.wi* 


"C'+^^D'K'  +  aE)' 


w 


en  négligeant  les  carrée  et  le  produit  de  ^  et  C,  et  fusant ,  pour 
abréger^ 

il  en  résultera  finalement 

Or,  il  est  facile  de  s'assurer,  d'eprès  cette  expression  de  r,  que  h  est 
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le  rayon  donné  de  la  sphère  éqmvalente  au  volame  du  fluide  i  celte 
expression  ne  contient  donc  plus  rien  d'inconnu  ou  d'indéterminé  | 
et  l'on  en  conclut  que  le  fluide  n'a  qu'une  seule  figure  possible  d'équi- 
libre, qui  s'écarte  très  peu  de  la  sphère  ;  ce  qu'il  s'agissait  de  prouver. 

Cette  démonstration  est  plus  simple  que  celle  qui  est  fondée  sur 
la  réduction  de  r  en  série  d'une  certaine  forme,  et  qui  suppose  con- 
nues les  propriétés  des  termes  de  ce  développement,  ainsi  que  la  gé- 
néralité de  cette  forme  de  série,  que  l'on  avait  contestée ,  mais  que  j'ai 
mise  hors  de  doute  dans  njon  mémoire  sur  Vattraction  des  sphé^ 
roïdes  (*). 

Si  Ton  met 

a  5=  *,       «Y=  w(J  —  Ai-), 

dans  l'expression  a(i  H^  aY)  de  r,  ce  qui  l'a  fait  coïncider  avec  la 
valeur  finale  de  ce  rayon  vecteur;  que  l'on  désigne  par  B,  la  valeur 
de  la  constante  C  qui  répond  à  ces  valeurs  de  a  et  de  aY  ;  et  que 
l'on  ait  égard  à  ce  que  n  représente,  on  trouvera  sans  difficulté  que 
l'équation  (A)  se  réduit  à 

On  auwj  en  même  temps, 

et  comme  ^  d'après  ce  qu'on  a  dit  plus  haut ,  cette  quaatîté  y  doit  être 
la  même,  quel  que  soit  le  rayon  peu  différent  de  b  cfue  l'on  prenne 
pour  a,  il  faudra  qu'on  ait 

résultat  qui  coïncide ,  en  effet ,  avec  l'équation  (a) ,  en  négligeant 
toujours  les  carrés  et  le  produit  de  g^  et  de  C. 


(^  Additions  à  la  Connaissance  des  Tenu,  année  1839. 
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REMARQUES 

Sur   Vintégration   des  équations   différentielles  de   la 

JDyn  antique  i 

Par  m.  poisson. 


En  combinant  le  principe  de  d'Âlembert  avec  celui  des  vitesses 
virtuelles j  Lagrange  est  parvenu  à  une  formule  générale  d'où  il  a 
déduit,  sous  la  forme  la  plus  simple,  les  équations  difTérentielles  du 
mouvement  d'un  système  quelconque  de  points  matériels.  Certains 
coefficients  qull  introduit  dans  ces  équations  font  connaître ,  en 
grandeur  et  en  direction ,  les  forces  intérieures  qui  naissent  de  la 
liaison  mutuelle  des  points  du  système ,  exprimée  par  des  équations 
données  entre  leurs  coordonnées.  La  considération  de  la  surface  sur 
laquelle  chaque  mobile  doit  demeurer,  en  vertu  de  chacune  de  ces 
équations,  détermine  seulement  la  direction  de  la  force  correspon- 
dante à  cette  équation,  et  qui  doit  être  normale  à  cette  surface.  Les 
intensités  des  forces  intérieures  ne  seraient. donc  pas  connues  d'après 
eette  seule  considération  ;  mais  le  principe  de  d'Alembert  montre 
qu'elles  sont  dues  vnxx  forces  perdues  à  chaque  instant,  et  les  mêmes, 
d^ailleurs,  dans  l'état  de  mouvement  que  dans  l'état  d'équilibre;  en 
sorte  qu'on  doit  les  déterminer  au  moyen  du  principe  des  vitesses 
virtuelles,  appliqué  à  ces  dernières  forces.  La  combinaison  de  ces 
deux  principes,  dont  Lagrange  a  fait  la  base  de  la  Mécanique  analy- 
tique ,  était  donc  qciceseaire  pojar  la  iléternunation  complète  des  forces 
intérieures.  Quant  zxul  forces  extérieures,  appliquées  aux  mobiles, 
elles  proviennent,  dans  la  nature,  d'attractions  ou  de  répulsions  qui 
émanent  de  points  fixes  ou  mobiles ,  et  sont  alors  données  par  faypo- 
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thèse;  ou  bien  elles  nfsultent,  comme  dans  les  fluides  et  les  corps 
élastiques,  d'actions  moléculaires  qui  ne  s'étendent  qu'à  des  distances 
insensibles;  et  c'est,  dans  ce  dernier  cas,  un  problème  appartenant  à 
la  Mécanique  phjrsique  j  de  déterminer  leurs  résultantes.  Quelle  que 
soit  l'origine  des  forces  extérieures ,  si  on  les  suppose  données,  le 
problème  de  la  Dynamique  est  aujourd'hui  complètement  résolu,  en 
ce  sens  qu'il  est  réduit  à  une  question  de  pure  analyse,  c'est-à-dire  à 
l'intégration  d'un  système  d'équations  différentielles  du  second  ordre. 
Mais  presque  toujours  on  est  obligé  de  recourir  à  des  méthodes  d'ap- 
proximation très  compliquées,  pour  effectuer  cette  intégration;  et  il 
est  singulier  que  dans  les  questions  qui   paraissent   très    simples, 
dans  le  cas,  par  exemple,  du  mouvement  de  trots  points  qui  s'at- 
tirent mutuellement ,  on  ne  connaisse  pas  d'autres  intégrales  exactes 
de  ces  équations,  que  celles  qui  sont  communes  à  tous  les  problèmes, 
et  qui  sont  fournies  par  les  principes  généraux  du  mouvement  du 
centre  de  gravité,  des  aires,  des  forces  vives.  Cependant  la  forme  re- 
marquable des  équations  différentielles  de  la  Dynamique ,  semblerait 
devoir  donner  quelque  facilité  pour  leur  intégration*  Un  examen  ap* 
profondi  de  ce  point  d'analyse  est  l'objet  des  réflexions  suivantes.  Elles 
m'ont  été  suggérées  par  la  lecture  d'un  mémoire  fort  intéressant  que 
M.  Hamilton,  astronome  royal  de  Dublin,  a  inséré  dans  les  Trann 
sactions  philosophiques  de  Londres  (*),  et  qui  a  pour  titre  :  On  a 
general  Method  in  Dynamics. 

1. 

Considérons  un  système  de  poinls  matériels  en  mouvement,  dont 
les  masses  seront  représentées  par  m,  m^,  m^^,  etc.,  et  qui  pourront 
être  entièrement  libres,  ou  liés  entre  eux  d'une  manière  quelconque. 
Au  bout  d'un  temps  tf  écoulé  depuis  que  le  mouvement  a  commencé, 
soient  x^  jyZj  les  trois  coordonnées  rectangulaires  de  m,  et  oi^f^ 
z',  les  composantes  de  sa  vitesse  suivant  leurs  directions,  de  sorte 
qu'on  ait 

—  as  ^'     *:  —  v/     1*  —  «' 


(*}  Année  i834 1  seconde  partie. 
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Désigaoïis  awsi  par  les  mentes  lettres  avec  des  accents  hiférieurs  p  les 
coordonnées  et  les  vitesses  des  autres  points  m^^m^p  etc.  Représentons 
par  U  une  fonction  donnée  de  toutes  ces  coordonnées  or,  7-,  Zf  x^f  ete., 
qui  pourra^  en  outre,  renfermer  I  explicilemenl;  et  supposons  qoe 
les  composantes  de  la  force  motrice  de  m  scnent  exprimées  par  ks 

différences  partielles  -j-,  v~»  X">  c^U^s  de  la  force  motrice  de  m^, 

LsBso,    M=so,    Nsso,  etc.,        (a) 

les  équations  qui  expriment  la  liaison  des  points  du  système ,  s'ils  ne 
sont  pas  entièrement  libres ,  et  dans  lesquelles  L,  M,  N,  etc.,  sont  des 
fonctions  données  de  x^y^  z,x,,  etc.,  qui  contiendront  le  tonps  t 
explicitement,  lorsque  cette  liaison  variera  pendant  la  durée  du  mou- 
vement. 

Les  trois  équations  différentielles  du  mouvement  de  m  seront, 
comme  on  sait , 

d'x        dU    .      ^   dh     ,         dIA     ,         dm    ,       . 

d^jr        dl5    ,     .    dL     ,         dNl     ,         rfN,.         (/\ 

"»5?=Â  +  A5;+,*^-f-^^  +  etc.; 

celles  du  mouvement  de  m,  seront  de  même 

dx,       dU   ,    ^  dL    ,       dM    ,       dV   ,      ^ 

<Cr,      ^  ,  -,  ^   .     dU  ,     ds  ,    .     ^./_^ 

^,  _dU  rfL  ^  rf» 

^*  dt-  —  A, ^^ ^ 5;  ^^ '^sî;  +  "  5ï; ^ ^''^•' 

et  ainsi  pour  les  autres  mobiles. 

Les  coefficients  A,  f^,  y^  etc.,  sont  des  inconnues  dont  le  nombre 
est  égal  à  celui  des  équations  (a),  et  d'où  dépendent  les  actions  mu- 
tuelles des  points  du  système,  résultantes  de  leur  liaison  exprimée 
par  ces  équations.  En  les  éliminant  entre  les  équations  (m),  (m,), 

4a.. 
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(m^),  etc.,  on  réduira  calles-ci  à  un  nombre  n  qui  sera  l'exoàsdu  nombre 
des  coordonnées  x,  j^,  z,  x/,  etc.,  des  mobiles  sur  celui  des  équa- 
tions (a).  En  même  temps,  ces  coordonnées  s'exprimeront^  au  moyen 
des  équations  (a),  en  fonctions  d^un  pareil  nombre  n  d'autres  incon* 
nues  que  je  représenterai  par  (p,  '^,  Q,  etc.  Après  avoir  ainsi  substitué  ces 
fonctions  à  la  place  de  Xfj^f  Zj  x^^  etc.,  dans  les  équations  qui  pro- 
viennent de  l'élimination  de  x ,  jx,  f,  etc.,  il  en  insultera  un  système 
de  n  équations  difTérentielles  du  second  ordre,  que  j'appellerai  (n). 
Le  problème  sera  réduit  h  l'intégration  de  ces  fi  équations  simulta- 
nées. Leursiutégrales  complètes  feront  connaître  les  valeurs  de  (p,  4^  9» 
etc.,  en  fonctions  de  t  et  de  an  constantes  arbitraires  que  je  désignerai 
par  »,  €,  y,  etc.  Les  coordonnées  x^y,  z^  x^  ;  etc. ,  et  par  suite ,  les 
vitesses  a:',  /',  z'j  x\^  etc.,  seront  donc  aussi  des  fonctions  de  «,  a,  ^, 
>,  etc;  et  si  Ton  représente  par  a,  i,  c,  etc. ,  a\  h\  c\  etc.,  les  va- 
leurs initiales  de  ces  coordonnées  et  de  ces  vitesses,  ces  constantes 
seront  des  fonctions  de  a,  ^,  y^  etc.,  qui  se  déduiront  de  <r,  jr^  z, 
x^^  etc.,  sff^y  z\  x*y  etc. ,  en  y  faisant  <  =  o.   ' 


il. 


Je  désigne  actuellement  par  chacune  des  caractéristiques  «T  et  A , 
la  variation  infiniment  petite  d'une  fonction  quelconque  de  t^a^Q , 
y ,  etc. ,  prise  par  rapport  à  une  partie  ou  à  la  totalité  des  quantités 
arbitraires  a^G^y,  etc.,  tandis  que  la  différentielle  de  cette  fonction 
par  rapport  à  t ,  sera  toujours  indiquée  par  la  caractéristique  d.  En 
indiquant  aussi,  suivant  l'usage,  par  la  caractéristiques,  une  somme 
étendue  à  tous  les  mobiles  m,  m^ ,  m^,,  etc. ,  et  faisant 

2m[(Aa:crj?'*-Ax'J^jc)H-(A7c(y— A/(^j)+(Az/2'— A5^^  >f :   (i) 

cette  quantité  }i,  infiniment  petite  du  second  ordre,  sera  constante 
par  rapport  i  f ,  ou  ,  autrement  dit,  on  aura  dy\  ==  o,  quelle  que  soit 
d'ailleurs  la  liaison  des  points  m,  m^,  m^^,  etc.,  exprimée  par  les  équa- 
tions (a).  Pour  la  démonstration  de  cette  propriété  remarquable  des 
équations  générales  de  la  Dynamique  ;  je  renverrai  à  mon  second 
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méiaoire  sur  la  variation  des  constantes  arbitraires  (^ ,  oa  bien 
au  Bulletin  de  la  Société  Philomathique  {^^),  où  je  l'avais  donnée 
auparavant. 

Maintenant  y  si  le  temps  t  n'est  pas  contenu  explicitement  dans  la 
fonction  U^  non  plus  que  dans  aucune  des  équations  (a)p  il  en  sera  de 
même  à  l'égard  des  équations  (n),  qui  ne  renfermeront  que  dtf  parmi* 
les  3/1  constantes  arbitraires  a^€,yy  etc.^  de  leurs  intégrales,  il  y  en 
aura  donc  une  qui  sera  partout  ajouté  à  la  variable  t,  de  sorte  qu'en  la 
désignant  par  €,  toutes  les  inconnues  ^y  4  >  ^^  ^^^  '  seront  des  fonc- 
tions de  t-^k  et  des  a/i  —  i  autres  constantes.  Or ,  si  Ton  suppose 
que  la  variation  A  se  Vapporle  à  cetle  seule  quantité  €,  et  si  l'on  fait 
J'essdt,  on  devra  changer  A  en  d;  en  même  temps,  >»  sera  le  pro- 
duit de  dt  et  de  la  variation^  d'une  quantité  indépendante  de  t ,  que  je 
désignerai  par  k;  par  conséquent,  Téquation  (i)  deviendra 

et  je  dis,  de  plus,  que  cette  constante  arbitraire  k  sera  celle  de  l'é-* 
quation  qui  renferme  le  principe  des  forces  vix^s  J  lequel  a  lieu  f 
comme  on  sait,  dans  le  cas  dont  il  s^agit. 

En  effet,  les  quantité»  L,  M,  N,  etc,  ne  contenant  pas  le  temps  t 
explicitement,  on  a 

dL  =^^dx  +^  ^^  +  é  ^  +  S,  ^'  ^^^-^ 
dIA.:^§  da:  +^  dr  +^  dz  +  '^  da:/etc.r 

rfN  =  f  rfr  +  f  rfr  4- f  ^  +  f  ^  ^.  etc. . 
etc.; 

parce  que  les  équations  (a)  ont  lieu  pour  toutes'  les  valeurs  de  t,  on- 
a  aussi 

dL  =  o,     dii  SB  o,     €f N  ss  o^etc; 

au  moyen  de  quoi,  en  ajoutant  les  équations  (/a),  (/nj,  (mj,  etc., 

(^  Tome  I*'  des  Mémoires  de  V Académie  des  Sciences. 
(^  Année  1816,  page  109. 
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âptès  les  avoir  multipliées  respectivement  par  dx,  djr,dz,dx^f  ete. , 

on  en  déduit 

OU  bien,  en  iatégrant  et  désigoant  par  h  la  oonsUmte  arbitraire, 

i2m(a:^*H-y4-^*)  =  U-f-A|         (5) 

ce  qui  est  l'égoation  des  forces  vives.  Eo  la  diflTérentiant  suivant  la 
caractéristique  / ,  et  multipliant  ensuite  par  dtj  on  aura  donc 

2m(cra/<fcc  +  Jydj  4-  ^sfdg)z=z  SV<k  4-  cT^.      (4) 

li^  à  cause  que  les  valeurs  de  a*,  j^,  ^f  ^,9  ^tc. ,  doivent  satisfaire 
aux  équations  (a),  pour  toutes  les  valeurs  de  a,  C,  >,  etc.,  on  peut 
aussi  différentier  ces  équations  suivant  J^;  ce  qui  donne 

/L  ;;«  o,    J'M  B  o,    <^N  s  o,  etc. 

Si  donc  on  ajoute  les  équations  (m) ,  (m) ,  {m,)t  etc. ,  après  les  avoir 
multipliées  respectivement  par  ^x^  fyp  cTz^  J'x^p  etc.,  et  toutes 
par  ift,  il  en  résultera 

2m  (dyj^x  +  rfr'Jy  +  di'crz)=:  JTJAf      (5) 
en  retranchant  ces  équations  (4)  et  (5)  l'une  de  Tautre ,  il  vient 

et  si  Ton  compare  cette  formulé  à  Téquation  (a)^  on  en  conclut 
^k^szj^hj  ce  qu'il  s'agissait  de  démontrer. 
En  vertu  de  l'équation  (3) ,  on  aura  d'ailleurs 

AçBiïCa'^  +  i.'^  +  c'O-D,      (6) 

en  £usant  ^ss  o  dans  cette  équation,  et  d&îgnant  par  D,  cp  que  U"^^ 
devient  pour  cette  yaleur  de  t. 
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III. 


Faisons  maintenant 

et  supposons  que  cette  intégrale  relative  à /,  commence  à  /  ==  o,  de 
manière  que  V  exprime  ce  que  Ton  appelle  la  quantité  d'action  dé- 
pensée par  le  système  des  mobiles  m^m^^m^^p  etc. ,  pour  passer  de  sa 
position  initiale  à  celle  qu^il  occupe  au  l>out  du  temps  t.  En  difTéren- 
tiant  cette  intégrale  suivant  la  caractéristique  J",  nous  aurons  ^  d'après 
les  règles  connues , 

J^V  =  f^m(x'd. ^x  -i-yd.^j  -I-  îfdM^  dxS'x'^  dyjy^  dz4h% 

Mais,  en  vertu  de  Téquation  (2)  et  à  cause  de  À:  =  A,  on  a  aussi 

/2iw (dx<^x'^ rfr^/4-  dzSz'^ da^^x  —  df^y  —  ^iH)  =.t^hy 
en  retranchant  cette  équation  de  la  précédente ,  on  aura  donc 

SN ^  f^m^d.xfi'x^d.y^  J^d:t'i^z)'^tS'hi 
ou  bien  9  en  effectuant  Tintégration, 

en  observant  que  l'intégrale  doit  s'évanouir ^  par  hypothèse,  avec  la 
variable  t,  et  qu'on  a  désigné  par  a,bf  c,  a%  b\  c\  les  valeurs  de  x, 
jpZf  *j  J^>  ^f  q'ïi  répondent  à  ^  =s  o. 

Les  coordonnées  j:,j^y  ^f^n  étant  des  fonctions  deç,  «^^  8,  etc.^ 
données  par  les  équations  (a),  on  pourra  toujours  raniener  cette  équa- 
tion (7)  \  la  forme 

J^V =PJ)p+Q/4+Rcr6+etc.— Ac^A— BK— CJV— etc^—icTA,  (8) 
où  l'on  désigne  par  P,  Q,.R^  etc.,  des  fonctions  données  de  9^  -i^^ 
9 9  etc.,  jj-,  57  '  5^  **^*î  P^**  *>  *>  ^^  ^^-  '  ^^  *ï^®  c^s  fonctions  de- 
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viennent  poar  ^s=o;  et  par  a,  €f  y,  eic,  ce  que  (p,  4^  ^»  ^^^*  f  d^" 
viennent  également  pour  ^=0.  Si  Ton  désigne  aussi  par  af,  €'f  y',  etc., 

les  valeurs  de  ^,  j^f  -j.^  etc.,  qui  4*épondent  à  ^=0,  il  sera  permis 

de  prendre  les  n  quantités  a,  69  y,  etc.,  et  les  n  quantités  a\  €\  y\  ek., 
pour  les  un  constantes  arbitraires  des  intégrales  complètes  des 
équations  (n),  que  nous  iavious  désignées  jusqu'ici,  d'une  nianière 
générale,  par  a  ^  ^ ,  9^ ,  etc. 

Observons  actuellement  que  Yi  ainsi  que  chacune  des  n  quantités 
9f  49  ^»  ^^^*f  ^^^  °°^  fonction  de  an  +  1  quantités  indépendantes 
entre  elles»  savoir,  t,  a,6 ,  y^  etc.,  a^,  £^,  y\  etc.  La  quantité  h  sera 
y  ne  fonction  de  a,  ^,9^,  etc.,  a^  é',  y\  etc.,  résultante  de  la  for- 
mule (6).  Par  conséquent,  si  Ton  conçoit  qu'au  moyen  des  valeurs 
de  ^,  4  9  0»  etc. ,  et  de  celle  de  A,  on  ait  éliminé  de  l'expression  de  Y, 
la  variable  t  et  les  /i  constantes  a',  C,  y\  etc.,  on  pourra  considérer  Y 
comme  une  fonction  de  ces  2n+  i  autres  quan^tîtés  ;p,  4i  ^;  I^^^m 
À ,  a ,  ^ ,  ^,  etc. ,  et  écrire ,  en  conséquence , 

•^,;      V=/(^,  4,  e,etc.,  A,a,C,>,etc.), 

d'où  Ton  conclut  que  sr  Ion  parvient,  par  un  moyen  quelconque, 
à  trouver  celte  fonction  y^  et  qu'où  la  substitue  à  la.jdace  de  Y  dans 
l'équation  (8),  elle  devra  rendre  cette  équation  identique  par  rap- 
port aux  an  +  I  variations  J^A,  <r^ ,  ^4  »  ^9  ^^^'9  ^^f  ^^9  iy%  ^^^^i 
de  sorte  que  l'on  aura  ce  systènti^  de  a/i  rf-  >  équations,  savoir  ; 


<9) 


duquel  on  déduira  par  l'éligoination  des  n  quantités  ^,  ^,  ^^  etc., 

et  de  l'une  des  an+i  constantes  arbitraires  h,  a,  €,  y,  etc.,  a\  C, 
y\  etc.,  un  autre  système  de  n  équations  entre  <>  9,  4'  ^'  ^^^''  ^^ 
les  2n  constantes  restantes,  qui  exprinaera  )es  intégrales  complètes. de$ 
équations  (n) ,'  ou  des  équations  différentielles  du  second  ordre  (m) , 


g= 

- 

«, 

*'/  — 
df  — 

p. 

4^  — 

d^  — 

Q, 

$- 

K 

etc.. 

dx  =* 

— 

A, 

f  « 

— 

B, 

%- 

-T* 

C,  etc., 
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(mj,.(mj,  etc. ,  réduites  au  nombre  n  au  moyen  des  é<{uations  (a) 
données  entre  x,/,  z,  x,,  etc. 

Ainsi^  dans  tous  les  cas  où  le  principe  des  forces  vives  a  lieu,  l'in- 
tégration des  équations  différentielles  du  mouvement  d'un  système 
de  corps  liés  entre  eux  comme  on  voudra  ^  est  ramenée  à  la  déter- 
mination de  la  fonction  que  nous  désignons  par  f.  On  ne  doit  pas 
confondre  cette  proposition  avec  le  principe^de  la  moindre  action, 
qui  n'est  qu'une  règle,  inutile  aujourd'hui,  pour  former  les  équations 
différentielles  du  mouvement,  tandis  que  la  proposition  dont  il  s'agit 
maintenant,  en  fait  connaître  les  intégrales ,  toutes  les  ibis  que  l'on 
est  parvenu  k  déterminer  une  ceHaine  quantité  V,  et  à  mettre  sa  valeur 
sous  la  forme  que  nous  supposons,  c'est-à-dire  à  l'exprimer  en  fonc«* 
tion  des  inconnues  ^,  %|/ ,  6 ,  etc. ,  de  leurs  valeurs  initiales  « ,  ^ ,  >,elc., 
et  de  la  constante  h  de  l'équation  des  forces  vives.  Cette  méthode 
d'intégration  est  celle  que  M.  Hamilton  a  donnée  dans  le  mémoire 
cité  au  commenfcement  de  celui-ci,  mais  pour  le  cas  seulement  des 
équations  (m),  (mj,  (mj^  etc.,  ou  d'un  système  de  points  matériels 
entièrement  libres*  Elle  s'étend,  comme  nous  venons  de  le  feire  voir, 
aux  équations  (n)  relatives  au  mouvement  d'un  système  quelconque 
de  corps;  mais  malgré  cette  extension,  l'usage  en  serait  encore  très 
borné  et  à  peu  près  nul,  si  Ton  voulait,  comme  Tauteur  le  propose, 
la  faire  servir  à  trouver  toutes  les  intégrales  premières  et  secondes  des 
équations  du  mouvement,  et  qu'il  fallût  déterminer  à^ /irû>rr  la  fonc- 
tion V,  sans  connaître  aucune  de  ces  intégrales.   Quand  on  con- 
naîtra un  nombre  convenable  de^  intégrales  premières,  cette  méthode 
pourra  servir  à  achever  l'intégration  ;  et  nous  en  donnerons  tout  à 
l'heure  un  exemple. 

IV. 

Pour  expliquer  la  marche  qu'il  faudra  cuivre,  en  général,  suppo- 
sons d'abord  qu'au  moyen  des  équations  (^i),  on  ait  réduit  l'intégrale 
que  y  représente  à  la  forme 

V  =/(Xrf(p+YAH.ZdB+etc.); 
X,  T,  Z,  etc.  ;  étant  des  fonctions  données  des  n  variables  (p^  4»^^  ^^c*» 
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et  de  leurs  coefficients  différentiels  ^>  "Xj  5*  ^*^"*  V^^  seront  .dési- 
gnés, pour  plus  de  simplicité,  par^',  4'»  ^>  ^*^*  Soient 

G  =  o,    G' =  o,     G''=:o,etc.,     (10) 

les  intégrales  premières  des  équations  (n)  que  l'on  suppose  connues, 
qui  sont  distinctes  de  l'équation  des  forces  vives ,  et  qui  ne  contiennent 
pas  non  plus  le  temps  t  explicitement,  de  sorte  que  G,  G',  G",  etc.,  re- 
présentent des  fonctions  de  9,  4»  ^9  ^^^'9  ^'f  'Vf  ^^  ^*^«»  ^^  ^'"^ 
nombre  de  constantes  arbitraires  ^,g^  g'',  etc.,  égal  à  celui  de  ces 
équations  (10).  On  pourra  aussi  représenter  l'équation  des  forces  vives, 
qu'il  faudra  joindre  à  celles-là,  par 

H  =  o;  (il) 

et  H  sera  une  fonction  de  ^,  4»  ^^  ^te.,  ^^  4»  ^^  ^^^* ,  et  de  la 
constante  particulière  h. 

Il  suffirait  que  n  fût  le  nombre  de  ces  équations  (10)  et  (ix),  pour 
qu'on  en  put  déduire  les  valeurs  de  (p\  4^  ^f  ^^^v  ^^  qu'en  substi- 
tuant ensuite  ces  valeurs  dans  les  fonctions  X ,  Y ,  Z ,  etc. ,  la  formule 
contenue  sous  le  signe  /  ne  renfermât  plus  que  les  variables  ^, 
4^3,  etc. ,  dont  elle  contient  les  différentielles.  Mais  quoique ,  d'après 
la  formule  (8),  la  variation  de  Y,  par  rapport  a  ces  n  variables,  ne 
cohtienne.plus  ^<p,  J^»  ^9  ^^^*  »  ^^"^  ^^  signe  /,  il  ne  s'ensuit  pas 
que  la  formule  \d^  -j*  ^d^  +  Z(i8  •4*  ^tc. ,  satisfera  toujours  aux 
conditions  d'intégrabilité  d'une  formule  différentielle  à  n  variables 
indépendantes ,  ou  qu'elle  puisse  s'intégrer  indépendamment  d'aucune 
relation  entre  f,  4/^y  ^^^'  •  si  cette  formule  est  integrable,  le  signe/ 
disparaîtra  dans  la  variation  de  son  intégrale;  mais  l'inverse  de 
cette  proposition  n'a  pas  lieu  nécessairement. 

En  effet,  quelles  que  soient  les  fonctions  de  ^  >  4^  ®»  ^^^*  >  ^'9  4^ 
6^  etc.,  représentées  par  X^  Y,  Z,  etc.,  on  aura  après  l'élimination 
de  (p',  4',  ô',  etc., 
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JT  =  f(Kd.<p  +  Yrf.J^4  4-  ZdM  +  etc.) 
■+-/($  ^^9  +  ^  ^^  +  ^  ^^  +  ^'<^')  ^ 

+/(^  ^^-^n  *^^  +  S  «^Ô  +  «»*=•)  ^+ 

+  etc. 
En  intégrant  par  partie,  la  première  intégrale  devient' 
X^T^  +  Y<r>{/  4-  ZcTS  4-  etc. 

-/(f  «^^  +  S  '^^  +  f  <^«  +  «**^-).  ^^ 

-/(f  '^^  +•  i  «^^  + 1  ^«  +  «^^O  ^^ 

-T-  etc.; 

et  si  l'on  suppose^  pour  fixer  les  idées,  que  les  variables  ç,  4^  ^f  ^^'p 
soient  seulement  au  nombre  de  trois ,  l'expression  de  «TV  pourra 
s'écrire  ainsi 

+/[(?  -  i)  "+  +  (f  -  S)  ■«  ]  ^» 

+yt(g  -  f  )  "*  +  (r,  -  S)  <«  ]  ^+ 

+/C(f  -  f  )  "*  +  (S^  - 1)  "i  1  ^- 

Or,  les  conditions  d'intégrabilité  connues  de  la  formule  X^ip-f-Yr/^ 
+  Zd9 ,  savoir  : 

dY_dK        àZ_^dX       àZ_dY 
3p        d^^      dtp        d$^      di^~'éS* 

font  évidemment  disparaître  les  signes /de  l'expression  de  ^Y;  mais 
pour  qu'ils  disparaissent,  quelles  que  soient  les  variations  ^,  J''\f,  J^, 

43. . 
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il  suffit  qu'on  ait 

/dT         dX.\  j,     ,    /dZ         dX\  j. 

^  -  §)  *«   -  (f  -  ^)  ^  =o, 

équations  dont  la  troisième  est  une  suite  des  deux  autres ,  et  qui 
peuvent  avoir  lieu ,  en  vertu  de  quelque  relation  particulière  entre  ^, 
^|/ ,  6 ,  sans  que  les  coefficients  ded^/d'^/i^^  soient  zéro ,  c'est-à-dire 
sans  que  les  conditions  d'intégrabilité  précédentes  soient  satisfaites.  Si, 
au  lieu  de  trois  ou  d'un  plus  grand  nombre  de  variables,  il  y  en  a 
deux  seulement  ^et'^,  Fexpression  de  /V-  se  réduira  à 

/v  =  %^<p  +  Y/4  +  /(g  -  ,^)  (JW4  -  Hd^y,  ■ 

et  le  signe  /  n  jr  pourra  disparaître,  à  moins  quW  n'ait 

fî  — ^ 

mais  si  cette  équation  n'est  point  identique,  c'est>à-dii^  si  elle  n'a 
lieu  qu'en  vertu  d'une  relation  entre  ^  et  4,  il  ne  s'ensuivra  pas  que 
la  formule  Xdç  +  \d^  soit  une  différentielle  à  deux  variables. 

Cela  posé ,  soit  n+i  le  nombre  des  équations  (10)  et  (i  i),  qui  excé- 
dera de  i  celui  des  quantités  <p',  >{,',  (K,  etc.  Il  faudra  que  isoît  moindre 
que  n;  car  si  l'on  avait  (  =  n,  on  tirerait  des  an  équations  (10) 
et  (il),  qui  ne  contiennent  pas  le  temps  t  explicitement,  des  va- 
leurs constantes  pour  les  n  inconnues  (Pf  -^^  B,  et  pour  leurs  coeffi* 
cients  différentiels  (p%  4'f  ^«  ^tc.  Désignons  par 

E  =  o,    F  =  o,    ÎT'  sa  o,  etc.,      (12) 

les  équations  entre  ^,4,  fl,  etc.,  qui  résulteront  de  l'élimination  de 
9%  4'*  ®^  ®*^-  >  ®"*'^  c^  intégrales  (10)  et  (i  i),  et  dont  le  nombre  sera 
égal  à  i.  Ayant  aussi  éliminé  ^%  4'>  ^9  ^*^'f  d«  chacune  des  quantités 
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X,  Y,  Z,  etc.;  si  la.  formule  XdipH^T^^-hZ^/fl  +  ctc-,  satisfait  aux 
conditions  d*intëgrabilité,  en  vertu  des  équations  (la)  qui  réduiront  à 
n — I  le  nombre  des  yariables  indépendantes,  on  effectuera  l'intégration 
par  les  règles  ordinaires,  et  il  en  résultera  nue  valeur  de  Y  en  fonction 
de  ces  n-— î  varmUes  et  des  n-f-i  constantes  arbitraires  que  renferment 
les  équations  (lo)  et  (i  t).  On  pourra  ensuite,  au  moyen  des  équa* 
tious  (la) ,  réintroduire  dans  V  toutes  les  variables  ^,  '^fd^t  etc. , 
en  en  éliminant  un  nombre  égal  à  i  de  constante;^  arbitraires,  diffé- 
rentes de  h  que  nous  conserverons.  Si  Ton  observe  d'ailleurs  que  Y 
doit  être  zéro,  par  hypothèse,  pour  ^  z=  o,  on  aura  donc  finalement 

Y  =  F(^,  4,6,  etc.,     h,e,  e\  c",  etc.)—  *; 

e,  e',  e'',  etc.\  étant  les  /i  —  i  constantes  arbitraires  que  l'on  aura  con-* 
sejvées  avec  A,  et  qui  seront  une  partie  '  des  constantes  g,  g% 
^\  etc.,  ou  plus  généralement,  des  fonctions  de  celles-ci;  F  dési- 
gnant une  fonction  connue  de  on  quantités,  dont  n  variables  et 
n  constantes;  et  en  faisant,  pour  abréger, 

F  (*,  ^,  ^,  etc.,  A,  e,  e',  e**,  etc.)  =  k. 

Les  n  constantes  A,  e,  e',  e",  etc.,  ne  peuvent  être  que  des  fonc- 
tions des  valeurs  initiales  a,  C,  y^  etc.,  «',  ^\  y'f  ^^^f  <1^  9f  4^ 
0,  etc.,  (p^,  4^  ^^  ^^^*>  ^^  ^  variables  (p,  4f  S»  ^^^-f  sont  aus^  des 
fonctions  de  /,  et,  €,  ^,  etc.,  a',  €',  y,  etc.;  en  joignant  la  valeur 

de  Ar  à  celles  de  ^ ,  4^  ^^  ^^^*^  ^f  ^>  ^9  ^'9  ^^^  f  ^^  ^^  résultera  a/i  -|-  ^ 
équations,  entre  lesquelles  on  peut  concevoir  que  l'on  ait  éliminé  t , 
a',  6^9  >',  etc.,  pour  en  déduire  ensuite  des  valeurs  de  a,  €f  y,  etc., 
en  fonction  de  ^,  4»  ^^  ^^^'f  ^9  ^f  ^  ^f  ^9  ^^^*  ^^ ciAX.^  manière,  on 
pourra  considérer  la  valeur  de  Y,  représentée  plus  haut  par  la  fonc-^ 
tiony^  comme  une  fonction  de  ces  a/i+  i  dernières  quantités;  elle 
devr%  alors  être  identique  avec  celle  que  Ton  viept  d'écrire;  et  en  éga- 
lant, de  part  et  d'autre,  dans  les  variations  complètes  de  c^^  deux 
expressions  de  Y,  les  coefficients  de  chacune  des  variations  de  ^,  4> 
6,  etc. ,  kf  A,  e,  e',  e%  ^tc,  on  obtiendra  un  nombre  an  +  i  d e- 
quations  pour  remplacer  les  équations  (9).  Parmi  ces  nouvelles  équa- 
tions, nous  aurons  seulement  besoin  de  celles  qui  proviennent  des 
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variations  deh,  e,  é,  ei",  etc.,él  qui  seront-,  d'après  la  formole  (8), 

-j==-«-f.É,     5r-  =  /,    5^=/,  ^.  =  /,  elc.,.(i5) 
en  faisant,  pour  abréger,  ^  ' 

As +  »f+c^:+ "«•  =  -''     .  • 

etc. 

Quoique  nous  considérions  et,  ^,  y^  etc.,  dans  ces  differentiations, 
comme  des  fonctions  de  h^  e^  e\  e^f  etc.,  et  de  ^,  4;  6  >  etc.;  ces 
quantitésot,  f ,  >,  etc. ,  étant  des  constantes  arbitraires  par  rapport  à  t^ 
quelles  que  soient  les  valeurs  de  A,  e,  e',  e*,  etc. ,  il  s'ensuit  que  leurs 
différences  partielles  sont  également  des  quantités  constantes ,  aussi 
bien  que  A^  6,  C,  etc.,  et  par  conséquent  aussi,  les  n  quantités  €,  /, 
r,  /",  etc.  Maintenant,  les  équations  (12)  et  (t5),  dont  le  nombre 
total  est  n  *f-  /,  seront  dès  intégrales  des  équations  (n)^  en  quantités 
finies,  qui  devront  se  réduire,  dans  chaque  cas^  à  un  nombre  n  de- 
quations  distinctes,  contenant  les  variables  ^^  ^,  4^  9>  etc.,  et  2n 
constantes  arbitraires.* 

SV.   .     ■ 

Appliquons  ces  considérations  générales  au  mouvement  d'un  point 
matériel,  entièrement  libre  et  soumis  à  une  force  dirigée  yere  un 
centre  fixe. 

Supposons  que  ce  point  soit  celui  dont  oQ^y^z^  sont  les  trois  coor- 
données; plaçons  le  centre  fixe  à  leur  origine;  les  trois  composantes 
de  la  force  dirigée  vers  ce  point  seront  entre  elles  comme  ces  coor-. 
données;  on  aura  donc 

dM  dU  <2D  da         é^  di\} 

^5J=*57'     ^^^''S?'    ^^=^5r' 
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«t  81  l'OD  désigne  par  r  la  distance  du  mobile  an  centre  iîxe,  de  sorte 
qu'on  ait  . 

on  nB  pourra  satisfaire  à  ces  équations  qu'en  prenant  pour  U  une 
fonction  de  ce  rayon  vecteur  r.  En  la  désignant  par  R ,  et  prenant 
aussi  la  masse  du  fnobile  pour  unité ,  les  trois  équations  du  mouve- 
ment seront 

dt^         drr^       di^         dr  r  *      dt*  '^  dr  r 
On  aura,  pour  l'équation  des  forces  viyes, 

et,  pour  les  trois  équations  que  fournit  le  principe  des  aires. 

Ces  quatre  intégrales  complètes  des  équations  du  mouvement  s'en 
déduisent  d'ailleurs  immédiatement.  Les  trois  dernières  donnent 
celle-ci 

g«  +  «f!r  4-  /^  =  o>      {y) 

qui  est  une  intégrale  seconde,  et  qui  montre  que  la  trajectoire  du 
mobile  est  comprise  dans  un  plan  passant  par  le  centre  fixe,  ce  qu'on 
peut  aussi  regarder  comme  évident  à  priori.  Enfin  l'intégrale  que  V 
représente,  se  réduit  è 

V  =  /{x^dx  +  fdjr  +  z'dz). 

En  joignant  l'équation  (et)  aux  deux  premières  équations  (C),  on  en 
déduit 
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Or,  CCS  valeurs  de  x\  /,  z',  déduites  de  trois  intégrales  premières  des 
équations  du  raouveraent,  ne  rendent  pas  la  formule  afdx  +jr'dy 
J^z'dz  une  différentielle  exacte  à  trois  variables  indépendantes  or, 
y,  z;  mais,  si  Ton  suppose  ces  variables  liées  eptre  elles  par  Téqua-p 
tion  (y),  les  valeurs  dç  x',y,  z',  deviennent 

où  l'on  a  fait  y  pour  abréger, 

t  +  g'"  +  ^'"'=^i 
et  il  en  résulte  d'abord 

x'dx+ydjr+  ifdzssz  i  V^aRr»H-aAr»— c'ii- 

+  ;;  [jsi^dj'  --jàpc)  +  ^  {zdx  —xdz)+  ^'{jdz  —  zdy)^ 

Soit  p  l'angle  que  fait  le  rayon  vecteur  r  avec  une  ligne  fixe,  menée  par 
l'origine  des  coordonnées,  dans  le  plan  de  la  trajectoire;  Taire  décrite 
par  ce  rayon,  dans  un  temps  infiniment  petit,  sera  r^dv;  les  coefficients 
àeg,  ^9^9  exprimeront  ses  projections  sur  les  trois  pl^ms  des  coor- 
données; et,  comme  d'après  l'équation  (^),  les  cosinus  des  inclinaisons 

du  plan  de  la  trajectoire  dur  ces  trois  plans,  sont,  ^,  ^,  ^,  on  encon- 

clura 

a«fr-r^««7^',   ^^àx^d^<^,   rdz^,dr^<^. 

Par  conséquent,  on  aura 

afdx  J^fdj^z^dz  =  J  v/aRi*  +  a*r*— «•  dr-f-  erfp; 
formule  qui  se  trouve  ainsi  réduite  à  une  difféi*entielle  exacte  a  denip 
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Yari^bles  r  et  (>,  et  d'où  l'on  tire,  en  intégrant, 

V  =  Ti  v/aRr'+  aAr»  —  6»  c^r  +  w  —  A:; 

A:  étante  comme  plus  haut,  la  constante  qui  rend  nulle  la  valeur  de  V 
relative  à  lE  =  o. 

Au  lieu  des  coordonnées  x^j^  z,  on  peut  prendre  les  trois  varia- 
bles z,  r,  V,  pour  déterminera  chaque  instant  la  position  du  mobile; 
et  comme  œ  point  matériel  est  entièrement  libre,  on  peut  aussi 
prendre  z,  r,  p,  poer  les  inconnues  que  nous  avons  désignées  gé- 
néralement par  <^t  4  '  ^'  Abstraction  faite  de  son  dernier  terme,  la 
valeur  de  Y  que  nous  trouvons  sera  alors  la  fonction  F  de  l'article 
précédent  ;  laquelle ,.  dans  le  cas  particulier  dont  nous  nous  occupons, 
ne  renferme  que  deux  variables  r  et  p,  et  deux  constantes  arbitraires  h 
et  e.  Les  deux  premières  équations  (i  3)  seront 

/*  rdr 

en  mettant  dans  la  seconde  e/au  lieu  de  /,  et  divisant  par  e.  La  troiisème 
se  réduira  à  ^=0;  et  il  n'y  aura  pas  lieu  de  considérer  les  suivantes. 
On  pourra  d'ailleurs  remplacer  l'équation  (y)  par  celle-ci  :. 

z  :=G  Çr  sin(p  .—  ci), 

où  Ton  désigne  par  a  l'angle  que  fait  l'intersection  du  plan  de  la  tra- 
jectoire et  du  plan  des  j:  et^  avec  la  ligne  fixe  d'où  Ton  compte 
Tangle  i^,  et  par  €  le  sinus  de  Tindinaison  du  premier  plan  sur  le 
second.  De  cette  manière,  ces  trois  équations  seront  les  intégrales 
complètes  de  celles  du  mouvement  entre  les  quatre  variables  t,  r, 
i^,  «,  ejt  les  six  constantes  arbitraires  Â,e,  i,  l^  »,€}  ce  qui  coïncide 
avec  les  foromles  connues*    .  . 

On  aurait  pu  simfdifieF  le  calcul  en  prenant  le  plan  de  la  trajectoire 
pour  l'un  des  trois  plans  des  coorçkmpéesjr^  J'p  Z}  on  sl  conservé  des 
4iFections  quekonqaes  agx  afxes  dies  (Coordonnée ,  afin  que  cet  execpple 
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présentât  tes  principales  eirconfttanceft  de  U  méthode  générale^  ef 
pour  montrer  que  la  formule  x^dx  ^ydjr  +  z*dz  n'est  une  dîflTé- 
rentielle  eitacbe  qu'en  vertu  d'une  relatknn  particulière  entre  x,j^ 
z,  qui  se  trouve  remplacée  par  l'une  de  ces  coordonnées  égalée  à 
zéro,  lorsqu'on  fait  coïncider  le  plan  de&  deux  autres  a^ec  celui 
de  la  trajectoire. 

S  VI. 

ConsiééfonB  encore  le  cas  d'un  point  matëritl  «ntièréiiient  lib^e  p. 
dont  k  fwce'  motrice  ait  toujours  ses  trois  composantes  esprimées 
par  les  (filTévïnDCes  portielies  d'une  mâme  fonction  U  des  coordon- 
nées, mais  ne  soit  pas  dirigée  vers  un  cenlfar^  fixe,:  comme  dans 
l'exemple  précédent.  S^upposoos  que  ce  nmitvenytnt  ail  Iwu  dans  un 
plan  que  nous  prendrons  poqr  celui  des  or  etf  f;  de  aorte  que  lesr 
équations  différentielles  du  second  ordre  se  réduisent  à  doux,  savoir  : 

U  étant  une  fonction  donnée  de  x  et  j'.  I/intégrale  que  V  repré-^ 
sente  se  réduira  aiissi  à 

l'équation  des  forces  viws  sera 

l(ar'-+y*)=U  +  A;        (A) 
et  si  l'on  représente  par 

f(x,  jr,     X',  /)  =  g,         (g) 

une  intégrale  première  des  deux  équations  du  mouvement,  on  tn* 
rera  de  ces  deux  dernières  équations,  des  Valeurs-  de  x^  et  ^^  en 
fonctions  des  deux  variables  x'  et  /%  et  des  deux  constantes  arbi^ 
traires  h  et  g.  Or,  pourvu  que  fo  fonction  donnée  f  ne  soit  pas 
seulement  une  fonction  de  Ul  quantité  ;r'*-f-jr'%  et  des  viiriables  jt 
et  ^,  cest^à-dive  pourvu  qu'en  éMminant  l'une  dès  variables  xf  o»y^ 
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entre  les  deux  âernières  équations^  l'antre  variable  y  on  af  ne  dis- 
paraisse pas  en  même  temps,  les  valears  de  x'  et  y  tirées  de  ces 
équations  rendront  la  formule  a/dx  ^ydj  uDe  diflerentielle  exacte  » 
ainsi  qu'on  le  pronvera  tout  à  T^xeure.  Cela  étante  on  ol>tiendra  par  les 
règles iordinairea,  Texpression  de  Y  en  fonction  de  x,  j^,  h,  g;  et 
<l'aprcs  Itô  équations  (iS),  on  en  déduira 

pour  les  intégrales,  en  i|uaiitité9  finies ,.  des  deux  équatîeiis  du  moti- 
vemeot;  h,  g,  c,  /,  étant  les  quatre  constantes  adiilraires*  JUi  seconde 
de  ces  intégrales  sera  l'équation  de  la  trajectoire,  et  la  première  déter* 
minera  le  temps  t  en  fonction  des  coordonnées  du  mobile. 

Ce  résultat  coincide  avec  celui  que  M«  Jacobi  a  énoncé  dans  «n^  lettre 
adressée  Tan  dernien  à  l'Institut  (^).  Il  se  rapporte ,  comme  on  voit , 
à  la  théorie  de  M.  Hamilton;  mais  en  faisant  concourir  à  la  détermi«- 
nation  de  la  fonction  V,  indépendamment  de  l'équation  des^  forces 
vives,  une  autre  intégrale  première  des  équations  du  mouvement, 
que  l'on  suppose  donnée  >2  priori. 

Pour  faire  voir  que  les  valeurs  de  x'  et  y  tirées  des  équations  (h)  et 
(g)  9  satisfont  à  la  condition  d'iotégrabilité  delà  formule  x'dx  ^ydj, 
c'est-^à-dire  à  l'équation 

fobserve  que  ces  valeurs  doivent  rendre  identiques  les  équations  d'où 
elles  sont  déduites;  en  différentiant  chacune  de  ces  équations  suc* 
cessivement  par  rapport  à  x  et  par  rapport  \  jr^  on  aura  donc 

^r^d^djr^dfdr  "^^        ^    djr'^y     djr^^' 


f*)  Comptes  nnduê  des  séances  àeV Académie  des  Sciences  ;  iSjaillet  t836, 
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par  l'élicnination  de  t—  ^^  ^  >  entre  ces  quatre  équations,  il  vient 

et,  par  consequent, 

rf**^^-^^^dr'  «te^dy  ^^W  dx'J  )\dx       dx)"^^* 

or,  l'équatkm  (g)  ^îtaiit  une  intégrale  première  des  équalioïis  d« 
monvenient ^  il  iàut  ^a'en  la  diffîrentiant  par  rapport  a  t,  te  qui 

fait  disparaître  la  constante  g-,  et  substituant  ensuite  pour  •y-et  — 

leurs  valeurs  7~  et  7-  données  par  ces  équations,  on^  ait  ideniique» 
ment 

au  moyen  de  quoi  Féquation  qu'on  vient  d'écrire  se  rédnit  ht" 

et  comme  le  premier  facteur  de  ceUe-ci  n'est  pas  nul,  puisqu*on 
a  supposé  que  la  fonction  désignée  par  f  n'e^^  pas  une  fonction 
de  x'^+y^f  il  faut  que  le  second  facteur  soit  zéro;  ce  quîl  s'a- 
gissait de  démontrer.. 
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THÈSES 

DE  MÉCANIQUE  ET  D'ASTRONOMIE; 
Par   m.    LEBESGUE, 

ProtasMor-coppIteat  k  la  Fteolté  def  Soi«iie««  de  Grenoble. 


PREMIÈRE  PARTIE. 

Formules  pour  la  transformation  des  fonctions  homogènes  du  second 
'  degt^  à  plusiewrs  inconnues. 

L 

Le  problème  dont  nous  allons  nous  occuper  conduit  à  certaines 
équations  déterminées  qui  se  présentent  souvent  dans  les  questions  de 
Mécanique  y  d'Astronomie  et  de  Physique,  et  que  M.  Ja^bi  a  récem- 
ment étudiées  (*)•  D'autres  mémoires  publiés  antérieurement  par 
divers  géomètres  se  rattachent  plus  ou  moins  à  notre  sujet.  Ori  con- 
sultera par  exemple  les  Exercices  mathématiques  de  M,  Cauchy 
(tome  IV,  page  140)  et  surtout  le  Bulletin  der  Sciences  mathématiques 
deM.  Férus9ac(tome  XII  page  5i4)oùse  trouve  l'extrait  d'un  excel- 
lent mémoire  de  M.  Sturm.  Nous  nous  bornons  ici  k  ces  citations  gé^ 
nérales.  Le  lecteur  jugera  ce  qu'il  peut  y  avoir  de  neuf  sinon  dans  nos 
formules, «au  moins  dans  la  manière  de  les  démontrer. 

Problème.  Étant  donnée  une  fonction  homogène  du  second  degr^  à 
plusieurs  inconnues^  il  foui  en  foire  disparaître  les  rectangles  de  ces 
inconnues,  au  moyen  dune  substitution  y^  qui  laisse  fo  fonction  homo^ 
gène  et  du  second  degré  entre  le  même  nombre  de  noui^elles  inconnues. 

O  Joamal  de  M.  Crelle,  tome  Xi!  ^  p.  i^     . 
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Pour  simplifier  la  solution^  on  fera  mage  de  la  notation  suivante  : 

I**  Les  inconnues  seront  ;r,,  ^«.  • .,  x.  au  nombre  de  n. 

2*.  Tout  terme  renfermant  le  rectangle  x^^x^y  ou  le  produit  de 
deux  inconnues  différentes,  aura  pour  coefficient  A«,y8,  le  premier 
indice  étant  celui  du  premier  facteur  du  rectangle ,  et  le  second 
celui  du  second  facteur.  On  supposera  A«,^  =  Ajb,«,  puisque  l'on  a 
x^XfizssXfiX^.  Le  coefficient  d'un  caiTé,  tel  cpe  a?^*s=x«jc«,  sera 
par  analogie  A^^^. 

D'après  ces  conventions  ^  on  remplacera  U  fonctioa 

iA,,,  -r/  4-  aA,,.  jc,x,  +  aA,.,  x,x^  +..•-!-  »A,,,  a^.or.. 
+   A,,^  x^^     -f . . .+  iA,,»  x^Xn. 

Par  la  suivante , 

/  «^1  vA|,i  «3?!  -f-  A|,»  X^  -^^  .  •-!-  A,,B  Xj^)* 

\       •+-  *•  (A^i  X,  +  A,,,  X^  +.  .  .+  A„,,  Xn). 

\       «^  X||  (A ,1,1  Xf  ■+■  An,»  X»  "T"»  .  «"^f*  A»,n  JC„^. 

Sr  l'on  fait 

/    jc,  sa  «,.,  /,  -4-  «1,^7,  -*-. . .+  «.,.  r- 

ces  valeurs,  substituées  dans  la  fonction  {n) ,  la  laisseront  liomogène 
et  du  second  degré ,  en  la  réduisant  à  la  forme 


(4) 


+/.  (Bm.  jr.  H-  B...  r.  H H  B,s- J'«); 
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Si  Tail  foêe  pomr  tibrigin 

(5)  Ci^m  =  A,,,  û,,«  +  Ai,,  aa,« 4- . . .+  A,y» an^ , 

où  I  et  a  petivent  prendre  toutes  les  valeurs  eu ti ères  de  i  à  n ,  on 
trouvera,  en  faisant  la  multiplication  sans  transpositions  de  facteurs , 
pour  ne  pas  confondre  les  rectangles,  tels  que  x^^ocfi  et  x^x^tf 

!B*,« ^  a  i,*Ci,«+  ^a,*Ca,*-|--  •  ♦  +  ^,*^»>** 

et  l'on  vérifiera  très  facilement  que  Ton  a  B«,^ss:B^,«r  ^  cause  d^ 
A»,y8S=A^,«. 
Si  Ton  veut  que  la  transformée  en  j^  soit  de  la  forme 

(7)        u.^;+u,jr:.+u,jrn-..H-u,y;;  . 

il  faudra  poser        » 

B,,,=U, ,.    Br,,=o  ,    B, jp=u) B,i,„;=ao, 

Ba^iSSO  ,      Ba/|CsU«,     B^,3S=0 Bt»,n=:0, 

(8) 

Bj,,,35ssa  ,      Bh^^SsO  ,      B„,3S=M>«  •  •  •  -Brtj^ïiaiJ» 

Ces  équations ,  au  nombre  de  n* ,  se  réduisent  à  ti  -4-    '"""'  ss  ILiif 

équations  distinctes,  entre  les  n'^+zi  inconnifes  suivantes  :  i^*  les  n* 
cèefficieiits  0^,1,  a>,9«.M«u0^,^  de  la  subat;itutian(3),  et^  ar.^  lea  /t 
coefficients  U, ,  U««  • . ,  U»  de  la  fonction  transformée  (7).  On  doit  donc 

encore  se  donner  -^  équations  entre  les  inconnues,  afin  d'ôter  au 

problème  son  indétermination.  lî  est  bien  des  manières  dfoblenir  ces 
nouvelles  relations;  la  plus  simple  parall  la  survante.  On  supposera 
que  l'équation 

(9)         x\^ar,^. .  .+x:=xy:+^:-h. .  .^y: 

ioit  sstisfiiite  pour  toutes  les  valeixrapoasibles  àùaoéesky,  ,j^*»9j^m- 
Mettant  dans  cette  équation  les  valeurs  de  or, ,  ^« . .  • ,  x^  données  (^ 
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haut  (3) y  et  rendant  le  résultat  indépendant  àe  y^^  y^..  .f  yM9  on 
trouvera  n  équations  de  la  forme 

où  €L  prendra  successivement  les  valeurs  i ,  2  •  • .  ^  /z. 
On  trouvera  en  outre  -^—  équations  de  la  forme- 


(1  I  )  ^i,*  ai,/9  -4-  a,,*  £Iq,/6  4-*  •  •^n,»  ^n,/8  =  o , 

où  a  et  /3  y  essentiellement  différents  p  peuvent  d'ailleurs  prendre 
toutes  les  valeurs  1  ^  a  •  • . ,  i?. 

Les  /t*-{-n  équations  du  problème  sont  donc  celles  qui  portent  les 
numéros  (8),  (10)  et  (i  1). 

Il  est  facile  de  les  distribuer  en.  n  systèmes  partiels  de  /i  •+- 1  équa- 
tions chacun ,  le  premier  contenant  uniquement  les  n-f*  >  inconnues 

Uf,  ai,i,  Oa,!,  â3,i««*9  fc,i; 
le  second  renfermant  uniquement  les  n-j-i  inconoues 

U|  9    <ïi,ai   ^,a>   ^3,a»  •  •  9   ^»,a  » 

et  ainsi  des  autres  jusqu'au  n^',  contenant  uniquement  les  /i-f-i 
dernières  incounnes 

V«^    ^ii»n  ,^Mî   Û3,ii»f  «f   ^«jw 

Pour  faire  ce  partage,  il  faut  remarquer  que  les  équations  (5) 
donnent,  au  moyen  des  équa^tipns  (10)  et  (11) , 


'9  9 


et  que  celles-ci  donnent  à  leur  tonr^  en  viârtude  réqUAtion  (9),  te» 
suivantes: 
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(i5)  a\,,4-^«,>4- +«•.,»=!, 

qui  ne  diflerent  des  equations  (lo)  et  (i  i)  que  par  le  renversemeat  des 
indices. 

Par  exemple,  si  l'on  vent  obtenir  le  système  qui  donnera  la  valeur 
des  n  4- 1  inconnues 

on  prendra  les  équations 

Bi,*=0,  Ba^s:O...B«^^U«.  ..B»,«s=:0, 

auxquelles  on  joindra  Fëquadon 

Les  n  premières  équations  reviennent  à  • 

«1,1  C,,,  +  a.„  Ca,«-4-. ...  4-  ««,1  Ca,,  =  o, 

d'où  l'on  tire  très  facilement 

Ci,«ss=€l|,«U«,   Ca,,  =  Ha,,  U« .  ..  .Gw,«=lln,«U«J 

la  première  C.,«  s:  a,^  U«  s'obtient  en  multipliant  les  équations  pré* 
cédentes  par «f,i ^  at^%. .  •  .ai^  (coefficients  de  d^)  respectivement, 
et  en  biaanl  la  aonune  des  réfultatb.  Les  autres  s'obtiennent  d'une 
manière  toute  semUaUe. 

Remplaçant  €,,«,€«,« .  •  •  .Ci,,  par  leurs  valeurs,  on  aura  donc 
définitivement  le  système 

TooM  II.  ^  SiPTums  t837.  4^ 
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(A,,,  — U«)^f,ot  +  A,,i^,,+.^.-+-Af,7i/ï«,:.  =  o, 

Aa,,  a,,«+ (A,,»  — li»)a2,cHr*  •  •+  Aa,»^i„,«=  o , 

•        y      A3,i  ^i,«H- A3,,aa,«+ ••••  •  •   •  +  A3,ita„,«  =  o, 

(•,5) 

An,«    «i,«-f-  An,a^a,«-f- -f"  (An,»  —  U^,)  lï„,«  =  O  , 

<«  +  <«  +  .  • +<«=  I  f 

dont  la  solution  n'offre  d'autre  difficulté  que  la  simplification  des 
résultats  auxquels  conduit  l'élimination. 

Les  n — I  premières  équations  donnent,  par  exemple ^  les  rapports 

^  ,    ^ ,  f|-2:£«       '  ^  substitués  dans  la  n'*"',  conduisent  à  une 

équation  du  n''"'  degré  en  U«,  ou  tout  simplement  en  u,  dont  les 
racines,  toutes  réelles ,  sont  les  valeurs  des  n  coefficients U,,  U«, .  .U„. 

Ces  racines  déterminées,  les  rapports  —,  -^ ,  ^^^=^  sont coii- 

nus.  La  .dernière  équation ,  mise  sous  la  forme 


<-C(:-r:)"+(S:=J--+fe)-+0^ 


I 


f 


donne  alors  al^^,  et  par  suite,  au  moyen  des  rapports  précédents,  on 
trouve  a',oc,  flî,«  •  •  •  ^n^i,* .  Les  valeurs  de  ces  coefficients  se  présentent 
sous  la  forme  de  fractions  qui  sont  toutes  susceptibles  de  réduction 
en  vertu  d'une  propriété  de  l'équation  du  n'  degré  en  u.  Cette 
équation  s'obtient  très  facilement  encore  de  la  manière  suivante  :  on 
résout  les  n  premières  équations  (i5)  par  rapport  à  a^^ ,  a^^  .  •  •  a,i,« , 
précisément  comme  si  les  deuxièmes  membres  n'étaient  pas  nuls  ;  on 
égale  à  zéro  le  dénominateur  commun  des  inconnues  ai^^^  a^^^..*an,^^ 
et  le  résultat  n'est  autre  que  l'équation  en  u  qu'on  peut  noter  U  =  o. 
Le  premier  membre  de  cette  équation  n'est  donc  qu^une  de  ces  fonc- 
tions nommées  déterminants ,  fonctions  qui ,  comme  le  dit  M.  Qia« 
chy  {Journal  de  V École  Polytechnique ,  tome  lo,  page  5i),  s'offirent 
d'elles-mêmes  dans  un  grand  nombre  de  recherches  analytiques.  C'est 
donc  dans  les  propriétés  des  déterminants  que  Fon  va  chercher  le  moyen 
de  simplifier  la  solution  qui  vient  d'être  rapidement  indiquées. 
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De  quelques  propriétés  des  déterminants. 
DÉFiNinoif.  Si  r<m  conridère  le  système  d'équations 

A,,,  ^  -4-  A,,./.+ -f-A,,,  ^=s  m,  y 

A^^H-A^^âH- 4-A^„^,  =  m., 

(i6)      - 

A.,!  t^  ■+-  A|^,  ^•"T"»  •  •  •  •"i*A.,a  ^11  =  w*t 

le  dënomiiialettr  cmnmua  des  inconnoes  ^,,  t^^.U^  est  ce  que  l'on 
nomme  le  détenninant  du  système  des  nombFes 

•A.i,i  A|,B«  •  •  •  •  Af^  p 
A       À  A 

A«^i   Ao,^*  •  •  •  •  Af^a* 

Comme  ce  dénominateur  peut  changer  de.  signe ,  selon  le  mode  de 
solution  qu'on  emploiera,  on  conviendra  de  le  prendre  de  sorte  que 
le  terme  A,,,  A^  As,).  •  .Aa,,^  qui  en  &it  partie,  soit  positif. 

On  trouve  dans  les  éléments  d'algèbre  une  règle  fort  simple  pour 
former  ce  déterminant,  et  l'on  en  peut  voir  d'autres  dans  le  mémoire 
de  M.  Caucby,  cité  plus  haut.  Voici  quelques  conséquences  de  ces 
.  règles.  « 

Le  déterminant  du  système  (17)  est  aussi  celui  du  système  suivant. 

A|,|   A^|«  •  •  •  «A*,!  y 
A|,«  A^«.  •  .  •  .Afl,^, 

(,8) 

At,»    A^a  •  •  •  •  •  A«,g  f 

qui  s'obtient  en  remplaçant  la  série  horizontale  supérieure  du  système 

45.. 
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(17)  par  la  première  série  verticale,  pois  la  deuxième  horizontale  par 
la  deuxième  verticale ,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  deuxième  horizon- 
tale qui  sera  remplacée  par  la  n'  ou  dernière  verticale 

Il  est  un  cas  oà  les  systèmes  (17)  et  (18)  restent  les  mêmes ,  malgré 
ce  changement;  c'est  celui  pour  lequel  on  aurait  A«,^  =  A^,«.  On> 
peut  dire  alors  que  le  système, est  symétrique ^  paisque  les  nombres 
qui  le  forment  sont  placés  symétriquement  par  rapport  aux  nombres 
à  indices  égaux  At,t  A^ .  •  .A.,,  qui  forment  la  diagonale  du  système. 

Une  autre  conséquence  de  la  règle  pour  former  le  déterminant , 
c'est  qu'il  change  de  signe  : 

I®.  Quand  on  change  le  signe  de  tous  les  nombres  d'une  même 
série  horizontale  ou  verticale  ; 

2^.  Quand  on  change  l'ordre  de  deux  séries  consécutives  horizon- 
tales eu  verticales,  d'où  il  suit  que  si  Ton  avance  ou  recttle  une  série 
de  k  rangs ,  le  déterminant  se  trouve  nmltiplié  par  (^^i)*. 

Ceci  rappelé,  si  Ton  représente  par  D  le  déterminant  du  système 
('7)^  P^^  L89  0  ^^  déterminant  du  système  qui  se  tire  du  système  (17) 
par  la  suppression  de  la  série  horizontale  de  rang  ^  et  de  la  série 

verticale  de  rang  i,  et  semblablement  par  la  notation  j  ^^J  le  déter- 
minant du  système  qui  résulte  de  l'omission  des  séries  horizontales  de 
rangs  g  et  1  et  des  séries  verticales  de  rangs  /  et  k  dans  le  système  (17)9 
on  pourra,  au  nioyen  des  remarques  précédentes,  établir  les  propor- 
tions suivantes  : 
L  Dans  tout  déterminant  symétrique  on  a 

Cela  résulte  de  ce  qu'il  est  permis  de  changer  (17)  en  (i8)|  sans 
déplacer  réellement  les  nombres  du  système. 
IL  Pour  tout  déterminant  nul  on  a 

et  par  conséquent  pour  un  déterminant  à  la  fois  nul  et  symétrique 
En  efièt,  si  dans  le  système  (16)  on  suppose  m^zsm^. ...  =âm.=o. 
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et  qu'on  aopprioie  l'équation  de  rang  g,  on  trouTera 

le  facteur  ( — i)^'  provenant  du  déplacement  de  aéries  et  du  change- 
ment de  signe  ^  qui  résultent  de  l'application  de  la  règle  pour  déduire 
le  numérateur  [g^g]  du  dénominateur  [giO*  I^'^xposant  de  —  i  a 
été  augmenté  d'un  nombre  pair  pour  simplifier  le  résultat.  Si,  dans  le 
même  système  (16)^  on  supprime  l'équation  de  rang  i ,  on  trouvera' 
pareillement 


Multipliant  la  valeur  de  -^  par  çelk  de  -j-  ^  on  a  de  suite  le  résultat 

de  renoncé. 

m.  Dans  tout  déterminant  non  symétrique  on  a,  quels  que  soient 
les  indices  du  nombre  A^  égaux  ou  non  ^ 

Le  coefficient  différentiel  de  D  est  pris  par  rapport  à  A|^,  su{^[H>sé 
different  de  tous  les  nombres  Aec^  ;  ce  qui  n'arrive  pas  pour  un  déter^ 
minant  symétrique  où.  Ton  a  Àj^  s=  A^^. 

rV  •  Pour  un  dSéterminant  symétrique  on  a  toujours  ' 

(-9)  ^=r«*]  (>o)  ^-(-.r**,»]. 

Ces  deux  propositions  se  déduisent  de  la  formule 

D= A.,.  [»,7i]  —  A.^«j  [7i,/i— i]  -f*  Am,_.  [/i,/ir-a]— . . . . 

qui  se  tire  imnf^diatement  des  équations  (16),  où  Ton  a  fait 

m^^sim^ ss5in«M:o.r 

Differentiant  la  valeur  de  D^  en  observant  que  le  coefficient  A,,.^ 
n'entre  que  dans  le  premier  terme  f  saw  entrer  dans  [npnjp  on  trouve 
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-— -  =  [n,n] ,  et  cela  est  vrai  pour  tout  déterminant  symétrique  ou 

non  symétrique.  Par  un  déplacement  de  séries  horizontales ,  et  d'un 
même  nombre  de  séries  verticales,  on  trouve  sans  changement  de 

signe  ;, . —  ■=  [gyg]  9  en  amenant  le  terme  A^^  à  la  dernière  place  de 

\sL  dernière  horizontale. 

I^our  un  déterminant  non  symétrique  on  trouve  ^ -=— [/i,/i-i], 

et  plus  généralement  ^j—  =  (— i)*-^  C^S^j»  ^^  moyen  de  déplace- 
ments de  séries  qui  ameneiiaient  A|^  à  la  place  qu'occupait  A»,»., , 
c  est-à-dire  à  l'avant-demière  de  la  dernière  horizontale. 

Si  le  déterminant  appartient  à  un  système  symétrique ,  comme  on 
a  A«,,^,  =  Afl.v,«9  ^^  différentiant  D,  il  faudra  avoir  égard  au  coeffi- 
cient A«^  1,1,  contenu  dans  les  déterminants  partiels  [n^n- 1],  [/^/s-ajetc. 
Or,  le  même  calcul,. qui  a  fait  tirer  la  valeur  de  D  du  système  (17), 
fera  tirer  semblablement 

[/IjlJ  =  A..,,,  [n— l,nj  +  Aa.«,B  [n*-i,nj  +  Aa^3,,  [n— S,n] •  •   •  • 

du  système  (18).  ^ 

On  aura  donc  -tt — ^  =r  [;_,/„],  et  par  suite 

=-4«,/i-  iKA..,,.[rr;;]H-A..,,.[;:::!;;-„']^  . 

s=y*r[/i^/i— 1  ] — [n,n — 1]=— 2[»,n— i] , 

en  remarquant  que  ion  a  A„,«  =  A«,„  et  [îlSj  =  [c:f],  puisque  le  sys- 
tème est  symétrique. 

Plus  généralement,  par  un  déplacement  de  séries  horizoqtales  et 

de  séries  verticales,  on  trouvera  ^r—  =  ( — i)*+^[î,gr]>  comme  il  est 
dît  dans  l'énoncé. 

V.  Dans  tout  déterminant  nul  >  mais -non  symétrique,  on  a 
/<£p  >^  ^dD   \  _   JDJ  dÙ 


/dP   \   /dD   \  ^_   dP  :   dp     . 


Digitized  by 


Google 


PURBS  ET  APPLIQUÉES.  347 

et  dans  tout  déterarioant  à  la  fois  nul  et  symétrique ,  on  trouve 

^    Ces  équations  ne  s6Dt  que  la  traduction  de  celles  de  la  proposition  II. 

Les  équations  (19},  (20)  et(:2i)  vont  servir  à  simplifier  la  résolution 
des  équations  (i5). 

IIL 

Déi^loppement  de  la  solution  des  équations  (i5). 
Calcul  de  Véquatiôn  en  u. 

L'équation  en  u  n'est  autre  que  le  déterminant  du  système 

A.1,1  ^"^  ***    -Alla*    A.,^j,  .  •  .  .  A|^a  , 

On  la  représentera  donc  par 

(aa)      U=dét.[A,,,  — a,  A^— «...A«^ — ii]=o.- 
Ainsi  f  poor  n  =s  3 ,  on  aura 

(25)      U  =  (A...-«)   (A,^-a)-AV 
Pour  »  =  5 ,  on  aura 

(24)  U=(A..,-i*)  (A^.-u)  {fiL,^u) 

— A^A...— «)^AîXA^.-M)-AUA,,,-ii)+aA,,,A,.sA.,3;i=o. 

Pour  n  =  4 1  on  aura  ,^ 

(25)  U=r(A.,.-tt)  (A..,— tt)  (A3,r-«)  (A^,*-") 

— A|,4(A ,,.— m)(A.,.-*m)+2  a  ..,A,,4A,,4(  A,,,~w) 
— A^A ,,,  _m)(As^— tt)+2A,,,A  ,,4A,.4(  A^.— «) 
— AUA .,.— wXA4,4— «*)4-aA,^A^A^(  Aw— m) 
— A:;4(A^.— a)(A8,i— w)+2A,,.A,,3A.,,(A4,4— «) 
-AUA...-u)(A44,-a) 
— AUAs4— «)(A4,^— w) 
— 2  A  ,,.A3,4A,;,A^-f-AÎ4A;,a 
— 2A,.,A^4A,^A^rl-Aî.jA;,4 
-*2A»,,A.4A,^A^H-A;,.A},4 
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A  ces  exemples  perdcaliers  qui  suffiront  pour  les  appiicttioos,  on 
peat  joindre  les  remarques  générales  qui  suivent. 

Première  remarque.  Quel  que  soit  le  nombre  n  des  inconnues  de 
la  fonction  à  transformer ,  si  les  coefficients  A,,.,  A^«. .  «A..,,,,  et 
par  conséquent  A.,, ,  A.,.. . . ,  A,,».t  sont  nuls^  le  déterminant ,  pour 
le  cas  de  71  inconnues,  se  trouvQfu,  en  multipUanl  par  Any^u,  le 
déterminant  trouvé  pour  le  cas  de  /z— i.  Cela  suit  de  la  valeur  de  D 
donnée  plus  haut. 

Deuxième  remarque*  Le  nombre  n  étant  quelconque ,  s  le  déteiv 
minant  ne  renferme  que  des  coefficients  à  indices  égaux ,  ou  dont  un 
des  indices  soit  /»,  tels  sont  A«,«  et  A«,jit  l'équation  en  n  sera 

(26)           (A,,,  — «)  (Aa,a  — w). . .  .(A„^ — u) 
— Aî,„  ( Aa,a — u)  ( As'a — «) . .  • . (A„_,,„., — u) 
— A:,„(A,,4 — u)  (A3,3— w.) (A.«.,.«_,— «) 

•» 

— Ai.,^(A,,i — «)  (Aa,a— m).  .  •  .(A„.^,«.,— w) , 

le  premier  terme  contenant  les  n  facteun  Ac,,  «^u,  A*,^— -a. ... 
An.n'^u,  et  les  autres,  qui  sont  négatiâ,  ne  contenant  que  #1-— 2  de 
ces  coefficients.  Ainsi,  par  exemple,  pour  le  terme  où  entre  Al^n,  les 
deux  facteurs  à  omettre  sont  A«,«  —  ^  )  A„  n  -*  u  indiqués  par  les 
indices  de  A«,r. 

Réalité  des  racines  de  Véquation  en  u. 

I.  L'équation  U  ss  o  a  ses  racines  réelles  pour  n  s:  :i.  En  effet , 
on  a  dans  ce  cas 


valeurs  réelles. 

IL  Quel  que  soit  n,  si  les  nombres  ou  coefficients  À«,^  ont  tous 
deux  indices  égaux ,  ou  dontj'un  soit  n ,  l'équation  «n  u  aura  toutes 
ses  racines  réelles. 
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En  effets  dans  ce  cas,  l'équation  en  n  est  celle  notée  (26).  Si  Ton 
sappose  que  Ai,i,  Aa,^  •  •  •>  A»,»  soient  rangés  par  ordre  de  grandeur, 
de  sorte  que  Ton  ait 

00  >  A,^,  >  Aa,»  >....>  A»,„  >  —  00  ^ 

et  que  dans  cette  équation  (26)  on  fasse  successivement 

U  prendra  les  signes  4-       —        +  —  +     +  > 

ou  bieo  — ^       ,.—         ^  ^  «„     ^^ 

selon  que  n  sera  pair  ou  impair.  Ainsi ,  dans  tpus  les  cas,  les  n  racines 
sont  réelles,  puisqu'il  y  a  n  changements  de  signe. 

Si  plusieurs  des  nombres  Aj^j,  A,,,.  •  •fAn,n  étaient  égaux,  si  Ion 
avait,  par  eveuiple,  Ai^t^sA^,!,  lequation  (26)  prendrait  le  fac^ 
4eur  Ai,i*«u,  d'où  la  racine  {/=Ai,i.  Ce  facteur  supprime ,  ou 
trouverait  une  équation  semblable  du  (w— 1)'  degré,  dont  l'on  prou- 
verait de  même  que  les  n — 1  racines  sont  toutes  réelles. 

Si  les  coefficiepts  Aj^, ,  A^,^. . . ,  A»,„  n  étaient  pas  rangés  par  ordre 
de  grandeur,  il  suffirait  d'un  déplacement  de  termes  pour  retomber 
dans  ce  cas.  Ainsi  la  démonstration  esjt  générale. 

ill.  Quels  que  soient  les  coefBcients  A^fi,  si  l'équation  en  u  a 
toutes  ses  racines  réelles  pour  n  s  m-— 1,  elle  les  aura  aussi  toutes 
réelles  pour 71  =  772.  Ceci  étant  démontre,  comme  dans  tous  les  cas 
les  racines  sont  réelles  ppur  /i=  2,  elles  le  seront  encore  toutes  pour 
71 7=  3,  nzrs^^eten  général  pour  n  quelconque. 

En  ne  considérant  que  les  m  —  i  inconnues  sc^^jc^...,  ^«-i  qui 
entrent  dans  la  fonction  homogène  du  second  degré ,  qui ,  en  outre , 
contient  jr«,  on  pourra,  d'après  f hypothèse,  faire  disparaître  les  rec- 
tangles des .19 -p" I  inconnues  Xj,,  x%**  ^f  ^«r*u  c'est-à-dire  avoir  une 
transformée  .où  tous  les  coefficients  seront  nuls,  a  l'exception  de  ceux 
qui  auraient  des  indices  égaux ,  ou  dont  l'un  des  indices  serait  m. 
Or,  d'après  la  proposition  précédente,  par  une  nouvelle  transforma- 
tion ,  celle-ci  conduit  à  une  équation  en  n ,  dont  toutes  les  racines 
sont  réelles.  Il  reste  donc  à  montrer  que  les  deu^  transformations 
pourraient  être  remplacées  par  une  seule  »  qyi  conduirait  par  consé* 

To|M  n.  —  SirmiBRE  x^"^.  4^ 
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quent  à  une  équation  en  u  ayant  toutes  ses  racines  réelles.  Or,  si  la 
première  substitution  est  exprimée  par  les  équations 

x,=^,,,jK.+a.^^',4-. .  .+«..«r«,  x,=a,.,/,-t-  etc. , 

et  si  la  deuxième  substitution  est  exprimée  semblablement  par  les 
^  équations  de  même  forme 

l'élimination  de  y, ,  7-,. . .,  y,  donnera 

X,  =  c,,,z,  +  c.^z.  + . . .  +^i,A ,  X.  =  c^.z,  + . .  •  etc. , 
où  l'on  aura  en  général 

C;,«  =  a,,,   ii,a  4-  ^/,ï  ^ll,«  +  •  •  •  +  «i,»  ^ii,flf 

Or  les  coefficients  ainsi  formés  satisfont ,  comme  on  le  vérifie  très 
.  facilement  aux  relations  C^o),  (i  i) ,  (i3)  et  (i4)f  ce  qui  d'ailleurs  est 
une  suite  des  deux  équations 

xî+jr;+. .  .+x;=r:+:r:+.  •  .+j;,  j^:+-  •  .+r^z\+z\+. .  .+zi 

qui  entraînent  la  suivante 

Ainsi  les  deux  substitutions  sont  remplacées  par  une  seule  qui  fietit 
disparaître  tous  les  rectangles  et  qui  conduit  à  une  équation  du 
n*  degré  en  u^  dont  toutes  les  racines  sont  réelles.  Cette  démonstra'* 
tion  n^est  que  le  développement  de  celle  que  M.  Poisson  a  donnée 
dans  son  mémoire  sur  le  Sfoupement  d^un  Corps  solide  j  pour  le  cas 
de  trois  variables  (*). 

Racines  égales. 

Quand  Téquation  en  u ,  U  ss  o ,  a  des  racines  égales,  ou  satisfaisant 

à  réquation  g-  =  o ,  ces  racines  satisfont  aussi  à  l'équation  ^j— =0, 

quels  que  soient  les  in4ices  cl  et  fi  égaux  ou  non. 
En  raison  de  la  forme  de  l'équation  en  u ,  on  a 

{*)  Voyes  aussi  le  mémoire  de  M.  Jacobi ,  déjà  cité. 
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.     .  dU <fU    j^rfU    j-     _i_«'U 


^j>i         ■"»•»•  "^«iii 


Élevant  an  carré  les  deux  membres  de  cette  équation,  les  doublant  et 
les  simplifiant  au  moyen  de  Téquatton  (31),  on  aura 

+0+^0+ +(S3)'+- 

Pour  le  cas  des  racines  égales ,  le  premier  membre  devenant  nul,  il' 
en  sera  de  même  du  second ,  et  par  conséquent  de  chaque  terme  en 
'particulier,  puisque  les  racines  sont  toutes  réelles. 

Calcul  des  coefficients  a^^t ,  a^^^ . . . ,  On^n  de  la  substitution  (3). 

Pour  trouver  les  coefficients  de  la  substitution  (3) ,  il  suffit  de 
remarquer  que  Ton  a,  en  employant  les  notations  de  l'article  II, 

Alors,  au  moyen  de  Téquation 

<«  +  <«  + +  <«=!, 

ron  trouvera,  en  mettant  pour  {n^iY  sa  valeur  [/i,»]  [/,/], 

il  suffira  pour  cela  de  supprimer  le  facteur  [/i,n]  commun  aux  deux 
termes  de  la  fonction.  Par  suite  on  aura 

Enfin,  au  moyen  des  équations  (19),  (ao)  et  (^7),  les  équations  (39) 
et  (3i)  deviendront 


46.. 
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(où)  ^^^^____.  ^^^, 

où  il  faudra  changer  u  en  Uot. 

La  remarque  faite  sur  les  racines  égales  montre  que  ak,^  peut  se 

présenter  sous  la  forme  -  ,   mais  non  sous  la  forme  —  . 

Dans  la  formule  (33),  quand  on  a  mis  dans  -^p  pour  n  sa  valeur 


du 

=fc(U.~u.)  (u.-u.),  •  .(u«-.u.^.KU«--u.^o-  •(Uce-u.), 


particulière  U«,  on  peut  encore  remplacer  -5— par  le  produit 


selon  que  n  est  pair  ou  impair,  pourvu  cependant  que  toutes* 
les  racines  soient  inégales.  Cela  suit  de  ce  qu'en  posant  U  = 
{u — ^U,)(«^— U^.,  .(m— U„),  il  en  résulte 

du  •"  B— U,  ^  «— U.  "^ "*"  M— u„: 

Si  dans  cette  équation  Ton  fait,  par  exemple,  ££=:U|)  le  premier 

terme  se  réduit  à  (U,— U.)  (U,.— U3) (U, — U,),  et  tous  les  autres 

disparaissent  à  cause  du  facteur  nul  U, — U,.  On  en  dira  autant  pour 
les  autres  substitutions  u=U«,  ur^Us.  ..uaU.. .  .z^=U«.  Cette 
transformation  pourra,  dans  certains  cas,  faciliter  la  discussion  en 
déterminant  le  signe  du  dénominateur. 

Résumé  de  la  solution. 

La  transformation  de  la  fonction  (i)  en  la  fonction  (7),  par  le 
moyen  de  la  substitution  (3)^  est  renfermée  uniquement  dans  les 
formules  (23) ,  (Sa)  et  (33). 

L'équation  (22)  fait  connaître  les  coefficients  U, ,  U».  •  •  .U»  de  la 
transformée  (7)  par  le  moyen  de  la  résolution  d'une  équation  du 
n'  degré. 

L'équation  (33)  fait  connaître  la  valeur  absolue  des  n^  coeffi- 
cients de  la  substitution  (3),  par  l'extraction  de  la  racine  carrée  du 
quotient  de  deux  coefficients  différentiels  du  premier  membre  U  de 
l'équation  (22). 
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Gomme  ces  coefficients  peuvent  être  pris  soit  avec  le  signe  + ,  soit 
avec  le  signe  — • ,  l'équation  (Ss)  donne  le  moyen  de  combiner  conve- 
nablement les  signes  en  mootraat  que  les  termes  de  la  série 

ont  les  mêmes  signes  que  ceux  de  la  série 

du        dU        dV  dU 


9    'Jr~  9   jr— y 


OÙ  Ton  doit  faire  ussUce.  On  pourrait  encoi'e  prendre  tous  les  signes 
opposés.  Cela  tient  au  signe  que  Ton  donne  à  a„^^  • 

IV. 

j^utre  trans/ormaiion  de  Véquation  homogène  du  second  degré  à  n 

inconnues. 

La  transformation   précédente  est  fondée  sur  la  relation 

Jt^î  +  ^î  +  - ••+«^;=^î-h7'î+*  ••+rî*  si  Ton  prend  une  autre 
équation  de  condition ,  la  solution  du  problème  aura  besoin  de  modi- 
fication. Il  est  une  autre  transformation  aussi  utile  que  la  précédente^ 
c'est  celle  fondée  sur  la  relation 

H  serait  long  et  d'ailleurs  inutile  de  recommencer  le  calcul ,  il  suffira 
d'indiquer  ici  les  changements  à  faire  dans  une  partie  des  équations 
des  articles  I  et  IIL 

Les  équations  de  (i)  à  (8)  inclusivement  n'éprouvent  aucun  chan- 
gemenfr 

Dans  l'équation  (g),  il  faut  changer  le  signe  du-  dl&rnier  terme  de 
chaque  membre ,  changement  qui  entraîne  tous  les  suivants. 

Dans  les  n  —  i  premières  équations  (lo)  il  faudra  changer  le  signe 
du  dernier  terme  du  premier  membre ,  et  dans  la  n'  qui  répond  à 
a=sn,\l  faudra  changer  le  signe  du  dernier  terme  du  preiiiier  mem- 
bre et  de  plus  le  signe  du^ second  membre*' 
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Dans  totttefi  les  équatioos  (i  i)  le  dernier  terme  changera  de  signe. 

Dans  les  équations  (la)  les  derniers  termes  des  seconds  membres 
changeront  de  signe,  et  U  en  sera  de  même  du  premier  membre  de 
Ja  n*. 

Dans  les  équations  (i3)  les  signes. des  derniers  termes  des  premiers 
membres  changeront  ;  de  plus  dans  la  n*  équation  il  faudra  changer  le 
signe  du  deuxième  membre. 

Dans  les  équations  (i4)#  ^^^  derniers  termes  changeront  de  signe* 

Dans  les  équations  (i5)  il  faudra  dianger  A„^„  —  U»  en  A^,»  +U«. 
De  plus  si  a  =  n ,  il  faudra  4ans  toutes  changer  U»  en  -— U^.  D'ailleurs 
dans  la  dernière  équation  (i5)  il  faudra  toujours  changer  le  signe  du 
dernier  terme  du  premier  membre ,  et  changer  celui  du  second  mem<^ 
bre ,  seulement  pour  «t  =  n. 

Les  équations  de  (i  6)  à  (31)  ou  de  l'article  II  ne  changent  point. 

Dans  les  équations  de  (23)  à  (36),  il  faut  seulement  changer  A„,„—  u 
en  A„,n  +  ^>  ^t  d'ailleurs  changer  le  signe  de  la  racine  U«. 

Dans  l'équation  (27)  il  faut  changer  le  signe  du  dernier  terme 

Dans  l'équation  (28)  il  faudra  dans  le  second  membre  prendre  néga** 
tivement  les  termes  tels  que  fjr — j  . 

Ce  qui  a  été  démontré  pour  la  réalité  des  racines  et  sur  leur  égalité 
n'a  plus  lieu  ici  même  pour  le  cas  dfi  deux  inconnues. 

Dans  l'équation  (29)  il  n'y  a  rien  à  changer  dans  l'équation  (3o)  1  et 
dans  la  (3i)'  il  faudra  changer  le  signe  de  {/i  »  ri]  au  dénominateur  et 
aussi  au  numérateur  pour  «tsn. 

Dans  l'équation  (32)  il  n'y  a  rien  à  changer  :  dans  la  (53)%  il  faudra 
pour  le  cas  de  a  =5  /? ,  changer  le  signe  du  second  membre ,  et  de  plus 
remplacer  U,  par  —  U., 

Enfin  si  l'on  pose 

X,  =  X.  cos  6. ,     x.  =  x^  cos  6.,. . . JC._,  =  Xn  cos9._, , 

r.   =  r.  CM^.,      7,  =  jr^  COS^.,.  .  .jr^^,   =z  ^-.COS^.^,, 

et  d'ailleurs , 

cos^fl,  +  cos»9,  +...H-  cos^Ô..,  s=  I, 
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il  en  résultera 

cos*(p,  +  cos*ç,  +..•+  cos«<p,_,  s=  I  ; 

et  l'on  transformera  la  fonction 

A^,,cos*fl.+2A,..cos6.cos6,-H. .  .-f-aA^.^.cosÔ.cosfl^,4-aA.,„cosÔ. 
4-  A^.cos'fl,+.. ....  .+2A^»_  cosÔ.cosfl^+aA.,„cos9^ 

■+^  A„,  „, 
tn 

U.cos'^,  +  U,cos'(p,  +  «  •  •+  U^.  cos*^«-,  —  U„, 
ou 

^U.~UJco8'<p.  +  (U.  — UOcos*(p.+...+  (U>.,— U,)co8*(p^, 
aa  dëoooûnatear  près  y  par  le  moyen  ée  la  substitution 

^^*    '  tf.,iC08  ^ft+^a ,  »  C08.+ +  tf«,*-.iC08  Ç«.,+tf.,  , 

OÙ  il  faut  donner  à  {  toutes  les  valeurs  i ,  2  y  3.  •  .n. 

Il  serait  inutile  d'entrer  dans  âe  plus  longs  détails  sur  cette  seconde 
transformation.  L'application  qui:  en  sera  Caite  plus  loin ,  éclaircira  ce 
qui  peut  rester  d'obscur  daiâ  h»  indications  précédentes. 
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SECX)WDE  PARTIE. 


APPLICATIOiNS. 

I. 

Exemple  de  la  première  transformation.    Détermination  des  axes 

principaux  de  rotation. 

Les  équations  du  mouvement  d  un  corps  solide  contiennent  les  neuf 
intégrales  définies  suivantes  :fxdm,  fj^dm,  fzdm}  fxjdm^  fxzdm^ 
ffzdm;  fx*dm,  fj^dm^  fz^dm  étendues  à  toute  la  masse  du  corps 
dont  rélément  est  dm,  ,«t  qui  est  rapporté  à  trois  axes  de  coordonnées 
rectangulaires  Xy  jr^z.  ^ 

Il  importerait  donc  de  simplifier  les  équations  différentielles  du 
mouvement  par  un  changement  d  axes  et  d'origine  qui  fit  disparaître 
un  certain  nonibre  de  ces  intégrale^,  quand  l>îen  même  les  joaayeaux 
axes  ne  devraient  pas  jouir  de  propriétés  mécaniques  remarquables. 

Les  trois  prjpmières  intégrées  disparaissent  quand  on  met  l'origine 
au  centre  de  gray i  té  du  cojrpp.  IjQs^rpis  3uivan tes  peuvent  aussi  dispa- 
raître ,  quelle  que  soit  l'origine;  il  suffit  pour  cela  de  choisir  convena- 
blement la  direction  de  trois  Nouveaux  axes  rectangulaires  de  même 
origine. 

Pour  démontrer  cette  proposition  en  faisant  usage  des  formules  de  la 
première  partie,  on  remplacera  pc ^  jr^  z,  par  x, ,  a-,,  a:,,  et  l'on 
supposera  que  pour  les  axes  sur  lesquels  se  comptent  ces  coordon- 
nées, on  ait  trouvé 

Jx\dm  =  A.,,,     fx'jdm  =  A,,,,     fxydm  =  K^^^, 
fx^x^dm  =  A,,,,  /r.Xjdm  =  A,,3,  fx^xrfim  =  A,, 3: 

afin  de  trouver  de  nouveaux  axes  de  coordonnées  rectangulaires  de 
même  origine  et  pour  lesquels  on  ait 
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on  posera  les  équations 

^3    —    «3.«7«    +    ^S.nJ.    +    «3,3/3* 

qni,  en  supposant  la  relation 

Jf^  +  ^  +  ^3  =  rî  +  7Î  -f-  .Tm 
donneront  les  équations 

j,  =  a,,3j:,  +  «..3^«  4-  «a,s^s- 

Les  neuf  coefficients  a,,,a.^.  •  .^j^a  représentant  les  cosinus  des  angles 
que  les  axes  des  deux  systèmes  font  entre  eux.  Ainsi  a^^^  est  le  cosinus 
de  l'angle  que  Taxe  des  x^  fait  avec  Taxe  desk's;  le  premier  indice  se 
rapportant  aux  x  et  le  second  aux/. 

Si  Von  calcule  ffldm  et  que  l'on  évite  les  transpositions  de  facteurs 
et  par  suite  les  réductions ,  on  trouvera 

fjyldm  =  U,  =  a,,,(A,,.rt,,,  +  A,,.iï^,,  +  A.^jaa,,) 

4-  <Ï3,i(As,«<ïi,.  4-  A,^.<ï.,,  4-  A3^3a3,,) 

ou  A.^,  représente  fx^x^dm,  comme  A,,,  représente  fx^x^dni  ;  ainsi 
A,^,  =  A,,,.  Cetle  valeur  de  U,  est  précisément  celle  trouvée  dans  la 
première  partie  pour  B,,,.  On  trouvera  pareillement  que  U,  et  U, 
reviennent  à  B,^,  et  Bà^^. 

Si  Ton  calcule  f/iTÀ^  avec  la  même  attention  d'éviter  les  transpo- 
sitions de  facteurs,  on  obtiendra 

'  (f,y4m  =  a.,.(A,^.a.,,  4-  A^^a^.  4-  A.^aOs.,) 
4-  a,,.(A.^A,.  4-  A,,^,^.  4.  A,,3as,a) 

4- tf3,.(A3, A,.  +  Aa^A,.  4-  Aa^aHa^a). 
TomelL  — Ssminai  1S37.  4? 
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De  même  encore ,  on  aurait 

4-  û,,a(A^,ta,,.  4-  A,,^,,,  +  K,3fli,t) 

-H  ^3  ,(As,,fl,,,   +   Aa,,^,,.    4-    A3,3^,,). 

Ces  deu:ic  quantités  ne  sont  autres  que  celles  représentées  par  B^,,  et 
B,^,  dans  la  première  partie;  on  reconnaît  facilement  leur  égalité.  Le 
problème  de  déterminer  les  axes  principaux-,  ou  des  axes  pour  les« 
quels  on  ait 

fX^jr^m  ^  o,    fj.y^dm^  o,    y>%f5  àm  =  o, 
dépendra  donc  des  équations 

B.,.  ^  U.,  B,,.  ^  o,  B,,3  =  o, 
B,,x  =63  o,  B,^,  =s  U„  B,3  =  o, 
Bj,,  t=s:  o,       Bj,,  =a  o,    Bs,3  =  Ui* 

Ce  problème  est  donc  analytiquement  le  même  que  celui  de  faire  dis- 
paraître  les  rectangles  de  la  fonction 

A,,,x;  4-  aA.,^,x.  4-  aA.,3Jc.jr3 
4-  A,,^:  Af  aA,  a^^jps 

4-  A3,3a:J.' 

L'équation  qui  détermine  Ki.zsify^,  ^n—JjÀm^  Xi^^y^m 
sera  donc 

U==(A.,,-ttXA^a-«)(As.a-«)-A,\3(A...-«).A:,3CA.,.-ii)-A:^^^ 
3A,,.A,^3A3,,=î=  o ,  et  les  neuf  cosinus  qui  déterminent  la  position  des 
axes  principaux  seront  donnés,  tant  pour  la  valeur  absolue  que  pour 
les  signes,  par  les  deux  équations 

a'     =  —    ^   •  ^       5ii-l  —  »  J![E.  •  _^ 
^^•^  rfA»,»  •  du  '      a,,«    ~  •dA*,3  •  4àt^' 

OÙ  il  faudra  Éaire  a  =«  U^  ;  les  wmibfes  «  et  *  prenant  successivement 
les  valeurs  i  ,  a  et  3. 
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Si  Ton  effectue  les  differentiations  indiquées  et ,  qu'en  supposant 

les  racines  in^les  on  remplace  -j-  par  un  produit  de  différences 

des  racines  U,,  U,^  V^,  on  aura 

• 

«.     _  f A...  —  P.)  (A,.,  -  U.)  —  A%,3 

"•••  -    (Û.-ÛJ(D.-tJ,) * 

^.     _  (A...-U,)(A3.»-P.)~A',.3 
^.- (U.-»,)(t}.-W3)    ■   ' 

^.     _   (A...-D.)(U...-~P,)~A'.,.  • 
""''' (tI.-tJ.)(lJ.-Û3)  ' 

Pour  avoir  les  valenrs  de  a]^,,  d^,,^  aî,. ,  ii  faudra  au  numérateur 
changer  U,  en  U,  et  prendre  pour  ddnominaleur  le  produit  (U,— U,), 
(U.-U,).^ 

Pour  avoir  les  valeurs  de  a;,3,  ^l,,i,  ctl^^,  il  faudra  au  numérateur 
changer  U,  en  U3  et  prendre  le  produit  (U3  — U»)  (U3 — U,)  pour 
dénomîoateur. 

Quant  aux  signes^  on  prendra  ceux  des  coefficients  différentiels 

dV  yfU  €m 

£fA..3'         rfA,.3'        ^A3,3' 

OÙ  il  faudra  faire  w  =  U,  pour  a,,,,  a,,,,  a^^,;  a=  U,  pour  a,,,,  a, ,, 
^3,,;  et  i^ssUt,  pour  a,,,,  ^^3,  ^3,3. 

La  discussion  des  formules  précédentes  ne  présente  aucune  diffi« 
culte,  elle  a  été  trop  souvent  présentée  pour  qu'il  soit  nécessaire  de 
la  mettre  ici.  La  conséquence  qu'on  en  lire,  c'est  qu'en  général  il  n'y 
a  qu'un  système  d'axes  principaux  et  qu'il  y  en  a*  toujours  un.  Ce- 
pendant pour  le  cas  de  deux  racines  égales  (pour  Téquation  en  u),  il 
y  a  une  infinité^de  systèmes  ayant  un  axe  commun ,  et  enfin  pour  le 
cas-  des  trois  racines  égales,  tous  les  systèmes  d'axes  rectangulaires 
passant  par  l'origine  donnée  sont  des  axes  principaux. 

Il  suffira  d'ajouter  ici  que  les  formules  précédentes  ne  diffèrent  de 
celle  du  §  II  du  mémoire  de  M.  Poisson  sur  le  mouvement  d'un 
corps  solide,  que  par  un  facteur  supprimé  aux  deux  termes-  des  frac^ 
tions  qui  repr^entent  les  neuf  cosinus,  qui  fixent  la  position  des  axes 
principaux. 

47-* 
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il. 

.    Exemple  de  la  seconde  transformation. 

m 

Problème.  Trouwr  rattraction  qu*exercerait  une  planète  sur  un 
point  matériel,  si  la  masse  de  cette  planète  était  distribuée  sur  les  pari- 
ties de  son  orbite,  en  raison  du  temps  qu'elle  met  à  les  parcourir? 

Ce  problème  sera  traité  ici  fort  supcinctement^  mais  il  serait  très 
facile  de  déâuire  de  la  solution  les  diverses  formules  que  M.  Gauss  a 
,  exposées  dans  le  mémoire  où  il  s'occupe  de  la  présente  questiofv. 
(Determinatio  attractionis ,  etc ) 

Solution.  Soit  a  le  grand  axe  de  Torbïte,  b  le  petit,  et  rt» — i*=aV^ 
de  sorte  que  esoit  Texcentricité,  si  Ton  représente  par  6  l'anomalie 

excentrique,  par  T  Te  temps  de  la  révolntion ,  et  par  n  es  ^  ^^  vHesse 

moyenne  angulaire  de  la  planète,  on  aura  niltz=z[i  — écosfl)^^.  La 
masse  de  la  planète  étant  prise  pour  unité,  la  partie  de  cette  masse  qui 
serait  distribuée  sur  le  petit  arc  parcouru  pendant  Tinstant  dt  sera 

dt  ndi   (r  — t  cosê)dè 

f  ~    «T   ~  ai" 

Si  Ton  prend  le  grand  axe  de  Tellipse  pour  axe  des  x,  le  petit  axe 
pour  celui  des  j',  et  la  perpendiculaire  menée  par  le  centre  au  plan  de 
l'orbite  pour  l'axe  des  z^  les  coordonnées  d'un  point  de  l'ellipse  seront 
:r  =  a  cos6,/=:6 sin8.  Par  conséquent,  si  les  coordonnées  du  point 
attiré  sont  A,  B,  C,  la  distance  du  point  de  l'ellipse  dont  les  coordon- 
nées sont  a  cos  fi,  b  cos  8,  o  à  ce  point ,  sera  donnée,  en  la  représentant 
par  r,  par  l'équation 

/^  =  (A~acosô)*  +  (B  — Arinô)'  +  G', 
ou  par 

r*  ==  a* cos* 8  +  ^  xo.€Os8sin8  —  aA^cosS 
+  ^-sin^e  —  aBisinS 

+  A".  +  B*  -h  CV 

L'attraction  de  l'élément  de  Torbite  sur  le  point  donné  sera.... 
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^         ^    '-*  et  ses  composantes  parailètenieiit  aux  trois  axes  siéront 


1r      — .    (A  —  flCOS  9)  (l  —g OO80)</S 

^ i;55 ^ 

V    — .-  (P — ^cosQ)  (i — e  cose)dB 

^    C(i— ecose)d3 

*""  asrr^ 

•  Sil'on  posait  V  =  illUî^hÉ ,  U  en  résulterait  X  =  -^'  , 

*  =  —  ^>     ^^^*^3g'  "^^^^  ^^  ^^'^^  mieux  traiter  directenieut  les 
quantités  X^  Y/ Z. 

Pour  faciliter  riotegration  il  fout  simplifier  le  radical^  per  consé- 
quent en  vertu  de  la  yaleur  précédente  de  r*,  si  Ton  pose 

cose=cosfl.,  sÎBÔ=±cosfl,^    A,,.=â-,  A.,.=o,  A,,s=Av=— Aa 

A,..=*%  A.3=— As^,  A3,a5=;A»-+-B*H.^*. 
(Ml  aura  à  simplifier  rexpréssion 

A,,.cos»e,  -+-  !rA,,.cosf,co8  8.  4.  aA.,3cosfl. 
•f  A,^.€08»ft.  4.  aA,,3  cos«,' 

par  le  moyen  de  la  sûi^titution' 

cos  ft   =f=  *'»'  ^♦^  ^^  <>»^  ^fc  +  g..r 

fl,,,  cos  f ,  +  09,,  COSf ,  4-  «3  J  ' 

oil  Ton  pos^â  pour  abréger^ 

y  =  â3,.cos<p.  -I*  ^,,cos^,  +  «3,4^ 
cette  substitution  réduira  r^  à  la  forme 

[(U,  —  U3)cos-^.  +  (U.  —  tJ,)co8*(pJ\-  p-;. 
Les  quantités  U»,  U.,  U^  étant  le»  ndnes  de  Féquation 
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— A:,.(A3.s+w)H-aA,,,A,,3A,,3=o , 
qui  revient  à 

y — u)  (*'— tt)  (A'-hB*-HC*H-tt)— B*6*(û*— tt)— AV(6*— m)=U=o. 
ou  bien  encore  à 

sous  cette  foraie  ou  reconnaît  une  équation  qui  se  présente  dans  le 
calcul  de  Tattraction  d'un  ellipsoïde  sur  un  pcMiit  extérieur ,  an  moyen 
du  théorème  de  M.  ïvory. 

La  première  forme  de  l'équation  en  u,  montre  que  les  trois  raeities 
sont  réelles;  en  etkt  si  l'on  pose 

w= «.%         *%         o,         ~X)  , 

U  prendra  les  signes. « .     -{->        — f      +i        — • 

Il  aura  donc  trois  racines  réelles  et  inégales,  sauf  certains  cas,  où 
quelques-uns  des  nombres  a*,  b^f  o  deviendraient  racines.  Il  pourrait 
alors  y  avoir  deux  racines  égales  à  b*,  ou  deux  racines  égales  à  zéro. 
Le  premier  cas  se  présente  po«r  B=so  el-  A*4»— ^e*C*  =  a*iV, 
c'est-à-dire  pour  «ne  suite  d^  poitits  fostnant  une  hyperbole  dont  les 
sommets  sont  les  foyers  de  l'ellipse  et  dont  le  second  axe  est  égal 
au  petit  axe  de  Tellipse,  Pour  ce  cas  (U,  —U,)  COS»f,  +  (U.— U,) 
cos*^«=U, — Vsf  l'irrationalité  disparaît  et  l'intégration  ne  présente 
aucune  difficulté.  I^e  second  cas  ne  peut  se  présenter  que  quand  le 
point  attiré  est  sur  l'ellipse  :  il  doit  par  conséquent  être  mis  de  côté. 
Pour  le  cas  général,  ou  des  trois  racines  itt^ale8,on  prendra  les 
deux  racines  positives  pour  U.  et  U^ ,  l'on  supposera  U.  >»  U. ,  la  ra- 
cine négative  sera  représentée  par  Uj.  A«  moyen  dm  (brmoles  (5a) 
et  (33)  modifiées  convenablement,  on  déterminera  les  neuf  coeffi- 
cients de  la  substitution.  Cela  étant  fait ,  soit  en  posant 

cos6,  =:  cosfi,     cosdg  ==  siufi,     cos^i  r=  cos^,    cos^«  t=z  sinipy 
y  =  ^i3..cosç  -h  a3,.sin^  +  a,,,,  . 
9.COSÔ  =  û.,,cos^  -h  «.,asin^  -f-  tf,,3, 
ysinii  s»  a,..cosf  -+•  tf»,,sin^  +  A,,,, 
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S^lweatiant  les  deux  damîères  et  âiminant  dif  il  vient 

ws/fl  =  [cos8(— €i,,.sin^+a,,,cos9) — sînfl(— €i.^,sîii^-H»,,.cos^)]i/(p, 

multipliant  par  ç  et  réduisant  ^  on  a 

mais,  ici  l'on  a 

tirant  de  14  la  valeur  de  x^  ^  la  comparant  à 

X3    a=S    ao.,^,    -♦-   €l3..    r.   +    «3,3^3  f 

on  trouvera  en  écrivant^  pour  abréger^ 
Ess— a5^,(a,,A.3-^.,3a,,,>— a.,,(a.,A.3-fl,,ia,^)H-^3»j(^^A^ 
l'équation 

et  par  suite  ^^^ 

Ea3,.=X^^.^^^.»*«.*)^  iBa3.,?»^Ar«.,3«*,.)f  E«b.ts»(a..A,ra.,/x,;0  ; 

par  coasequent, 

t;*rf8  =  E(^i3,.  cos^  4-  iî3,a  sin^  +  03,3)  d^ ,     ou  i^rfO  =  Erf(p. 

Quant  à  E,  on  vérifiera  très  £idkaient  que  5a  valeur  esA  4-1  ou  -—  i^ 
c'est-à-dire  que  Ton  a  &s=  t  en  vertu  des  t*elatîoDS  qui  existent  entre 
les  coefficients  de  la  substitution» 

Les  quantiti^  A  ---* ^  cos  6  >  B-^  6  sin d 9  1  '— e cosO ,  par  la  substitu- 
tion des  valeurs  de  cosd  et  sin  0  te  réduisent  à 

d'où  il  rÀulte 
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Y  =  E(L'coi^+M'«ii^+N0(L'co8^+MYm^+N0^:  idem , 

Z  ==Œ(fl,co«^+4^,,iM09+a3,,)(I.-'co8H-M'«ii^+N')d^:         idem. 

Si  Ton  observe  que  les  intégrales 

a»[(U,— U3)co8»^+(U,-U3)fiii>]i'     J    '^*^  '       J        idem 

sont  nulles  qtiand  on  les  prend  depuis  ^=o,  jusqua  9=56o<»  ce 
quil  faut  faire  ici;  il  suffira  dans  1^  numérateurs  de  X^  Y  et  Z  de 
conserver  les  termes  renferoiaot  cos^f,  siu*^  et  ceux  indépendants 
de  ^.  Si  donc  Ton  pose 

p   ._     /^^*       C08*  f  rfp 


=/ 


Q  _    /^* s\n*0d0 

J  o   2»[(U,  — U3)cos*^  +  (U^— U,)«in«fl*' 
on  aura  entre  les  mêmes  limites 

EX  =  (LL"  +  NN")P  +  (MM"4.NN'')Q, 
EY  =  (L'L"+  N']N")P  H-  (M'M"H.N'N'0  Q, 
EZ  ;=  (a,,.L"4-  a,.3N")GP+(fl,..M"+fl»,J?î"}CQ, 

Quant  aux  intégrales  P  et  Q,  elles  se  ramènent,  ainsi  <iu'il  suit,  anz 
fonctions  elliptiques.  jH 

La  quanUtë  (0.— U3)cos»^H»(lJ^U,)  sin»^  pent  s'écrire.... 
(U.--U0-(U.-U08in*^j  si  l'on  pose  U.-U,  =11»',^'-?/  =  c\ 

D.  — U, 

Ion  aura 

or  l'intégration  par  parties  donne 
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Si  l'on  représente  lé&  premtei^s  membres  de  ces  equations  par  P,  et  Qo 
on  trouvera  d'abord 

p.  +  Q.  =  r .  ^'.  ■ .-  =  F(c,  ?>, 

puis 

de  là  résulte 

et  par  conséquent 

on  aura  donc  entre  les  limites  o  et  36o® 

c^rm'P  =  a[F(c)  —  E(c)], 

conformément  à  la  notation  des  fonctions  elliptiques. 


2C 


a& 


i-c*siii'^ 


TonM  II.  — StmmBt  i^i?. 


48 


Digitized  by 


Google 


Sd6  JOURN^  Mt  lIATHtMATfQCES 

Recherches  sur  les  moyens  de  reconnaître  si  un  Problème  de 
Géométrie  peut  se  résoudre  M^ec  la  règle  et  le  compas  ; 

Par  m.  L.  WANTZEL, 

Élève-Ingénieur  deâ  PonU-el-^anssées. 


L 

Supposons  qu'un  problème  de  Géométrie  puisse  être  r^lu  par  de» 
intersedlions  de  Hgaes  droites  et  dé  circonférences  de  cerde  :  si  l'on 
joint  les  points  ainsi  obtenus  avec  les  centres  4es  cercles  et  ayec  les 
point;  qui  déterminent  les  droites  on  forinera  un  enchaînement  de 
triangles  rectiiignes  dont  les  éléments  pourront  être  calculés  par  les 
formules  de  la  Trigonométrie  ;  d'ailleurs  ces  formules  sont  des  équa- 
tions algébriques  qui  ne  renferment  les  côtés  et  les  lignes  trigooomé- 
triqHasdes  angles  qu'an  premier  et  au  second  degré;  ainsi  Tinconnoe 
principale  du  problème  s'obtiendra  par  la  résolution  d'une  série  d'é-« 
quatipns  du  çecooddegi^^Ioiitles  coefEcîents  seront  fenctscms  ration- 
nelles des  données  de  la  question  et  des  racines  des  équipons  précé« 
dentés.  D'après  cela,  pour  reconnaître  si  la  constructiou  d^un problème 
de  Géométrie  peut  s'effectuer  avec  la  règle  et  le  compasi  il  faut  chercher 
s'il  est  possible  de  fetre' dépendra  tes  racines  det'ëquation  à  laquelle  il 
conduit  de  CQl^es4'«n^y9tèaie  d'équittions  liu  siG^ood  degré  composées 
comme  on  Tient  de  l'indiquer.l^oixâ  traiterons  seulement  ici  le  cas  où 
l'équation  du  prçblème  est  algébrique. 

II.    . 

Considérons  la  suite  d'équations  : 

(l^\\^^+^^^+^^^9  ^+A.jr.4-B,=o...jc;L.+A,_^^,-f-B^,5=o, 
^   ^l  ^:H-A^.a:„+B_=o, 

dans  lesquelles  A  et  B  représentent  des  fonctions  rationnelles  des 
quantités  données  p,  q,  r. . .  ;  A.  et  B,  des  fonctions  rationnelles  de 
Xi^  p,  q  f. ..;  et,  en  général ,  A.  et  B.  des  fonctions  rationoelles  de 

X^y    X^^X9   •   •    •ûCi  f    Pf  Y*   •   •    •  • 

Toitte  fonction  rationnelle  de  x^  telle  que  A»  OftJBL»  prend  la  forme 
jm-t^rm  -h    t^i  ^*  Y^^  élimine  les  puissances  de  x^  supérieures  k  la  pre- 
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TEuhe  at»  mtiyea  ée  Tequaiion  a^«4*^»^,  ar«.«f-Bteu.i  s»o  »  «d  desifow)^ 
par  C..,,  D.|_„  E^^i,  F..g  des  fonctioQS  rationnelles  de  ^«^, v**«^m  Ps 
9*  ••  ;  elle  se  ramènera  ensuite  à  la  forme  A  '«.i^»+  B'^.,  en  nraUîpliant 

les  deux  termes  de  ^—' ^"  +  ^J!Lz>  par  —  E^.(A^,  +  D  J  +  F.., . 

Multiplions  Tune  par  Tautre  les  denx  valeurs  que  prend  le  premier 
niembre  de  la  dernière  des  équations  (A)  lorsqu'on  met  successivement 
à  la  place  de  x^^^  dans  A^^,  et  B^^^  les  deux  racines  de  1  equation 
précédente  :  nous  aurons  un  polynôme  du  quatrième  degré  en  Xn  dont 
les  coefficients  s'exprimeront  en  fonction  rationnelle  de  x^^^. .  .x^, 
pp  q,...i  remplaçons  de  même  successivement  dans  ce  poljnome 
Xiu^  par  les  deux  racines  de  Féquation  correspondante ,  nous  obtien- 
drons deux  résultats  dont  le  produit  sera  un  polynôme  en  x^  de  degré 
2^,  k  coefficient  rationnel  par  rapport  à  x^^S'  «  «^i^  P^  9*  •  •  i  ^^f  ^^ 
continuant  de  la  même  manière,  nous  arriverons  à  un  polynôme  en  Xn 
de  degré  2'  dont  les  coefficients  seront  des  fonctions  rationnelles  de 
p,  q,  r....  Ce  polynôme  égalé  è  zéro  donnera  1  equation  finale 
y(Xn)=o  ou  /(x)  =  o,  qui  renferme  toutes  les  solutions  de  la  ques- 
tion. On  peut  toujours  supposer  qu'avant  de  faire  le  calcul  on  a  réduit 
les  équations  (A)  au  plus  petit  nombre  possible.  Alors  une  quelcon- 
que d'entre  elles  xl,^,  +  A^^,  +  B^s=o,  ne  peut  pas  être  satisfaite 
par  une  fonction  rationnelle  des  quantités  données  et  des  racines  des 
équations  précédentes.  Car^  s'il  en  était  ainsi,  le  résultat  de  la  substi- 
tution serait  une  fonction  rationnelle  de  x^^ • .  .x^^p^q. ..  qu'on  peut 
mettre  sous  la  forme  A',i_,x,-f-B'._,  et  l'on  aurait  A'««,^„-f-F»_,2sro; 
on  tirerait  de  cette  relation  une  valeur  rationnelle  de  x^  qui  substituée 
dans  l'équation  du  second  degré  en  or^  conduirait  à  un  résultat  de  la 
forme  A  M««âr._,  +  B'».^  ss  o.  En  contiauant  ainsi,  on  arriverait  à 
A'jc, +B'ss:o,  c  est-àndire  que  l'équation  a:;-+.Aa:,+  Bc=:o  aurait 
pour  racines  des  fonctions  rationnelles  de  /i,  9 ...  ;  le  système  des  équaT; 
tions(A)  pourrait  donc  être  remplacé  par  deux  systèmes  de  n^— i  équa*» 
tiens  du  second  degré»  indépendants  l'un  de  l'autre^  ce  çga\  est  contre  la 
supposition.  Si l'nnedet  relations  intenaédiaires  h'm^^m^^V^^jsso^ 
par  exemple^  était  satkfaite  identiquement^  les  deux  racines  de  Tj^qna^ 
lion  orl.,  «f*  A,^,x«,+Bw^aio  seraient  des  fonctions  rationnelles  de 
otr^ .  «  •  « .  X, ,  pour  toiites  les  valeors  que  peuvent  prendre  ces  qua» tités, 
en  sorte  qa'on  pourrait  anpprimer  l'équation  eni  x^  et  remplacer  la 
racine  aoccesai WBicut  par  ses  de«x  valeurs  dans  les  equations  sui- 
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vantes,  ce  qui  ramènerait  encore  le  système. des  équations  (A)  k  deux 

systèmes  de  n — i  équations. 

m. 

Cela  posé ,  V équation  du  degré  2" ,  f{x)  =  o ,  qui  dorme  toutes  les 
solutions  dun  problème  susceptible  dêtre  résolu  au  moyen  de  n  équa^ 
tions  du  second  degré ,  est  nécessairement  irréductible ,  c'est-à-dire 
qu'elle  ne  peut  avoir  de  racines  communes  avec  une  équation  de 
degré  moindre  dont  les  coefficients  soient  des  fonctions  rationnelles 
des  données p,  q. . . . 

En  effet,  supposons  qu'une  équation  F(a:)  =  o^  à  coefficients  ra- 
tionnels soit  satisfaite  par  une  racine  de  l'équation  x;+Aa_|jc„+B,_,=o, 
en  attribuant  certaines  valeurs  convenables  aux  quantités  or... , 
^n— »•  . .  .a:,.  La  fonction  rationnelle  F(a:„)  d'une  racine  de  cette  der- 
nière équation  peut  se  ramener  à  la  forme  A^_,ar„  -f-  B,'_, ,  en  dé- 
signant toujours  par  A^,  et  B^^»  des  fonctions  rationnelles  de 
JC„_,...a:|,  p,  5...;  de  même  A^,  et  B^,  peuvent  prendre  l'un 
et  Tautre  la  forme  A^,j:„_j  +  BI„, ,  et  ainsi  de  suite;  on  arrivera 
ainsi  à  A,'^.  +  B'  où  A,'  et  B/  peuvent  être  mis  sous  la  forme  A'ar, 
+  B'  dans  laquelle  A'  et  B'  représentent  des  fonctions  rationnelles 
des  données  /?,  q. . ..  Puisque  F(r,)=o  pour  une  des  valeurs  de  x„f 
on  aura  A  l.,ar„  +  B,^  =  o ,  et  il  faudra  que  A„'_,  et  B^,  soient  nuls 
séparément^  sans  quoi  l'équation  xl  +  A^,jî„-+-  B^i  =  o  serait  sa- 

tisfaite  pour  la  valeur  —  jr^\ qui  est  une  fonction  rationnelle  de.  . 

Jr»-,,.  .*Xt,  p,  q. . .  f  ce  qui  est  impossible;  de  même,  AL,  et  B„'_, 
étant  nuls,  A^,  et  B;,^  le  seront  aussi  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  A' 
et  B'qui  seront  nuls  identiquement,  puisqu'ils  ne  renferment  que  des 
quantités  données.  Mais  alors  A/  et  B/,  qui  prennent  également  la 
forme  A'^,  -f-  B'  quand  on  met  pour  x,  chacune  des  racines  de  l'équa- 
tion x^  +  AX|  +B:=::o ,  s'annuleront  pour  ces  deux  valeurs  de  x,  ; 
pareillement ,  les  coefficients  A'^,  et  B'.  peuvent  être  mis  sons  la  forme 
A\x^  -+-  B',  en  prenant  pour  x^  l'une  ou  l'autre  des  racines  de  l'équa- 
tion ^â  +  A.a:^  +  B,  =  o,  correspondantes  à  chacune  des  valeurs  de 
X, ,  et  par  conséquent  ils  s'annulleront  pour  les  quati^e  valeurs  de  x^  et 
pour  les  deux  valeurs  de  x.  qui  résultent  de  la  combinaison  des  deux 
premières  équations  (A).  On  démontrera  de  même  que  A's  et  B'9  seront 
nuls  en  mettant  pour  o^s  lès  n'  valeiirs  tirées *d(9s  trois  premières  équar 
tions  (A)  conjointement  avec  les  valeurs  correspondantes  de  x^  et  x.  ; 
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et  continnant  de  cette  manière  on  conclura  que  F(Xn)  s'annulera  pour 
les  2"  valeurs  de  x»  auxquelles  conduit  le  système  de  toutes  les 
équations  (A)  ou  pour  les  2"  racines  def(x)  =  o.  Ainsi  une  équation 
F(a:}=:o  à  coefficients  rationnels  ne  peut  admettre  une  racine  dey*(a:)=o 
sans  les  admettre  toutes;  donc  réquationy*(a:)  =  o  est  irréductible. 

IV- 

Il  résulte  immédiatement  du  théorème  précédent  que  tout  problème 
qui  conduit  à  une  équation  irréductible  dont  le  degré  n'est  pas  une 
puissance  de  :i ,  ne  peut  être  résolu  avec  la  ligne  droite  et  le  cercle. 
Ainsi  la  duplication  du  cube,  qui  dépend  de  l'équation  x^  •— 2a^  =  o 
toujours  irréductible,  ne  peut  être  obtenue  par  la  Géométrie  élémen- 
taire.  Le  problème  des  deux  moyennes  proportionnelles,  qui  conduit 
à  l'équation  x^  -«  a^b  =s  o  est  dans  le  même  cas  toutes  les  fois  que  le 
rapport  de  6  à  a  n'est  pas  un  cube.  La  trisection  de  Fangle  dépend  de 
Téquation  x^  —  |a:-+*^£ï  =  o;  cette  équation  est  irréductible  si  elle 
n'a  pas  de  racine  qui  soit  une  fonction  rationnelle  de  a  et  c'est  ce 
qui  arrive  tant  que  a  reste  algébrique  ;  ainsi  le  problème  ne  peut  être 
résolu  en  général  avec  la  règle  et  le  compas.  Il  nous  semble  qu'il  n'a- 
vait pas  encore  été  démontré  rigoureusement  que  ces  problèmes ,  si 
célèbres  chez  les  anciens,  ne  fussent  pas  susceptibles  d'une  solution 
par  les  constructions  géométriques  auxquelles  ils  s  attachaient  par- 
ticulièrement. 

La  division  de  la  circonférence  en  parties, égales  peut"  toujours  se 
ramener  à  la  résolution  de  l'équation  a:"  —  1  =:  o ,  dans  laquelle  m 
est  un  nombre  premier  ou  une  puissance  d'un  nombre  premier.  Lors- 

que  m  est  premier,  l'équation  \^_  =:o  du  degré  m—  1  est  irréduc- 
tible, comme  M.  Gauss  Ta  fait  voir  dans  ses  Disquisitiones  aritkmeticœ, 
section  VII;  ainsi  la  division  ne  peut  être  effectuée  par  des  construe* 
tions  géométriques  que  si  m— •  i  =:a*»  Quand  m  est  de  la  forme  a%  on 
peut  prouver,  en  modifiant  légèrement  la  démonstration  de  M.  Gauss 
que  l'équation  de  degré  (a — i)a*-',  obtenue  en  égalant  à  zéro  le 

quotient  de  x^"" —  i  par  a***  —  i ,  est  irréductible  j  il  faudrait  donc 
que  (a  —  i)fl«-»  flit  de  la  forme  a"  en  même  temps  que  a— 1,  ce  qui 
est  impossible  à  moins  que  a  =s  a*  Ainsi,  la  dii^ision  de  la  circonfé^ 
rence  en  N  parties  ne  peut  être  effectuée  a^ec  la  règle  et  le  compas 
que  si  les  facteurs  premiers  de  N  différents  de  a  sont  de  la  forme  a"+i 
et  s'ils  entrent  seulement  à  la  première  puissance  dans  ce  nombre.  Ce 
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prioctpe  est  annoncé  par  M.  Gauss  à  ia  fin  de  son  onyrage,  maas  il  n'en 

a  pas  donné  la  demonstration. 

Si  Ton  pose  xssk  +  A'  V^'  +  A*  \/a'  4-  etc.  ni\  m\..  étant  At% 
puissances  de  2,  et  A:,  A\  A'. .  ,a\  al' ..^  des  nombres  cominensu* 
râbles,  la  valeur  de  x  se  construira  par  la  li^ne  droite  et  le  cercle,  en 
sorte  que  x  ne  peut  être  racine  d'uae  équation  irréductible  d  W  degré 
m  qui  ne  soit  pas  une  puissance  de  2.  Par  exemple ,  on  ne  peut  avoir , 

m  m 

x=?  A  V^a,  si  (  \^ay  est  irrationnel  pour  p  <^m;  on  démontrerait 
facilement  que  x  ne  peut  prendre  cette  valeur  lors  même  que  m  se- 
rait une  puissance  de  2.  Nous  retrouvons  ainsi  plusieurs  cas  parti- 
culiers des  théorèmes  sur  les  nombres  incommensurables  que  nous 
avons  établis  ailleurs  (^). 

V. 

Supposons  qu'un  problème  ait  conduit  à  une  équation  de  degré 
2%  ¥(x)=o  et  qu'on  se  soit  assuré  que  cette  équation  est  irréductible; 
il  s'agit  de  reconnaître  si  la  solution  peut  s'obtenir  au  moyen  d'une 
série  d'équations  du  second  degré. 

Reprenons  les  équations  (A)  : 

fjcî+ Ar, -f  B=2  o,  jc;h-A,x,  +  B.œo...., 
.  +  A^x^.  +  B^=o,  x;+A^,je„+B^.  =  o. 
U  faudra  construire  l'équation  f(x)  =  o ,  à  coefficients  rationnels,  qui 
donne  toutes  les  valeurs  de  x„  et  l'identifier. avec  l'équation  donnée 
F(x)  =  o.  Pour  faire  ce  calcul  on  remarque  que  A,_,  et  B,«,  se  ra- 
mènent à  la  forme  a^,x„^,+ai,,  et  b^^^  +  bi.,,  en  sorte  que 
rélîiiiination  de  x^^^  entre  les  deux  dernières  équations  (A)  se  fait 
immédiatement ,  ce  qui  donne  une  équation  du  quatrième  degré  en  x^  ; 
on  y  remplacera  ensuite  a^  par  a„^,x^+al^„,  ai^  p:ir  a'l^x^^+a\ 
A«  par  ôl^.a:^. +  *!-.,  ^^i  \^^  b'l^,x^  +  bl^  et  A^,,  B^.  par 
«»-•«,*-• +ûiLai  ^«-«^«-a+^iLa,  puis  OU  éliminera  x^^  entre  Téqua- 
tion  du  4*  degré  déjà  obtenue  et  l'équation  ar^-{-Art«3j:,_4-Bp,.j=o; 

et  ainsi  de  suite.  Les  derniers  termes  des  séries  a«.„  a^„  a^, , 

^«-«,  i«. . .,  etc.,  doivent  être  des  fonctions  rationnelles  des  coeffi- 
cients de  F(^)  =  o  ;  si  l'on  peut  leur  assigner  des  valeurs  rationnelles 
qui  satisfassent  aux  équations  de  condition  obtenues  en  identifiant^  on 
reproduira  les  équations  (A)  dont  le  système  équivaut  à  l'équation 
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F(a:)s=o;  si  les  conditions  ne  peuvent  être  vérifiées  en  donnant  des 
valeurs  rationnelles  aux  indéterminées  introduites ,  le  problème  ne 
peut  être  ramené  «a  second  degré. 

On  peut  simplifier  ce  procédé ,  en  supposant  que  Ua  racijuis  de  cha- 
cune des  équations  (A)  donnent  le  dernier  terme  de  la  suivante  j. ainsi, 
l'on  peut  prendre  B.^i  pour  l'inconnue  de  lavant^der oière  équation, 

B       —  A'  ' 

puisque  B^.  =  b^,x^,  +  b'^,  d'où  x^,  =  --— ^"^  ;    de    cette 

manière  les  éliminations  se  font  plus  rapidement  et  Ton  introduit 
quatre  quantités  indéterminées  dans  Téquation  du  quatrième  degré 
qui  résulte  de  la  première  élimination,  huit  dans  l'équation  du  huî- 
tiènie  degré,  etc.,  en  sorte  que  les  conditions  obtenues  en  identifiant, 
sont  en  mkm^  nombre  que  les  quantités  à  déterminer.  Mais  on  écarte 
aussi  à  l'avance  le  cas  où  Tune  des  quantités  telle  que  6^,  serait  nu)le , 
et  il  faut  étudier  ce  cas  séparément. 

Soit,  par  exemple,  l'équation  ar^-h/7.r*-+-9JcH-r=o.  Prenons  de 
suite  les  équations  du  second  degré  sous  la  forme  x\  +  A x,  -f-B  73  o , 
et  jr?'+(aa!,-+-a')  x-^x^  =0;  eii  éliminant  jet,  et  identifiant,  on  aura, 

aa,  —  Aasso,   a'' — Kaa' — A-|-a'B=^,   a^B — a'A  =  y,    B=r, 

d'où 

B  =  '•i     ^=  47117  ^      ^'  =  4;:!?^  '  A*+/>A*^4rA+7-~4,p=o. 

Comme  B,  a  et  d  sont  exprimés  rationnellement  au  moyen  de  A ,  p,~ 
^ ,  r,  il  faut  et  il  suffit  que  l'équation  du  troisième  degré  en  A  ait  pour 
racine  une  (onction  rationnelle  des  données.  La  condition  est  toujours 
satisfaite  quand  çœ:o,  quels  que  soient  p  et  r,  car  Ass^^p  satisfait 
alors  à  la  dernière  équation. 

En  prenant  jr.  pour  dernier  terme  de  la  deuxième  équation  du  ae^ 
cond  degré  ^  on  a  exclu  le  cas  où  ce  terme  serait  indépendant  de  la 
facioe  de  la  prooiière  équation  ;  ibais  en  le  traitant  directi^ineot  ,.oa  ne 
trouve  Aucune  solution  de  h  question  qui  ne  soit  commise  drains  l^ 
équations  ci-dessus. 

Ainsi,  par  un  calcul  plus  ou  moins  long,  on  pourra  toujours  s'as- 
surer si  un  problème  donné  est  susceptible  d'être  résolu  au  moyen 
d'une  série  d'équations  du  second  degré,  pourvu  qu'on  sache  recon- 
naître si  une  équation  peut  être  satisfaite  par  une  fonction  ration- 
nelle des  données,  et  si  elle  est  irréductible.  Une  équation  de  degré  n 
sera  irréductible  lorsqu'en  cherchant  les  diviseurs  de  son  premier 
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membre  de  degrés  i,  a...-,  on  n^cn  trouve  aucun  dont  les  coeiE- 

cients  soient  fonctions  rationnelles  des  quantités  données. 

La  question  peut  donc  toujours  être  ramenée  à  rechercher  si  une 
équation  algébrique  F(a:)=o  à  une  seule  ioconnne  peut  avoir  pour 
racine  une  fonction  de  ce  genre.  Pour  cela ,  il  y  a  plusieurs  cas  à  con- 
sidérer,   i""  Si  les  coefficients  ne  dépendent  que  de  nombres  donnés 
entiers  ou  fractioiînaires ,  il  suffira  d'appliquer  la  méthode  des  racines 
commensurables.  a''  II  peut  arriver  que  les  données  représentées  par  les 
lettres  p,q,  r  soient  susceptibles  de  prendre  une  infinité  de  valeurs,  sans 
que  la  condition  cesse  d'être  remplie ,  comme  quand  elles  désignent 
plusieurs  lignes  prises  arbitrairement;  alors,  après  avoir  ramenél'équa- 
tion  F(a:]=o  à  une  forme  telle  que  ses  coefficients  soient  des  fractions 
entières  de  p,  q^  r...  ,  et  que  celui  du  premier  terme  soit  l'unité ,  on 
remplacera  jc par  a^p^ -^  a^^^P^^*  +. .  .+^0 >  et  Ion  égalera  à  zéro 
les  coefficients  des  différentes  puissances  dans  le  résultat;  les  équations 
obtenues   en  c^,  ix... ....  seront  traitées  comme  l'équation  en  ^  , 

c'est-à-dire  qu'on  y  remplacera  ces  quantités  par  des  fonctions  entières 
de  9,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu'ayant  épuisé  toutes  les  lettres  on 
soit  arrivé  à  des  équations  numériques  qui  rentreront  dans  le  premier 
cas.  S""  Lorsque  les  données  sont  des  nombres  irrationnels,  ils  doivent 
être  racines  d'équations  algébriques  qu'on  peut  supposer  irréductibles } 
dans  ce  cas,  si  l'on  remplace  x  par  a^+. .  .-f-^.  dans  V{pc) z=i  o  , 
le  premier  membre  de  l'équation  en  p,  ainsi  obtenue,  devra  être 
divisible  par  celui  de  l'équation  irréductible  dont  le  nombre  p  est  ra^ 
cine  ;  en  exprimant  que  cette  division  se  &it  exactement,  on  arrivera 
à  des  équations  en  a^y  ^...f  •  •  >  que  l'on  traitera  comme  i'équation 
F(ar)=  o,  jusqu'à  ce  que  l'on  parvienne  à  des  équations  numériques. 
On  doit  remarquer  que  m  peut  toujours  être  pris  inférieur  au  degré 
de  l'équation  qui  donne  p*     . 

Ces  procédés  sont  d'une  application  pénible  en  général ,  mais  on 
peut  les  simplifier  et  obtenir  des  résultats  plus  précis  dans  certains  cas 
très  étendus,  que  nous  étudierons  spécialement. 
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SOLDTION 

I/un  problème  de  Probabilité  ; 
Pae  m.  poisson. 


Ayant  été  chargé ,  cette  année,  du  cours  de  Calcul  des  Probabilité 
qui  se  fait  à  la  Faculté  des  Sciences,  j'ai  donné,  dans  ce  cours ,  les 
solutions  de  plusieurs  problèmes ,  parmi  lesquelles  je  citerai  la  sui- 
vante, à  cause  des  résultats  curieux,  et  que  je  ne  crois  pas  connus, 
auxquels  elle  conduit. 

Trois  joueurs  A ,  B,  C ,  jouent,  deux  à  deux,  une  suite  de  coups; 
chaque  nouveau  coup  est  joué  par  le  joueur  qui  a  gagné  le  coup  pré- 
cédent,  avec  celui  qui  n'y  a  pas  joué  :  le  sort  désigne  les  deux  joueurs 
qui  jouent  au  premier  coup.  La  partie  est  finie,  quand  un  des  trois 
joueurs  a  gagné  consécutivement  les  deux  autres,  ou  deux  coups  de 
Suite;  et  c'est  ce  joueur  qui  a  gagné  la  partie.  On  demande  de 
déterminer,  pour  les  trois  joueurs,  les  probabilités  de  gagner  la  partie, 
d'après  les  ehances  qu'ils  ont  de  g^^gner  à  chaque  coup ,  et  selon  que 
le  sort  les  a  désignés  pour  jouer  on  pour  ne  pas  jouer  au  premier 
coup. 

Lorsque  A  et  B  jouent  l'un  contre  l'autre ,  je  représente  par  y  la 
chance  de  A  pour  gagner  le  coup  et,  conséquemment,  par  i  -«*>  celle 
de  B.  Lorsque  ce  sont  C  et  A  qui  jouent  ensemble,  je  représente  de 
même  par  C  la  chance  de  C  et  par  i  —  f  celle  de  A.  Enfin ,  quand  le 
coup  se  joue  entre  B  et  C,  je  désigne  par  a  la  chance  de  B  et  par  i  — *«( 
celle  de  C. 

Je  suppose  que  le  premier  coup  soit  joué  entre  A  et  B ,  et  gagné  psr 
A.  Il  est  facile  de  voir  que,  n  étant  up  nombre  entier  quelconque  i^  et 
tant  que  la  partie  ne  sera  pas  finie,  tous  les  coups  dont  le  rang  est 
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marqué  par  un  nombre  de  la  forme  5n  —  3,  seront  joués  entre  A 
et  BL,  et  gagnés  par  A  y  tous  ceux  dont  le  rang  est  marqué  par  un 
nombre  de  la  forme  5n  —  i ,  seront  joued  entre  C  et  A  ^  et  gagnés 
par  C;  et  tous  ceux  dont  le  rang  est  marqué  par  un  nombre  de  la 
forme  5n ,  seront  joués  entre  B  et  C ,  et  gagnés  par  B. 

J'appelle  x^..  la  probabilité  que  la  partie  ne  sera  pas  encore  ter- 
minée, au  coup  dont  le  rang  est  5n — 2,  et  x'u^^.  la  probabilité 
qu'elle  se  terminera  précisément  à  ce  coup.  Je  désigne  de  même  par 
7^3«.i  la  probabilité  que  la  partie  ne  se  terminera  pas  dans  les  5n —  1 
premiers  coups,  et  par  ^s.^,  la  probabilité  quelle  finira  au  der-« 
nier  de  ces  coups.  Enfin,  soient  Z3.  la  probabilité  que  la  partie  ne 
sera  pas  terminée  dans  les  3n  premiers  coups,  et  z'^m  ^sl  probabilité 
qu'elle  finira  seulement  au  coup  dont  le  rang  est  3/i. 

:  Ces  diverses  notations,  les  rangs  des  coups  auxquels  elles  répondent, 
les  joueurs  qui  jouent  à  chacun  de  ces  coups,  et  leurs  chances  de 
gagner,  seront  faciles  à  se  représenter  par  ce  tableau  : 


3n  —  2, 

3»  —  r , 

^Uf 

■^S»— i  f 

TtM—l   t 

Zu, 

^'u-, 

Ju—it 

z'u. 

A  et  B, 

Cet  A, 

BetC, 

>  et  1  —  >. 

g  et  I  —  C, 

«6  et  I  —  a 

Les  valeurs  des  quantités  a,  tf ,  y,  sont  données,  et  peuvent  s'é- 
tendre depuis  zéro  jusqu'à  l'unité.  Elles  seront  toutes  trois  égales  à 

^  ,  lorsque  les  trois  joueurs  seront  d'égale  force.  Elles  pourront  èXie 

toutes  trois  plus  grandes  que  -  :  ce  cas  aura  lieu  ,  quand  A  jouant 

contre  B  sera  le  plus  fort;  que  C  jouant  contre  A  sera  aussi  le  plus 
fort;  que  B  jouant  contre  C  sera  encore  le  plus  fort,  ce  qui  n'est 
point  incompatible  avec  les  deux  premières  suppositions.  Concevons, 
par  exemple,  que  l'on  ait  trois  urnes  A',  B',  C,  contenant  des  boules 
blanches  et  des  boules  noires,  et  dont  chacune  renferme  plus  de  boules 
de  la  première  couleur  que  de  la  seconde.  Supposons  aussi  que  le  jeu 
entre  A  et  B,  consiste  à  tirer  une  boule  de  C,  et  que  A  gagne,  si  cette 
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boule  est  blanche;  qu'ensuite^  le  jeu  entre  C  et  A  consiste  à  tirer  une 
boule  de  6',  et  que  la  chance  favorable  à  C  soit  l'arrivée  d'une  boule 
blanche;  et  qu'enfin  ^  le  jeu  entre  B  et  C  soit  de  tirer  une  boule  de  A', 
qui  fera  gagner  B ,  quand  elle   sera  blanche  :  dans  ce  cas ,  on  aura 

y  >  '  y    €>-,     «>-. 

Il  pourra  arriver  que  l'unité  ou  zéro  soit  la  valeur  de  l'une  de  ces 
quantités  a,  C,  >/»  de  deux  d'entre  elles,  ou  de  toutes  trois  :  le  cas 
de  ^=1,  ^=1,  assi,  par  exemple ,  sera  celui  où  A  sera  cer- 
tain de  gagner  B,  C  de  gagner  A ,  et  B  de  gagner  C. 

Cela  posé,  pour  que  la  partie  ne  soit  pas  finie,  au  coup  dont  le  rang 
est  3/1-1-1  ou  5(  /i-t-  1)  —  a ,  joué  entre  A  et  B,  il  faut ,  et  il  suffit 
I*.  qu'elle  ne  le  soit  pas  au  coup  précédent,  joué  entre  B  et  C,  et  gagné 
par  B  ;  a"",  que  le  coup  dont  le  rang  est  3n  4-  i  soit  gagné  par  A. 
La  probability  x^.^,  de  la  partie  non  terminée  k  ce  coup,  sera  donc  le 
produit  de  la  probabilité  y  qu'il  sera  gagné  par  A,  et  de  la  probabilité 
Zs.  que  la  partie  ne  sera  pas  finie  au  coup  dont  le  rang  est  3/i ,  de 
sorte  que  l'on  aura 

On  trouvera  de  même 


SnH-t 


=  (ï  -  y)^f 


car  pour  que  la  partie  finisse  précisément  au  coup  dont  le  rang  est 
3n-f-i ,  il  faudra  et  il  suffira  qu'elle  ne  soit  pas  terminée  au  coup  pré- 
cédent ,  et  que  le  joueur  B  qui  aura  gagné  celui-ci  et  dont  i  —  ^  est  la 
chance  de  gagner  A  au  coup  dont  le  rang  est  5n  +  i,  gagne  effective- 
ment ce  second  coup.  Par  un  raisonnement  semblable,  appliqué  succes- 
sivement aux  coups  dont  les  rangs  sont  3n  et  5n  —  i ,  on  obtiendra 
ces  deux  autres  couples  d'équations  ^ 

qui  se  déduisent  d'ailleurs  du  couple  précédent,  par  de  simples  chan- 
gements de  lettres. 

48"" 


Digitized  by 


Google 


376  JOURNAL  DE  MATHÉNfATIQUES 

On  tire  de  ces  équations 

et  en  faisant,  pour  abréger , 

aCy  =  *, 
il  en  résulte 

équation  aux  différences  finies ,  dont  Tintégrale  se  trouve  en  y  met- 
tant successivement  i,a,3,..«n— i^àla  place  de  n ,  moltipUant 
membre  à  membre  les  n  —  i  équations  qui  s'obtiendront  de  cette 
manière,  et  réduisant;  ce  qui  donne 

Le  (acteur  x^  est  la  constante  arbitraire  ;  au  premier  coup,  ou  quand 
n=  I ,  il  est  certain  que  la  partie  n'est  pas  terminée;  00  a  donc 
Xs.t^^=^^i  s:  1  ;  et  de  lii,  et  des  équations  précédentes,  on  conclut 
ces  valeurs 

Ces  résultats  se  vérifieront  facilement  dans  les  cas  extrêmes  où  l'une 
des  quantités  a,  €,  >•  sera  zéro  ou  l'unité.  Si,  par  exemple,  elles 
sont  toutes  trois  l'unité ,  les  trois  prababitités  ys_, ,  %'u  9  ^*M-f  $ 
seront  nulles ,  et  il  sera  certain  que  la  partie  ne  finira  jamais,  ce  qui 
est  évident.  Si  l'une  des  fractions  a,  f ,  >,  est  zéro,  on  aura  aussi 
A:=s:o;  ce3  trois  probabilités  seront  donc  nulles,  excepté  pour  11=:  i  ; 
par  conséquent,  la  partie  ne  pourra-finir  qu'au  second  coup^  ou  autroi* 
sième,  ou  au  quatrième;  les  probabilités  respectives  de  ces  trois 
événements,  seront 

/•  =   I    —  S,     2's  =  (ï    —  «)^,     x\  ==  (1    —  y)Ca; 

et  comme  leur  somme  est  l'unité,  à  cause. de  oC^^sao,  il  s'ensuit 
que  la  partie  finira  certainement  à  Tun  de  ces  trois  coups. 
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Dans  le  cas  de  a  =  -,  ff  =  -,  5^=-,   où  les  trois  joueurs  sont 

d'égale  force ,  on  a  Ar  ârs  Qj  .  Quel  qae  soit  le  nombre  entier  m , 
la  probabilité  que  la  partie  ne  sera  pas  terminée  dans  les  m  pre- 
miers coups,  devient  donc  Q^  ^  d'après  les  trois  premières  équa- 
tions précédentes  ;  et  la  probabilité  qu'elle  finira  précisément  au  m'**' 
coup,  devient  aussi  (-\      »  d'après  les  trois  dernières. 

Dans  le  caa  général,  oùct^Q^y^  sont  des  fractions  quelconques,  si 
IVm  représente  parçs..,,  la  probabilité  que4a  partie  finira  à  l'un  dés  n 
coups  dont  les  rangs  répondent  aux  nombres  2^5,  8,  ii,. .  .3n-—  i  ; 
par  r^,  la  probabilité  qu'elle  se  terminera  à  l'un  des  n  coups  dont 
les  rangs  répondront  à  3,  6,  9,  la,.  •  .Sn;  par  pu^x%  la  probabilité 
qu'elle  se  terminera  à  l'un  des  n  coups  dont  les  nombres  4,  7,  10, 
i3,. .  «S/i  +  I»  marquent  les  rangs,  on  aura 

qu^.  =  y.  +  /s  +  /•  +  y..  +.  .+  ys-. , 

rs.  =  z',   +   /•  +   2',  +   a',,  -h.  . .+  2',., 
et  d'après  les  formules  précédentes,  on  en  conclura 

_   g(t    ^e,)     0    -^«) 

r,.  —  pz:iE ^     . 

Ps-H..  —  TUT         • 

Si  nous  appelons  j„  la  probabilité  que  la  partie  finira  dans  les  5/f 
premiers  coups,  à  partir  du  second  inclusivement,  nous  aurons 

Sn  =  9*i-i  +  /Vi  -f-  /i,»^,  ; 
et  à  cause  de 

1— C4-C(i— a)  4-  «Ç(i  — y)  =  I  —  aC>=  I  —  A:^ 
il  en  résultera 
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en  sorte  que  celte  probabilité  sera  la  même,  quels- que  soient  les  deux 
joueurs  qui  joueront  le  premier  coup,  et  quel  que  soit  aussi,  le  joueur 
qui  le  gagnera.  11  n'en  sera  pas  de  même  à  l'égard  de»  probabilités  que 
la  partie  finira  dans  les  5/i — i  ou  dans  les  S/i-f-i  premiers  coups,  noi^ 
compris  le  premier  de  tous;  probabilités  qui  se  déduiront  de  s^,  eu 
en  retranchant  la  valeur  de  ^'3,+,,  ou  en  y  ajoutant  celle  de  x'sn^^'  Si 
l'on  exclut  le  cas  où  les  trois  quantités  a;  €,  y  ;  sont  l'unité,  et  oul'cin 
a  kç=z  I ,  on  voit  que  la  probabilité  que  la  partie  ne  se  prolongera  pas 
au-delà  d'un  nombre  de  coups  donnés,  approchera  indéfiniment  de 
l'unité  à  mesure  que  ce  nombre  deviendra  plus  grand ,  mais  qu'elle  ne 
se  changerait  dans  la  certitude  que  si  ce  nombre  devenait  infini.  Dans 
le  cas  des  joueurs  d'égale  force,  en  désignant  par  m  un  nombre  entier 
quelconque  et  par  t,„  la  probabilité  que  la  partie  finira  dans  les  m  pre-- 
miers  coups  à  partir  du  second  inclusivement ,  on  aura 

de  sorte  qu'il  suffira,  par  exemple,  qu'on  ait  m  =10,  pour  que. la 
probabilité  i  —  ^a  de  l'événement  contraire ,  tombe  au-dessous  d'un 
millième. 

Maintenant  soient  a,  b,c,  les  probabilités  que  la  partie  prolongée 
à  l'infini,  s'il  le  faut,  sera  gagnée  respectivement  par  A,  B,  C.  Pour 
que  A  gagne  il  est  nécessaire  et  il  suffit  que  la  partie  se  termine  à  un 
coup  dont  le  rang  est  marqué  par  un  nombre  de  la  forme  3/i  —  i  ; 
la  valeur  de  a  se  déduira  donc  de  celle  de  qu^t ,  en  y  faisant  /z=  00  ; 
ce  qui  donne 

^— '  -^ 

en  excluant  le  cas  où  l'on  a  k=z  1 ,  et  où  la  partie  ne  finit  jamais.  On 
verra  de  même  que  b  et  c  sont  les  valeurs  de  psn^^  et  r^  qui  répon- 
dent à  /i  =  00  ;  en  sorte  que  l'on  a 

Comme  il  est  certain  que  la  partie  sera  gagnée  par  un  des  trois 
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jooeui^,  on  devra  avoir 

û  •+•  6  +  c  =  i; 

ce  qui  a  lieu  effectivement. 

Chacune  de  ces  fractions  a,  6,  c,  multipliée  parVenjeu,  ou  la 
somme  des  trois  mises,  sera  l'espérance  mathématique  de  l'un  des 
joueurs  ;  lequel  aura  de  l'avantage  ou  du  désavantage ,  selon  que  ce 
produit  sera  plus  grand  ou  plus  petit  que  sa  mise.  A  une  époque  quel- 
conque du  jeu ,  où  la  partie  n'est  pas  finie,  et  où  A  vient  de  gagner 
B;  si  les  joueurs  conviennent  de  ne  point  achever ,  l'enjeu  devra  être 
partagé  entre  A,  B,  C,  proportionnellement  aux  fractions  a,  b^c. 

Il  résulté  de  leurs  expressions^  que  dans  le  cas  même  des  joueurs 
d'égale  force^  la  chance  de  gagner  la  partie  est  inégale  pour  les  joueurs 
qui  jouent  les  premiers,  et  pour  celui  qui  n'entre  au  jeu  qu'au  second 
coup.  En  effet,  en.  faisant 


on  aura 


4^1  a 

7'  7  7 

Après  le   premier  coup,  le  joueur  qui  l'a  gagné  a  donc  droit  à  ^ 

7 

de  lenjeu,  celui  qui  l'a  perdu  n'a  droit  qu'à  -,  et  celui  qui  n'a  pas 

joué  a  droit  à   -;  mais  avant  que  ce  coup  ne  soit  joué,  les  deux 

joueurs  que  le  sort  a  désigné  pour  le  jouer,  ont  une  égale  chance  de 
le    gagner;    leur    probabilité   de  -gagner  la   partie  est   donc  alors 

"  (a+6),  ou  p,  c'est-à-dire  qu'elle  surpasse  de  -^  la  chance  - ,  ou  -^ 

du  joueur  qui  n'entre  qu'au  second  coup.  Si  la  mise  de  chaque  joueur 

est  représentée  par  f&,  et  que  l'on  convienne  de  ne  pas  jouer  la  partie, 

après  que  le  sort  a  désigné  les  deux  joueurs  qui  devaient  la  commencer, 

,5 
chacun  de  ceux-ci  devra  prendre  -^  de  ju ,  sur  l'enjeu  égal  à  ^/jl,  et  le 

troisième  joueur  -7  de/u  seulement;  ou  autrement  dit,  les  trois  joueurs 
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ayant  retiré  leurs  mises ,  le  troisième  devra^  en  outre,  donner  —  de 
ft  à  chacun  des  deux  premiers. 

En  general,  avant  que  le  sort  ait  désigné  les  deux  joueurs  qui  doi- 
vent jouer  le  premier  coup,  les  probabilités  de  gagner  la  partie  seront 
différentes  de  a,  A,  c;  pour  les  trois  joueurs  A,  B,  C,  je  les  représen- 
terai respectivement  par/,  g,  h-,  chacune  d'elles  dépendra  des  trois 
chances  données  «,  ^,  >  ;  et  U  suffira  de  déterminer  la  valeur  de  /en 
fonction  de  «,  C.  y.  les  valeurs  de  ^  et  A  s'obtiendront  de  la  même 
manière,  ou  se  déduiront  de  /  par  de  simples  permutations. 

Il  pourra  arriver  que  le  premier  coup  soit  joué  par  A  et  B,  par  C  et 
A ,  par  B  et  C.  Ces  trois  combinaisons  étant  également  probables,  la 
probabilité  de  chacuned'eiles  sera  égale  à  1  ;  de  plus ,  dans  la  première 
combinaison,  la  probabilité  que  le  premier  coup  sera  gagné  par  A  aura 
y  pour  valeur,  et  par  B,  elle  sera  i  -  ,,;  dans  la  seconde ,  la  probabi- 
lité que  C  gagnera  le  premier  coup  sera  ff,  et  la  probabilité  qu'il  sera 
gagne  par  A  aura  ,-^  pour  valeur  ;  dans  la  dernière,  il  y  aura  la  pro- 
l>abilite«quele  premier  coup  sera  gagné  par  B,  et  la  probabilité  r--- 
quil  le  sera  par  C  :  chacune  de  ces  trois  combinaisons  donnant 
lieu  a  deux  cas  différents,  il  y  aura  donc  six  cas  possibles,  donU^ 
probabdités  respectives  seront  • 

Or,  ilsjigira  de  déterminer  successivement,  dans  chacun  de  ces  six  c« 

aes  six  produits ,  on  aura  la  valeur  complète  de  / 

précédente  de  a;  le  premier  terme  de  1.  valeur  de  /  .en.  donc 


^ya,  ou 
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Dans  le  secood  cas,  où  c'est  A  jouant  coûtre  B,  <{iii  perd  le  pre- 
mier <:oap,  la  probabilité  que  A  gagnera  la  partie  sera  la  Taleur  pré- 
eédent^  db  b  ^   dans  laquelle  on  devra  changer  ^  en  i  —  ^  ^  ^  en 

f— a,  a  en  i  —  f;  engpiultipliant  le  résultat  par  x  (i  —  7/)  »    ^^ 
aura  donc 

3(1-*')' 
pour  le  second  terme  de  /,  où  Ton  a  fait^  pour  abréger, 

(,^«)(.  _^)(,  _^)  =  *'. . 

Dans  le  troisième  cas,  où  le  premier  coup  sera  joué  par  C  et  A , 
et  gagné  par  C,  la  probabilité  de  A  pour  gagner  la  partie  sera  c(e  que 
devient  l'expression  de  6,  relative  au  joueur  qui  perd  le  premier 
Qoup,  lorsqu'on  y  change  >  en  C,  6  en  «»  «  en  7;  en  multipliant 

ensuite  par  r  ^,  il  en  résultera 

3(1-*)' 

pour  le  troisième  terme  de  /• 

Dans  lé  quatrième  cas,  où  le  premier  coup  est  gagné  par  A  jouant 
contre  C ,  la  probabilité  que  A  gagnera  la  partie  sera  l'expression  de 
a,  dans  laquelle  il  faudra  changer  >^  en  i— ff,  6  en  i — y,  a  en  i — et  ; 

en  multipliant  le  résultat  par  ^  (1  —  C),  on  aura  ensuite 

y(l-f) 

pour  le  quatrième  terme  de  /. 

Dans  le  cinquième  cas ,  où  le  premier  coup  est  joué  par  B  et  C,  et 
gagné  par  B»  la  probabilité  que  A  gagnera  la  partie  sera  ce  que  de-^ 
vient  l'expression  de  c ,  relative  an  joueur  qui  ne  joue  pas  à  ce  pre- 
mier coup,  quand  on  y  change  y  en  a,  6  en  y,  a  en  €;  en  multi-* 

pliant  le  résultant  par  0  ^  >  il  vient 
pour  le  cinquième  terme  de  /. 
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Digitized  by 


Google 


S82  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

Enfin  y  dans  le  sixième  et  dernier  cas,  où  le  premier  coup  est  gagné 
par  C  jouant  contre  B,  la  probabilité  que  A  gagnera  la  partie  se  dé- 
duira encore  de  l'expression  de  c,  mais  en  changeant  y  en  l'^et,  C  en* 
1— ff,  a  en  i—^^;  ce  qui,  après  avoir^  multiplié  par  5(1^*  «)^ 
donne 

3(1-*')        '    ' 

pour  le  dernier  terme  de  /*.  ' 

Si  l'on  fait  actuellement  la  somme  de  ces  six  valeurs  partielles  de 
f,  on  aura ,  pour  sa  valeur  complète , 

_>(r-g)  (i+^  +  nC)        >y+y(i— C)-4>y(i -#)(!  — C) 
/ S(i— *)  "»"  3(1—  *')  • 

La  raison  des  diverses  permutations  des  lettres  ^,  €,  y,  que  nous* 
venons  d'indiquer,  est  ùicile  k  saisir  en  jetant  les  yeux  sur  le  tableau 
présenté  plus  haut.  On  verra  de  même  que  pour  déduii^e  de  1  ex- 
pression de  y,  celle  de  g,  il  suffira  de  changer  y  en  a^  €  eny,  a 
en  6,  dans  /;  et  pour  obtenir  ensuite  la  valeur  de  h,  il  faudra  ré- 
péter encore  cette  permutation  tournante  dans  la  valeur  de  g ,  ou 
bien  changer  totft  dé  suite  y  en  €,6  en  a,  m  en  y,  dans  la  valeur 
de  f.  De  cette  manière ,  nous  aurons  ^ 

_  i<l— y)(i+g+gy>    .    mk'  +  m(t^y)+  #(l-C)    Çl  —  y) 

^~  ^(i— *)  "^  3  (I  —  JK)  ' 

,  _  C(i— #)(i-fy+y«)        tt^+C(i  —  #)  +C(i— y)  (i -#) 
3(1-*)  "*"  3  (I  —  *')  ' 

Quand  les  joueurs  sont  d'égalé  force,  ou  qu'on  a  «  =  ^  =  ^=1,. 
ces  trois  probabilités  J,  g,  A,  doivent  être  égales  entre  elles  et  à  ^  ; 
ce  qu'on  vérifie  aisément,  Quellies  que  soient  les  chances  «,  €,yf  il 
faut  qu'on  ait 

puisqu'il  est  certain  que  la  partie  sera  gagnée  par  Tun  des  trois 
joueurs,  en  excluant,  toutefois ,  le  cas  où  Ton  aurait  ^sss  i ,  et  où 
elle  ne  finirait  pas.  C'est  aussi  ce  qu'il  est  aisé  de  vérifier ,  en  ayant 
égard  à  ce  que  k  e\  kf  représentent. 

Si  les  deux  joueurs  B  et  C  sont  d'^le  force,,  soit  lorsqulls  jouent 
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fun  contre  l'autre,  soit  quand  ils  jouent  contre  A,  il  fsiudm  fiiire 

la  quantité  y  pouira  encore  être  une  fraction  quelconque;  elle  ex- 
primera la  chance  de  A ,  de  gagner  chacun  des  coups  où  il  jouera  ;  et 
A  sera  plus  fort  ou  plus  faible  que  chacun  des  deux  autres  joueurs , 

selon' qu'on  aura  >  >  -     ou     >  <-.  Pour  ces  valeur^  de  a  et  C, 

on  aura,  comme  cela  doit  être, 

^=  A  =  !(.-/); 
et  la  valeur  de  y  se  réduira  à 

Si  la  mise  est  la  même  pour  chacun  des  trois  joueurs,  et  qu'on 
la  représente  par  fi ,  l'enjeu  sera  5fA ,  et  Tespérance  mathématique  de 
A  aura  S^t/*  pour  valeur.  Elle  serait  afi>,  si  A  jouait  toujours  à  mise 
égale,  mais  en  un  seul  coup,  et  contre  un  seul  des  deux  autres 
joueurs  ;  dans  le  cas  des  mises  égales,  le  joueur  A  de  force  inégale , 
doit  donc  préférer  de  jouer  au  jeu  que  nous  considérons ,  contre  Jes 
joueurs  B  et  C  de  forces  égales ,  ou  bien  il  doit  choisir  de  jouer  une 
partie  simple,  contre  B  ou  C,  selon  que  la  différence  Sfif — ajui^y  est  po- 
sitive ou  négative*  Or ,  d'après  la  valeur  précédenfe  de  y*,  on  a 

quantité  positive  ou  négative,  selon  que  y  surpasse  -  ou  est   moin^ 

dre.   Il  s'ensuit  donc  que  le  joueur  A,   s'il  est  le  plus  fort,    ou 

si  y  surpasse  -,  augmentera  encore  son  avantage,  en  choisissant  la 

première  manière  de  jouer ,  et  que  s'il  est  le  plus  faible ,  ou  si  l'on  a 

«^  <  '  ,  il  diminuera  son  désavantage,  en  choisissant  la  seconde. 

Lotsque  les  joueuA ,  au  lieu  de  mettre  ,  une  fois  pour  toutes,  une 

49;- 
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somme  an  jeu  ,  coaviemieBt  <l'y  mettre  une  somme  fA  i  chaqoe  fois 
qu'ils  y  entrent,  de  sorte  que  lenjeu  croisse  oonrinuellement  avec  le 
nombre  des  coups  y  Fespérance  mathématique  de  chacun  d'eux  ne 
sera  plus  la  même  que  précédemment ,  et  à  force  égale ,  par  exem- 
ple» Tayantage  qui  était  tout  à  l'heure  pour  les  joueurs  qui  jouent  le 
premier  coup,  sera  maintenant  pour  celui  qui  n'entre  qu'au  second 
coup. 

Afin  de  calculer  commodément  l'espérance  mathématique  de  chaque 
joueur,  il  faudra  la  diviser  en  deux  parties  :  l'une  positive  ,  et  prove- 
nant des  sommes  que  le  joueur  pourra  recevoir  aux  différents  coups 
qui  seront  joués  ;  l'autre  négative,  et  provenant  des  sommes  qu'il 
pourra  payer.  Pour  le  joueur  A  qui  gagne  le  premier  coup ,  je  dé- 
signeraipar  a' la  première  partie,  par  a^  la  seconde,  abstraction  faite 
du  signe ,  et  par  (p  l'excès  de  celle-là  sur  celle-ci.  Je  représenterai  les 
quantités  analogues  par  b'f  ^^^  nJ^,  pour  le  joueur  B  qui  perd  le  pre- 
mier coup,  et  par  c',  £?^,  8,  pour  le  joueur  C  qui  n'entre  qu'au  second 
coup.  De  cette  manière ,  on  aura 

Au  7n^"^  coup  y  si  la  partie  n'est  pas  finie  auparavant,  l'enjeu  sera 
égal  à  (m  -f-  i)fJL.  Or,  d'après  ce  qu'on  a  vu  précédemment,  les  pro- 
babilités que  la  partie  sera  finie  ,  et  gagnée  alors  par  A ,  au  second 
coup ,  au  cinquième  ,  au  huitième,  au  onzième,  etc.  ,  seront 

(i  —  g),     (i  _  €)>^,    (,  —  €)A:*,     (i  _  g) A:»,     etc.; 

les  gains  attachés  aux  arrivées  de  ces  événements  étant  donc 

Sft,    6)x,    9At,     xafi,    etc., 

il  suit  de  la  règle  de  l'espérance  mathématique,  que  la  valeur  com- 
plète de  a'  sera  la  somme  de  ces  deux  séries  multipliées  terme  à  terme 
et  prolongées  jusqu'à  l'infini  ;  ce  qui  donne 

la  somme  Z  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  du  nombre  entier  i,  de- 
puis I B  I  jusqu'à  î=  00  •  Mais  on  a 

k 


2**  =  .^^., 
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et  ea  diffërentiaut  par  nij^rt  à  A:^  il  vient 

par  conséquent,  on  aura' 

Pour  A  et  B  y  il  7  a  la  certitude  de  jouer  au  premier  coup,  et  pour 
C,  au  second.  Pour  A,  les  probabilités  de  rentrer  ensuite  au  jeu, 
an  quatrième  coup»  au  septième,  au  dixième,  au  treizième,  etc., 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  les  prohabilités  que  la  partie  ne  sera 
pas  terminée  au  troisième  coup,  au  sixième,  au  neuvième,  au  dou- 
zième, etc. ,  seront,  comme  ou  Ta  trouTë  plus  haut , 

mC^     aCky     e£ll^,     otCA:*,     etc.; 

la  valeur  complète  de  a^  sera  donc  la  somme  de  cette  série  infinie 
de  fractions,  multipliée  par  ft,  et  augmentée  de  yx  pour  la  première 
mise  de  A  ;  en  sorte  que  Ton  aura 

La  probabilité  que  la  partie  se  terminera  au  coup  dont  le  rang  est 
marqué  par  un  nombre  de  la  forme  5n  «f- 1 ,  auquel  cas  elle  sera 
gagnée  par  B,  étant 

et  l'enjeu  que  B  recevra  alors,  ayant  3nA4+'  apt  pour  valeur,  on  en 
conclut  que  la  valeur  complète  de  b\  sera 

y  =  M*€  (i  —  y)  (52iiA^'  4-  aX>f^*)  ; 

les  sommes  Z  s'étendant  depuis  nss  t  jusqu'à  /t=a  oo .  Donc,  en 
ayant  ^ard  aux  valeurs  de  ces  deux  sonmes,  nous  aurons 

Par  un  raisonnement  semblable,  on  trouvera  de  même 
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,  __  3f.g(K--a)       .     ^(1  --*) 
<^    —(,  —  *).      t*         i_*     • 

On  obtiendra  aussi ,  sans  diflScnlté , 

et  de  ces  diverses  valeurs  ^  il  résultera  fioalement 

^  (I  ~  *)'  '^        I  -^  it  ' 

J.=  W(i— y)    .     2^(i  —y)         ^  _     /^ 

A  —  3^(1  — it)        A4C(i  — •)         ^         i'^y 
^  —     (1— )t)-       '        I  — *      -^  A*  —  ,  _  ^• 

Puisque  tout  l'argent  mis  successivement  au  jeu  pendant  la  durée  de 
la  partie^  est  retiré  par  le  joueur  qui  Ta  gagnée^  il  s'ensuit  que  la 
somme  des  espérances  mathématiques  des  trois  joueurs  doit  être  nulle; 
et  en  effets  d'après  ce  que  k  représente  ,  on  a  identiquement 

^  +  +  +  0  =  0. 

En  prenant  -  pour  chacune  des  fractions  a^  C^  y ,  et  en  faisant 

A  =s  g  ,  on  a 

^  _  33f»        I   39^       A  _   6/* 

^_^,    4_-  -^,   fl-  ^, 

pour  les  espérances  mathématiques  des  trois  joueurs  supposés  d'égale 
force.  Cela  signifie,  par  exemple,  qu'avant  qu'ils  aient  rien  mis  au  jeu, 
et  après  que  le  premier  coup  a  été  joué  ;  si  l'on  convenait  de  ne  pas 
continuer  la  partie,  le  joueur  qui  a  perdu  ce  premier  coup  devrait 

payer  ^  de  /t4 ,  savoir,  j-  à  celui  qui  l'a  gagné,  et  j-   à  celui   qui 

n'a  pas  joué.  Après  que  le  soft  a  désigné  les  deux  joueurs  qui  doivent 
jouer  le  premier  coup,  et  avant  que  ce  coup  ne  soit  joué,  chacun  d'eux 
peut  également  le  gagner  ;  l'espérance  mathématique  de  chacun  de  ces 

joueurs  est  donc  -•"^~  "'"^^  ^"  *"^'  c'est-à-dire,  que  si  Ton 
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convenait  de  ne  pas  jouer  la  partie,  chacun  d'eux  devrait  donner 

j-  de  ffr  au  troisième  joueur,  tandis  que  dans  le  cas  que  nous  ayons 

d^abord  examine,  c'ébit  ce  premier  joueur  qui  devait,  au  contrmre, 

donner  ^de  fi  k  chacun  des  deux  premiers  joueurs.  Si  la  partie  n'est 

pas  terminée  au  m''"'  coup,  et  que  l'on  convienne  de  ne  pas  la  conti- 
nuer ,  le  joueur  qui  aura  perdu  ce  coup  devra ,  comme  on  vient  de  le 

dire,  payer  j-  de  ft  à  celui  qui  Taura  gagné,  et  j-  au  troisième  joueur  ; 

et  de  plus,  Tenjeu  qui  avait  lieu  au  coup  précédent ,  et  qui  s'élevait  à 
nifAf  devra  être  partagé  entre  ces  trois  joueurs,  proportionnellement 

à  leurs  chances  -,  -,  -  9   d'achever  de  gagner  la  partie  y  en  sorte 

qu'au  m'^'-coup,  si  Ton  représente  par  f'  l'espérance  mathématique 
du  joueur  qui  gagne  ce  coup,  par  4^'  celle  du  joueur  qui  le  perd,  par  S' 
celle  du  joueur  qui  n'y  joue  pas ,  on  aura 

<p  - — ^ — r-^^—^g — '   ^  =  -^— 

Lorsque  m  surpassera  cinq ,  la  valeur  de  4^'  sera  positive,  comme  f^  et 
0^;  le  joueur  qui  perdra  le  mf*^  coup  n'aura  rien  à  payer  aux  deux 
autres;  seulemei^  il  aura  droit  à  une  moindre  part  dans  l'enjeu  qui 
avait  lieu  au  coup  précédent:  si,  par  exemple,  on  ai?is=s6,  l'enjeu 
qui  avait  lieu  au  cinquième  coup  sera  égal  à  6fi;  sur  quoi  le  joueur 

qui  gagne  le  sixième  coup  devra  prendre  --j^ ,  celui  qui  le  perd  n'aur» 


droit  qu'à  |^,  et  le  troisième  joueur  à  ^« 
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MÉMOIRE 

Sur  dwerses  manières  de  généraliser  les  propriétés  des 
diamètres  conjugués  dans  les  sections  coniques.  —  Nou^ 
sceaux  théorèmes  de  Perspective  ^  pour  la  transformation 
des  relations  métriques  des  figures.  —  Principes  de  Géo- 
métrie plane  analogues  à  ceux  de  la  Perspectii^e.  — 
Manière  de  démontrer  dans  le  cone  oblique  les  propriétés 
des  foyers  des  sections  coniques  ; 

Par  m.  GHASLES. 


1.  Les  propriétés  des  secHoos  coniques ,  et  celles  des  surfaces  du 
secood  degré ^  relatives  autx  diamètres  conjugués,  peuvent  être. géné<* 
ratîsées  sous  plusieurs  poiâts  de  vnt.  Pour  les  surfaces ,  cette  géneVali- 
satioG  repose  sur  quelques  principes  de  Géométrie  qu'il  nous  faudrait 
exposer  préalablement.  Mais  pour  les  coniques  la  question  peut,  élite 
traitée^  en  grande  partie  du  moins,  par  les  seules  ressources  de  la 
Géométrie  élémentaire.  Nous  allons  donc  nous  occuper  seulement , 
dans  cet  écrit,  de  la  généralisation  des  propriétés  des  diamètres  conju- 
gués des  coniques. 

2.  Premier  mode  de  généralisation.  Soient  sa,  sb  deux  demi-dia- 
mètres conjugués  d'une  conique  c,  on  aura 

^a  -{-  ^6  s=s  const. 

Concevons  un  cercle  c'  concentrique  à  la  conique,  et  soient  sa\  sb' 
ses  rayons  dirigés  suivant  les  demi-diamètres  sa,  sb;  on  aura 
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—a  — ■ 

sa  sb 

=ri  +   rzTï  =s=  confit. 

sa'  sb' 

Projetons,  par  des  droites  parallèles  entre  elles,  la  conique  et  le 
cercle ,  sar  nn  même  plan  ;  on  aura  deux  coniques  C^  G'  en  projection. 
Soient  SA,  SB,  et  SA',  SB',  les  demî-dîamètres  de  ces  deux  courbes, 
correspondants  respectivement  aux  demi-diamètres  des  deux  pre*- 
mières;  on  aura 

sa   SA   .      sb    SB 

itf'  ~    SA'      sb'  '^  SF, 

et,  conséquemment,  Téquation 

SA*  SB* 

jzTî  H-  zzTî  =5  const. 

SA'  SB' 

Or  sa  et  sb  étant  conjugues  par  rapport  à  la  conique  c,  SA  et  SB 
sont  conjugués  par  rapport  à  la  conique  G,  parce  que  la  tangente  à  la 
courbe  c  au'point  a  est  parallèle  à  sh^  et  queé  par  conséquent,  la  tan» 
gente  à  la  courbe  C,  au  point  A,  est  parallèle  à  SB;  ce  qui  est  la  condi- 
tion pour  que  SA  et  SB  soient  conjugués.  L'équation  précédente 
exprime  donc  ce  théorème  : 

Étant  données  deux  coniques  dans  un  plan ,  Ut  somme  de^  carrés  tie 
deux  demi^diamèéres  conjugués  de  la  première,  disfisés  respectivement 
par  les  carrés  des  demi-diamètres  de  la  seconde  qui  leur  sont  parallèles^ 
est  constante. 

5.  Si  la  première  conique  est  un  cercle ,  on  conclut  de  ce  théorème, 
le  suivant  : 

La  somme  des  valeurs  immerses  des  carrés  de  deux  demi^diamètres 
rectangulaires  d'une  conique  est  constante. 

4.  Second  mode  de  généralisation.  Que  Ton  ait  une  section  conique 
c  et  plusieurs  systèmes  de  ses  diamètres  conjugués;  qu'on  fasse  la 
perspective  de  cette  figure  sur  un  plan  ;  on  aura  une  seconde  section 
conique  G,  et  plusieurs  systèmes  de  deux  droites  passant  toutes  par 
un  même  point  fixe.  Tous  ces  systèmes  de  deux  droites  jouiront  de 
propriétés  analogues  à  celles  des  systèmes  de  deux  diamètres  conju- 
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gaés;  mais  ces  propnëtcs  seront  plus  générales  que  celles  des  diamètres 
conjugués,  et  celles-ci  s'en  déduiront ,  comme  cas  particuliers^  si  Ton 
suppose  que  le  point  fixé  devienne  le  centre  de  la  conique  C. 

Soit  I  la  droite  qui  correspond  dans  le  plan  de  la  conique  C  à  la 
droite  située  à  Tinfini  dans  le  plan  de  la  conique  c«  Cette  droite  I  est 
l'intersectloQ  du  premier  plan  par  un  plan  parallèle  au  second^  mené 
par  le  point  de  l'œil.  Soit  s  le  centre  de  la  couique  c,  et  S  le  point 
correspondant  dans  la  conique  C,  c'est-à-dire  la  perspective  du  point 
s.  La  propriété  caractéristique  du  point  s,  c'est  que,  étant  menées  deux 
tangentes  à  la  courbe  Cj  parallèles  entre  elles^  la  droite  qui  joint  les 
points  de  contact  passe  toujours  par  le  point  s.  Pareillement ,  la  pro- 
priété caractéristique  du'point  S,  c'est  que,  étant  menées,  par  un  même 
point  quelconque  de  la  eùvite  l^  deux  tangentes  à  la  conique  Cj  la 
droite  qui  Joint  les  deux  points  de  contact  pa^se  toujours  par  le  point  S, 
Ce  qui  prouve  que  le  point  S  est  le  pôle  de  la  droite  I,  pris  par  rap- 
part  à  la  conique  C  (*).; 

La  propriété  caractéristique  de  deux  diamètres  conjugués  de  la 
courbe  c ,  c'est  que  les  tangentes  à  la  courbe ,  menées  aux  extrémités 
d'un  des  deux  diamètres,  sont  parallèles  à  l'autre  diamèti^.  On  en 
conclut  que  la  propriété  caractéristique  de  deux  droites  correspon- 
dantes ,  dans  le  plan  de  la  conique  C ,  à  deux  diamètres  conjugués  de 
la  conique  c,  c'est  que  :  les  tangentes  à  la  courbe  C,  aux  points  où 
Vune  des  deux  dmites  'la  rencontre  j  se  croisent  au  point  où  Pautre 
droite  rencontre  Vaxe  L  Ce  point  est  précisément  le />6/é  de  la  première 
droite.  On  peut  donc  dire  que  les  deux  droites  sont  telles  que  chacune 
délies  passe  par  le  pôle  de  Vautre;  ce  pôle  étant  pris  par  rapport  à  la 
conique  C.  Ces  deux  droites  passent  par  le  point  fixe  S;  nous  les  appel- 
lerons a^es  conjugués  relatifs  au  point  S. 

Ainsi,  aux  systèmes  de  deux  diamètres  conjugués  d'une  conique, 
correspondent,  en  perspective ,  des  systèmes  de  deux  axes  conjugués 
d'une  nouvelle  conique,  relatifs  à  un  point  fixe.  Et  la  propriété  ca« 


(*jOn  appelle/d/tf  d'une  droite,  par  rapport  à  une  conique,  le  point  par  où 
passent  toutes  les  cordes  de  contact  des  angles  circonscrits  â  la  conique ,  qui  ont 
leurs  sommets  sur  la  droite. 
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fftctérislique  des  deux  axes  de  chaqae  syslème  ^  c'est  que  le  pôle  de  Pun, 
pris  par  rapport  a  la  conique  j  est  situé  sur  l'autre. 

Ce  sont  ces  systèmes  de  deux  axes  conjugués  relatifs  à  un  point 
dont  nous  allons  .chercher  les  propriétés;  elles  seront  la  généralisation 
de  celles  des  diamètres  conjugués. 

5.  Nous  nous  servirons  pour  cela  d'un  principe  général  de  la  pers« 
peclive^  dont  on  n'a  pas  eucore  fait  usage ,  et  qui  sera  d'un  très  utile 
secours  dans  beaucoup  d'autres  questions.  Sa  démonstration  île  peut 
offrir  de  difficulté;  et  nous  nous  bornerons  ici  à  son  énoncé  : 

Pbincipe  de  peaspectiye.  Quand  deux  figures  planes  sont  la  pers^ 
pectii^e  tune  de  Vautre,  le  rapport  des  distances  dun  point  quelconque 
delà  première  à  deux  droites  fixes  de  cette  figure,  est  au  rapport  des 
distances  du  point  homologue  de  la  seconde  figure  aux  deux  droites 
correspondantes  à  ces  droites  fixes ,  dans  une  raison  constante, 

.6.  Une  droite,  dans  chacune  des  deux  figures,  peut  être  prise  à 
l'infiuijde  là  résultent  deux  corollaires  du  principe,  qui  nous  seront 
utiles;  nous  allons  tout  de  suite  les  énoncer^  pour  ne  pins  revenir  sur 
ces  propositions  préliminaires  : 

i*'  Corollaire.  Quand  deu^x  figures  planes  sont  la  perspective  Vune 
de  Vautre,  la  distance  d'un  point  quelconque  de  la  première  ,  à  une 
divitefixe  prise  dans  le  plan  de  cette  figure ,  est  dans  une  raison  çons* 
tfinte  avec  le  rapport  des  distances  du  point  homologue  de  la  seconde 
figure  à  deux  droites  fixes,  dont  ta  première  correspond  à  la  droite 
prise  dans  le  plan  delà  première  figure,  et  la  seconde  est  T intersection 
du  plan  de  la  seconde  figure  par  le  plan  mené  par  fœil  parallèlement 
au  plan  de  la  première  figure. 

7.  a*  G)&oLLAiRB.  Quand  deuxfigures  planes  sont  la  perspective  l'une 
de  Vautre,  si  Von  mène  dans  la  première  la  droite  correspondante  à 
Vir^ini  de  la  seconde  (  c'est-à-dire  la  droite  qui  est  l'intersection  du 
plan  de  la  première  figure  par  te  plan  mené  par  l'œil  parallèlement  à 
ççlui  de  la  seconde  ),  et  dans  le  plan  de  ta  secondefigure  la  droite 
correspondante  à  Vinfini  de  la  première,  les  distances  de  deux  points 
homologues  quelconques  des  deuxfigures  à  ces  deux  droites  respectif 
cernent,  auront  leur  produit  constant. 

,8.  Cda  posé,  reprenons  nos  deux  coniques  c,  C,  qui  sont  la  pers- 

5o.. 
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pective  l'une  de  rautre,  et  considérons  dans  le  plan  de  la  seconde  1« 
point  S  qui  correspond  au  centre  s  de  la  première v  La  caiKiqtie£  et  h 
point  S  étant  donnés^  il  y  aura  une  infinité  de  ooniqaes  c,  danslllss*- 
pace,  qui  auront  pour  perspective  la  courbe  C ,  et  dont  les  œntces^ 
correspondront  au  point  S.  Parmi  cette  infinité  de  courbes  qu'on  peut 
concevoir,  choisisson8-*en  une  qui  présente  cette  circonstance  particu- 
lière, que  deux  diamètres  quelconques  de  cette  courbe  fassent  entre 
eux  un  angle  égal  à  celui  des  deux  droites  qui  leur  correspondent  dans 
le  plan  de  la  conrbe  C ,  lesquelles  droites  seront  deux  axes  confugués 
relatifs  au  point  S.  Cette  relation  particulière  entre  la  courbe  c  etsa. 
perspective  C,  peut  s'obtenir  facilement.  Pour  cela  >  que  par  la  polaire 
du  point  S ,  prise  par  rapporta  la  courbe  C,  on  mène  un  premier  plan 
quelconque;  puis  un  second  qui  divise  en  deux^également,  Tangle  que  le 
premier  fera  avec  le  plan  de  la  courbe  S;  et  que  par  le  point  S  on  mène 
une  droite  perpendiculaire  au  second  plan;  elle  rencontrera  le  premier 
en  un  point  s  qui  sera  pris  pour  le  lieu  de  Foeil;  un  plan  quelconque 
parallèle  au  premier,  fera  dans  le  cône  qui  aura  le  point  s  pour  som- 
met et  la  courbe  C  pour  base,  une  section  qui  sera  la  courbe  c. 

9.  D'après  cela,  appliquons  aux  deux  courbes  c,  C  le  principe  ex- 
primé par  le  premier  corollaire,  en  regardant  la  courbe  c  comme  la 
première  figure,  et  la  courbe  C  comme  la  seconde. 

Menons  par  les  points  s^  S,  dans  les  plans  des  deux  courbes,  respec- 
tivement, deux  droites  correspondantes  sq^  SQ;  soient  a,  A  deux 
points  correspondants  quelconques  des  deux  courbes;  aq^  AQ  les 
perpendiculaires  abaissées  de  ces  points  sur  les  deux  droites  sq,  SQ; 
et  AP  la  perpendiculaire  abaissée  du  second  sur  la  polaire  du  point  S  ; 
on  aura,  d'après  l'énoncé  du  premier  corollaire , 

A  étant. une  constante. 

Or  aq  et  AQ  étant  les  perpendiculaires  abaissées  des  deux  points 
a,  A  sur  les  droites  ^y,  SQ,  on  a 

aq   =  ias  .  sin  asq , 
AQssAS.sinASQ. 
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Jbadixrite^S,  qui  passe  par  làsô^iimet  du  <\àne/  fhmt^.fiar  k^ 
thèse^  perpendiculaire  au  plan  qui  divise  en  dçqx, également  Tangle 
des  plans  des  deux  courbes  c ,  C;  ï\  s'en*uit  que  Tangle  des  deux  droites 
M.^sq.^  égal  à  i!ang)e  des  ckpx  droiles  5A.,>BQ;  de  sorta  que  les 
dttuxoqizations^ci'Mlessus  donnent.  . 

•''•••  •?!==. fi.  -      ■  !..     .    • 

AQ  AS  .      , 

L'ëqQatîoo  p^cëdenté  devient  donc  /  ;/...; 

•  •.  '  \  SA'.  \     ' 

sa    =    A#-r7i. 

Cette  e'quation  résout  la  question  que  nous  nous'  ]prôposîons;  car 
elle  sert  à  appliquer  aux  axes  de  la  conique  C,  relatiJs'Au^pômiS , 
les  propriétés  des'diàmèires  de  la  conique  e. 

Il  est  importani  de  se  rappeler  que  les  angles  que  font  entre  eux  ces 
axes,  sont  égaux  aux  angles  que  font  entre  eux  les  diamètres  corres* 
pondants  y  comme  nous  Tavon»  dit  ci^dessns  des  angles  €i4fi,  ASQ. 
Cela  servira  pour  Iransporter. diverses  propriétés  ides  diamètres  d'une 
conique ,  aux  axes  relatifs  à  un  point. 

Appliquons  cette  méthode* 

10.  Dans  une  conique ,  il  existe  nn  syst^e  de  deux  diamètres  con« 
jugués  rectangulaires  y  et  ces  diamètres  sont  maximum  et  minimum 
parmi  tous  les  autres  ;  on  en  conclut  que  , .  .   . 

Dans  une  conique  y  parmi  lerjjjestèmes  de  deux  axes  conji^ués  SA» 
SA'  relatifs  à  un  point  S^  il  en  existe  un,  ok  ces  axes  sont  à  angle 

droit  ;pour  ces  deux  axes  les  rapports  j^ ,  —,  sont,  respectii^ement, 

un  maximum  et  un  minimum. 

1 1 .  La  soname  des  valeurs  iawcses  des  carrés  de  deux  dena^diamè- 
très  rectangulaires  est  constante  ;  donc 

Pour  deux  axes  SA ,  SA'  relatifs  à  un  point ,  menés  à  angle  droit, 
la  somme  des  carrés  des  deux  rapports  ^,    ~- ^,  est  constante. 

12.  La  somme  des  carrés  de  deux  demi-diamètres  conjugués  est  cons- 
tante }  donc 
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Pour  deu;x:fa:es  conjugués  &A,  SA' relatifs  à  unpoiritS,  la  scmne 
des  carrés  des  deux  rapports  ^,  ^  est  constante. 

i3.  La  somme  des  i^arrés  des  projections  de  denx  diamèhw 
conjugués,  sur  une  droite,  est  constante;  c'est^àrdife  qae  la  somma 
des  carrés  de  deux  demî-dîamètres  conjugués,  mnltîpltés  respect 
tivement  par  les  carrés  des  cosinus  des  angles  qu'ils  font  avec  une 
droite  fixe,    et  constante.  On  en  conclut  que,    pour  deux   axes 

conjugués  SA,  SA',  les  carrés  des  rapports  ||,  |^   multiplia   res^ 

pectivement  par  les  carrés  des  cosinus  des  angles  que  les  deux  axe$ 
SA,  SA'  font  avec  une  droite  fixe,  ont  leur  somme  constante.  Ce 
théorème  peut  s'ei^primjpr  ainsi  : 

Lfi  somme  des  carrés  des  perpendiculaires  abaissées  des  extrémités 
de  deux  axes  conjugués  relatif f  0  un  point  ^  sur  une  droite  menée  par 
ce  pointy  diyifiés  respecti{fement  par  les  carrés  des  distofices  de  ces 
points  à  la  polaire  dfi  point  fixe  ^  est  const/mte. 

14.  Que  la  di^ite  menée  par  le  point  fixe ,  soit  parallèle  à  la  polaire 
de  ce  point ,  le  théorème  prendra  cet  énoucé  ; 

La  somme  des  carrés  de  deux  axes  conjugués  relatifs  à  un  point , 
dimes  respectiifement  par  les  carrés  des  segments  compris  sur  ces 
axes  entre  leurs  extrémités  et  la  polaire  du  points  est  constante, 

i5.  La  somme  des  carrés  des  perpendiculaires  abaissées  des  quatre 
extrémités  de  deux  diamètres  CQnjugués  sur  une  droite  fixe  menée  ar- 
hitraireniept ,  est  constante  ;  on  conclut  de  là ,  par  le  prindpe  exprimé 
dans  le  premier  corollaire ,  qjue 

Dans  une  conique  ^  deux  axes  çopjugués  r^kitifs  à  un  point  ren-- 
contrent  la  courbe  en  quatre  points  qui  sont  tels  que  la  somme  des  car^ 
rés  de  leurs  distances  à  une  droite  fixe  menée  arbitrairement  j  divisés 
respectivem£nt  par  les  carKS  des  distances  dfi  ces  points  à  la  polaire 
du  point  fixe  y  est  constante. 

16.  Si  la  droite  fixe  est  prise  à  l'infini,  on  fera  usage  du  second  co*- 
rollaire,  et  Ton  aura  ce  théorème  : 

Pans  une  conique,  deux  axes  conjugués  quelconques  relatifs  à  un 
point  fixe  rencontrent  la  courbe  en  quatre  points  qui  jouissent  de  Cfiitff 
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propriété,  que  la  somme  des  valeurs  immerses  des  carrés  de  leurs  dis^ 
tances  à  la  polaire  du  point  fixe  j  est  constante. 

17.  Oq  voit  par  ce  qui  précède,  comment  les  propriétés  des  diamè- 
tres conjugués  donpent  lieu  à  des  propriétés  des  systèmes  de  deux 
axes  conjugués  relatifs  à  un  point ,  qui  sont  la  généralisation  des 
premières* 

Manière  de  démontrer  les  propriétés  des  foyers  dans  les 

sections  caniçims.. 

t8.  La  position  que  nous  avons  supposée  aux  deux  courbes  c,  C 
dans  Tespace  (8),  conduit  natnrellenient  k  la  découverte  desfoj^ers 
des  coniques,  et  se  prête  aussi  à  la  démoû^traliou  de  leurs  propriétés. 
Car  si  Ton  suppose  que  la  courbe  c  soit  un  cercle,  ou  aura  sa^ss  le 

SA 
rayon ,  et  par  conséquent ,  ^  c=&  constante  ;  ce  qui  est  une  des  pro- 
priétés caractéristiques  des  foyers. 

Ainsi  Ton  est  conduit  naturellement  il  la  considération  de  ces  points 
qui  jouent  un  si  grand  rôle  dans  la  théorie  des  coniques.  Les  Anciens, 
bien  qu'ils  aient  formé  et  étudié  les  coniques  dans  le  cône,  ou  ,  comme 
ils  disaient ,  dans  le  solide,  n'ont  traité  des  foyers  que  par  des  consi- 
dérations de  Géométrie  plane ,  sans  dire  par  quelle  voie  ils  ont  été 
conduits  à  la  découverte  de  ces  points.  Les  Modernes,  en  voulant  re- 
chercher l'origine  de  ces  noints  dans  le  cône  même,  n'ont  pris  que  le 
cône  droit,  ou  de  révoliuion;  et  l'on  n'avait  pas  encore  indiqué  le 
moyen  de  découvrir  ces  points  dans  le  cône  oblique,  ni  d'y  démontrer 
leurs  propriété. 

19.  Les  considérations  précédentes  se  prêtent  avec  une  grande  faci*- 
lité  à  la  démonstration  de  toutes  les  propriétés  des  foyers,  en  les  dé- 
duisant de  celles  du  cercle.  Nous  donnerons  ici  un  seul  exemple  de 
cette  méthode. 

Qu'autour  d'un  point  fixe  ù ,  pris  dans  le  plan  d'un  cercle,  on  fasse 
tourner  une  transversale  qui  rencontre  la  circonférence  en  deux  points 
a,  a'  ;  soient  aq,  af^,  0/  les  perpendiculaires  abaissées  des  trois  points 
apd,o  sur  la  polaire  du  point  fixe,  on  démontre  facilement  que  l'on 
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c'evSt-a-dîre  que 

—  cfc    -f^  s=  const., 
aq  a  ^       . 

quelle  que  soit  la  transversale  menée  par  le  point  o. 

On  doit  prendre  le  signe  -(~  quand  ce  point  est  dans  l'intérieur  du 
cerclé ,  et  le  signe  —  quand'  il  est  au  deliors. 

Dans  la  conique  C,  qui. eat  la  penpectire  du  cercle,  à  la  transversale 
oaa!^  corespondra  une  transversale  OÂÂ'  menée  par  un  point  fixe  0  ; 
au  centre  du  cerclie  corrospondra  le  foyer  de  la  conique;  à  la  droite 
^tuée  à  l'infini  dans  te  {daja  du  cercle,  correspondra  la  directrice  rcr 
lative  à  ce  foyer.  Soient  ÂP,  A'^'  les  perpendiculaires  abaissées  des 
points  Â,  A'  ^uf  cette  directrice  et  AQ^  A'Q'  les  perpendioulairea 
abaissées  des  mêmes  points  sur  la  polaire  du  point  0;  on  aura,  d'après 
le  premier  corollaire, 

L'équation  ci-dessus  devient  donc 
AJP     •    A'P' 

AQ  —  ïq:  ==  ?^^"**- 

Efle  exprime  cette  propriété  générale  des  coniques  : 

5/  autôiêretùn  point  fiœe  j  pris  dans  le  pl^n  d'une  conique ,  on  fait 
tourner  une  transversale  qui  rencontre  la  courbe  en  detix  points ,  la 
somme  ou  la  différence  des  distances  de  ces  deux  points  à  la  directrice 
de  la  conique  y  dii^isées  respectii^ement  par  leurs  distances  à  la  polaire 
dupoinL^fix^^sera.tonHOBt^ 

Ge  serala  Mwiiesi  |e  poiat  fixe  esCpôs^U^fi  l'iiatf rieur  die  la  couribe, 
et  la  différence  s'il  est  pria  «»  dehors*. 

^o.  Maintenant,  en  observant  que  la  distance  d'un  point  de  la 
qoutl» à  là  difieetrice  est  piioporUonw^lle  à  la  distaoo^.'de  ce  point  au 
(ifytt^  en  donnera  au  théorème  oot  autre  éoaiKé 

Si  autour  d'un  point  fixe  pris  dans  le^plaft  dune  conique  j  on  fait 
tourner  >Une  transs^rsale  qui  la  renamtre  en  d^u^  points  j  la  somme  pff 
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la  différence  des  distances  de  ces  deux  points  au  foyer  de  la  courbe , 
dii^isees  respectis>ement  par  leurs  distances  à  la  polaire  du  point  Jixe, 
sera  constante. 

Ce  sera  la  somme  si  le  point  fixe  est  pris  dans  rinférieur  de  la  courbe, 
et  la  différence  s'il  est  pris  au  dehors. 

31.  Si  le  point  fixe  est  le  centre  de  la  courbe,  sa  polaire  est  à  Tin- 
fini,  et  le  théorème  devient  la  propriété  connue  du  foyer,  savoir, 
que 

La  somme  ou  la  différence  des  rayons  vecteurs  menés  dun  foyer 
dune  conique  aux  extrémités  dun  diamètre  est  constante. 

Cest  la  somme  dans  l'ellipse ,  et  la  différence  dans  l'hyperbole.     ^ 

32.  I^ous  nons  bornerons  ici  à  ce  seul  exemple,  qui  suffit  pour  faii^ 
voir  coniment  on  démontrera  dans  le  cône  oblique  les  propriétés  dés 
foyers  des  sections  coniques.  On  obtiendra  de  cette  manière  un  assez 
grand  nombre  de  propriétés  nouvelles,  que  j'aurai  occasion  de  dé- 
montrer ailleurs. 

Principes  de  Géométrie  plane  analogues  à  ceux  de  la 

perspective. 

35.  Les  principes  et  les  considérations  de  perspective  dont  nous  nous 
sommes  servi  peuvent  se  transformer  aisément  en  considérations  de 
Géométrie  plane,  et  conduire  k  une  autre  méthode^  différente  dans  la 
forme,  quoique  la  même  au  fond,  pour  étudier  les  propriétés  des 
sections  coniques. 

Reprenons  les  deux  courbes  <?,  C  dans  l'espace.  Puisque  deux  droites 
quelconquç^  sap  sb^  menées  par  le  point  s^  daiis  le  plan  de  la  pre- 
mière, font  entre  elles  un  angle  égal  à  celui  des  deux  droites  corres- 
pondantes $A ,  SB  dans  le  plan  de  la  seconde  courbe,  on  voit  que  si 
sur  celles-ci  on  pirend  des  lignes  SA',  SB', .  •  •  égales  aux  lignes  sd, 
sb\...  ,  leurs  extrémités  seront  sur  une  conique  C  ayant  son  centre 
en  S ,  et  qui  sera  égale  à  la  courbe  c.  Ainsi  Ton  aura  entre  cette  corr 
nique  C  et  la  conique  C  la  relation 

OA     SS    A  •  T^. 
TOOM  II.  — OCTOBUV  1S37,  5| 
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Oq  conclut  de  là  ce  théorème  de  Géométrie  plane  : 
Étant  pris  un  point  fixe  S  dans  le  plan  dune  conique  y  side  ce  point 
on  mène  une  droite  à  chaque  point  A  de  la  courbe  j  et  que  ^  AP  étant 
la  distance  de  ce  point  à  la  polnire  du  point  fixe ,  on  prenne  sur  SA 

SA 
un  segment  SA'  proportionnel  à  j^,  le  point  A'  sera  sur  une  section 

conique  C  qui  aura  son  centt^  au  point  fixe. 

Si  le  point  fixe  est  un  foyer  de  la  conique  proposée,  la  nouvelle  • 
courbe  sera  un  cercle. 

^4.  La  conique  C  peut  être  regardée  comme  la  projection  de  la 
courbe  c  surle  plan  de  la  courbe  C  »  cette  projection  étant  faite  par  des 
droites  parallèles  entre  elles,  et  perpendiculaires  au  plan  qui  divise 
en  deux  également  Tangle  des  plans  des  deux  courbes  c,  C.  Et 
quelle  que  soit  la  figure  tracée  dans  le  plan  de  la  courbe  c,  cette  pro- 
jection produira  une  figure  parfaitement  égale,  dans  le  plan  de  C.  Il 
suit  de  là  que  toutes  les  relations  descriptii^es  et  métriques  entre  la 
courbe  c  et  la  courbe  C  auront  lieu  entre  les  deux  courbes  C^  et  C  si- 
tuées dans  un  même  plan. 

25.  Les  relations  descriptives  font  voir  que  les  deux  courbes  C  et  C 
sont  hojnologiques ,  suivant  lexpression  de  M.  Poncelet,  c'est-à-dire 
que  les  points  correspondants  des  deux  figures  concourent  en  un  même 
point  fixe  (apipelé  centre  dhomologîe)  qui  est  le  point  S  ;  et  les  droites 
correspondantes  concourent  en  des  points  situés  tous  sur  une  même 
droite  (appelée  axe  dhomologie) ,  qui  est  ici  la  droite  d'intersection 
des  plans  des  deux  courbes. 

26.  Mais  ,  outre  ces  relations  descriptives ,  il  résulte  encore  de  ce 
qui  précède  diverses  relations  métriques  entre  deux  figures  homolo- 
giques,  qui  nWt  point  encore  été  données  et  qui  doivent  jouer  un 
rôle  important  dans  cette  théorie  et  dans  ses  nombreuses  applications. 
Nous  nous  l>omerons,  dans  ce  moment,  à  cette  simple  observation, 
parce  que  nous  avons  traité  ailleui^  de  cette  théorie  avec  tous  les  déve- 
loppements dont  elle  nous  a  paru  susceptible,  dans  un  travail  où  elle  se 
présente  comme  cas  particulier  d*nne  méthode  plus  générale  pour  la 
transformation  des  figures,  méthode  propre  à  la  généralisation  et  à  la 
démonstration  des  vérités  géométriques.  Cette  méthode  s  applique  aux 
figures  à  trois  dimensions,  et  nous  servira  par  conséquent  à  donner 
aux  propriétés  des  diamètres  des  surfaces  du  second  degré  la  même  gé- 
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néraiisatibh  que  nous  venons  de  donner  aux  propriétés  des  diamètres 
des  sections  coniques.  Nous  avons  voulu  simplement  montrer,  dans  le 
présent'  article/  qu'avec  le  seul  secours  de  la  Géomélrie  la  plus  élémen- 
taire^ on  pouvait,  sans  considérations  bien  savantes  ni  théones  nou- 
velles, parvenir  à  la  même  généralisation^  du  moins  pour  les  co- 
niques. 

Nous  avons  fait  usage,  pour  cela,  des  seuls  principes  de  la  perspec- 
tive, méthode  facile,  avec  laquelle  on  est  familiarisé,  mais  dont  on  n'a 
pas  encore  tiré,  je  croîs,  tous  les  avantages  qu  elle  peut  procurer, 
parce  qu'on  n'y  a  considéré,  généralement ,  que  les  relations  descrip- 
twes  des  figures,  et  nullement  les  relations  métriques.  Celles-ci  ce- 
pendant sont  plus  importantes ,  plus  utiles  et  plus  fécondes,  et  con- 
duisent à  des  résultats  plus  complets.  J'aurai  occasion  de  développer 
ailleurs  cette  idée,  et  d'en  faire  l'application  à  plusieurs  résultats  des 
travaux  de  Monge  et  de  Carnot ,  que  je  regarde  comme  l'origine  et  le 
fondement  des  progrès  que  la  Géométrie  a  faits  depuis  une  trentaine 
d'années. 

2^ .  Troisième  mode  de  généralisation.  Ce  troisième  genre  de  généra- 
lisation consiste  à  substituer  aux  systèmes  de  deux  demi-diamètres 
conjugués  d'une  conique,  des  systèmes  d'un  plus  grand  nombre  de 
demi -diamètres  ,  déterminés  suivant  des  conditions  communes  ^ 
telles  que  les  propriétés  connues  des  systèmes  de  deux,  diamètres 
conjugués  appartiennent  aussi  à  ces  systèmes  d'un  plus  grand  nombre 
de  demi-diamètres. 

En  partant  de  cette  idée  de  généralisation,  nous  sommes  parvenu  à 
l'expression  commune  des  systèmes  d'un  nombre  quelconque  de  demî- 
diamètres  d'une  conique,  jouissant  de  toutes  les  propriétés  des  sys-^ 
tèmes  de  deux  demi-diamètres  conjugués;  ces  propriétés  mêmes  pou- 
vant être  énoncées  dans  une  plus  grande  généralité.  Cette  matière, 
pour  être  exposée  complètement^  exigerait  un  article  assez  étendu  ; 
nous  y  reviendrons  ailleurs:  nous  allons  simplement  considérer  ici  les 
systèmes  de  trois  demi-diamètres,  parce  que  nous  pouvons  traiter  ce 
cas  par  une  métbode  particulière ,  qui  n'exige  aucunes  considérations 
préalables. 

Nous  supposerons  que  la  conique  soit  une  ellipse;  et,  au  lieu  de  con- 
sidérer trois  demi-diamètres  de  cette  courbe,  nous  considérerons  les 
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ti'ois  points  qui  sont  les  extrémités  de  ces  demi-diamètres.  Cela  est  ab-- 
solumeut  la  même  chose;  mais  nous  pourrons  par  là  énoncer  un  plus 
grand  nombre  de  théorèmes.  Ainsi  nous  allons  considérer  plusieurs 
systèmes  de  trois  points  pris  d'une  certaine  manière  sur  une  ellipse. 

:28.  Concevons  une  sphère ,  et  trois  de  ses  rayons  rectangulaires  : 
par  leurs  extrémités,  menons  un  plan  qui  coupera  la  sphère  suivant 
un  cercle  ;  concevons  le  diamètre  qui  passe  par  le  pôle  de  ce  cercler;  si 
autour  de  ce  diamètre  on  fait  tourner  le  système  des  trois  demi-rayons 
rectangulaires,  il  est  évident  que  leurs  extrémités  se  mouvront  sur  le 
cercle ,  ce  qui  prouve  qu'il  y  aura  une  infinité  de  systèmes  de  trois 
rayons  rectangulaires  qui  s'appuieront  sur  le  cercle  passant  par  les 
extrémités  des  trois  premiers  rayons. 

Maintenant  supposons  que  la  sphère  étant  rapportée  à  trois  axes 
coordonnés^  k  chacun  de  ses  points  ayant  pour  coordonnées  Jt:,jr,  z^ 
corresponde  dans  l'espace  un  point  qui  ait  pour  coordonnées ,  suivant 
les  m|mes  axes  respectivement^  ces  trois  premières  multipliées  par 
trois  constantes,  c'est-à-dire  Ax,  fijr,  vz.  Ce  nouveau  point  appartien- 
dra à  un  ellipsoïde;  et  l'on  reconnaît  aisément  que,  à  trois  rayons 
rectangulaires  de  la  sphère  correspondront  trois  deminliamètres  con» 
jugués  de  l'ellipsoïde;  et  qu'à  une  section  plane  de  la  sphère  corres-' 
pondra  une  section  plane  de  l'ellipsoïde. 
Il  résulte  de  là ,  que 

Le  plan  mené  par  les  extrémités  de  trois  demi-diamètres  conjugués 
dun  ellipsoïde  coupe  cette  surface  suisfant  une  ellipse  E,  sur  laquelle  on 
peut  prendre  une  infinité  d autres  sjstèmeé  de  twis  points  qui  servnt 
aussi  les  extrémités  de  trois  demi-diamètres  conjugua. 

29.  Ce  sont  là  les  systèmes  de  trois  points  que  nous  allons  considé- 
rer ;  mais  il  nous  faut  caractériser  et  définir  les  trois  points  par  quelque 
propriété  prise  dans  la  nature  seule  de  la  courbe  E,  syis  être  obligé  de 
Élire  usage  d'une  surface  du  second  degré.. Pour  cela/ soient  A,  B ,  C 
les  trois  points,  considères  comme  les  extrémités  de  trois  demi-dia- 
mètres OA,  OB,  OC  d'un  ellipsoïde;  concevons  le  plan  tangent  à  cette 
surface  au  point  A;  il  sera  parallèle  au  plan  des  deux  demi*diamètres 
OB,  OC  :  la  trace  de  ce  plan  tangent  sur  celui  de  la  conique  E,  c'est-à- 
dire  la  tangente  à  cette  courbe ,  sera  donc  parallèle  à  la  corde  BC.  Il 
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suit  de  là  que  le  diamètre  de  la  courbe  qui  aboutît  au  point  A  passe  par 
le  milieu  de  la  corde  BC.  Pareillement  les  droites  menées  du  centre  de 
la  courbe  aux  points  B,  C  passent  >  respectivement  / par  les  milieux 
des  cordes  AC,  AB.  On  en  conclut  que  le  centre  de  la  courbe  est  le 
centre  des  moyennes  distances  des  ttvis  points  A ,  B,  C. 

Réciproquement^  trois  points  pris  sur  la  conique,  de  manière  que 
leur  centre  des  moyennes  distances  soit  le  centre  de  la  courbe^  sont  les 
extrémités  de  trois  diamètres  conjugués  de  Vellipsoïde,  Car  l'un  de  ces 
trois  points  étant  pris  arbitrairement,  les  deux  £|utres  sont  parfaitement 
déterminés.  Le  point  À  |  par  exemple ,  étant  donné ,  pour  déterminer 
les  deux  autres  points  B,  C,  on  mènera  par  le  centre  0'  de  la  conique 
E  le  demi-diamèli^  O'A  qu  on  prolongera  d*une  quantité  Qfa  égale  à  la 
moitié  de  (XA  ,  et  par  le  point  a  on  mènera  une  parallèle  à  la  tangente 
à  la  courbe  au  point  A;  les  intersections  de  la  courbe  par  cette  paral- 
lèle seront  les  points  B,  C. 

Ainsi  les  systèmes  de  trois  points  pris  sur  la  conique  sont  définis  par 
la  condition  que  le  centre  des  moyennes  distances  des  twis  points  de 
chaque  système  est  le  centre  défigure  de  la  courbe.  Nous  appellerons 
ceâ  trois  points ,  pour  abréger,  points  conjugués. 

Passons  à  la  démonstration  des  propriétés  des  systèmes  de  trois  points 
conjugués.  Il  nous  suffira,  le  plus  souvent ,  de  rappeler  une  propriété 
de  trois  diamètres  conjugués  de  l'ellipsoïde ,  pour  en  conclure  immé- 
diatement la  propriété  correspondante  du  système  de  trois  points  con* 
jugués. 

3o.  Le  tétraèdre  formé  par  trois  demi- diamètres  conjugués  est  cons- 
tant i  donc  Faire  du  triangle  fiinné  par  trois  points  conjugués  est  cons^ 
tante. 

Si.  Quand  on  a  deux  systèmes  de  demi-diamètres  conjugués,  le 
tétraèdre  construit  sur  un  demi-diamètre  du  premier  système  et  deux 
demi-diamètres  du  second ,  a  le  même  volume  que  le  tétraèdre  cons- 
truit sur  les  trois  autres  demi-diamètres  ;  donc 

Étant  pris  deux  systèmes  de  trois  points  conjugués.  Paire  du  triangle 
formé  par  un  point  du  premier  système  et  deux  points  du  second,  est 
égale  à  Faire  du  triangle  Jormé  par  les  trois  autres  points. 

3a.  La  somme  des  carrés  de  trois  diamètres  conjugués  de  Tejlip- 
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soïde  est  constante  ;  or  Ici  le  centre  de  l'ellipsoïde  est  indéfermiuë  ;  on 

pent  donc  dire  que  : 

La  somme  des  carrés  des  rayons  menés  dim  point  fixe  de  Cespace 
à  trois  points  conjugués  est  constante. 

Noire  démonstration  ne  s'applique  ici  qu  a  un  point  pris  au  deboi^ 
du  plan  de  la  courbe,  puisqu'un  point  pris  dans  son  plan  ne  peut  pas 
être  le  centre  d'un  ellipsoïde  ayant  pour  diamètres  conjugués  les  droites 
menées  de  ce  point  aux  trois  points  conjugués.  Mais  du  cas  général 
d'un  point  pris  dans  Fespace  on  conclut  la  démonstration  pour  le  cas 
d'un  point  pris  dans  le  plan  de  la  courbe.  Car  soient  A,  B ,  C  les  trois 
points  conjugués,  et  0  un  point  de  l'espace,  on  aura 

ÔÂ'4-  OB  -f  5(:'=  constante. 
Soit  0'  la  projection  du  point  0  sur  le  plan  de  la  courbe ,  on  aura 

GÂ'  =:  ôô* V  ô^',  OB  =  ôo' + ô^\  ôc  =  Qor^  4-  ô^; 

Donc 

500^  +  d^  +  d^  +  Ô^  =  constante; 

doii 

W\+Wh  +  ÔX'=  constante. 

Ainsi  le  théorème  énoncé  est  général,  quelle  que  soit  la  position  du 
point  0. 

55.  La  somme  des  carrés  des  perpendiculaires  abaissées  des  extrémi- 
tés de  trois  demi-diamètres  conjugués  sur  un  plan  diamétral,  est  cons- 
tante; qu'on  prenne  le  plan  diamétral  perpendiculaire  au  plan  de  la 
conique,  on  en  conclut  que 

La  somme  des  carrés  des  perpendiculaires  abaissées  de  trxns  points 
conjugua  dune  elUpsesurune  droite  Jxe  menée  dans  le  plan  de  cette 
courbe  y  est  constante.  .^ 

34,  La  somme  des  carrés  des  trois  faces  au  sommet  du  tétraèdre 
formée  par  titois  deminliamètres  conjugua  est  constante  ; 
On  conclut  de  là ,  que 
Dans  le  tétraèdre  qui  a  pour  sommet  un  point  fixe  de  Vespace  et 
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pour  base  le  triangle  formé  par  trois  points  conjugués  quelconques , 
ta  somme  des  carrés  des  trois/aces  au  sommet  est  constante. 

Et  comme  le  triangle  qui  sert  de  base  au  tétraèdre  a  lui-même  son 
aire  constante ,  on  peut  dire  que 

La  somme  des  carrés  des  quatre  faces  du  tétraèdre  est  cons-- 
tante. 

35.  La  somme  des  carrés  des  projections  des  trois  faces  au  sommet 
du  tétraèdre  formé  par  trois  demi-diaméires  conjugués ,  sur  un  plan 
fixe ,  est  constante;  on  conclut  de  là  et  du  théorème  (5o)  que 

Le  tétraèdre  qui  a  pour  sommet  un  point  fixe  de  F  espace  ,  et  pour 
base  le  triangle  formé  par  trois  points  conjugués  ^  Jouit  de  cette  pro-- 
priété  que  la  somme  des  carrés  des  projections  de  sesfoces  sur  un  plan 
fixe  est  constante. 

56.  Si  la  projection  est  faîte  sur  le  plan  de  la  figure ,  on  en  conclura, 
en  ayant  égard  encore  au  théorème  (5o) ,  que 

Un  point  fixe  pris  dans  le  plan  dune  conique  étant  le  sommet 
commun  à  trois  triangles  ajrant  pour  bases  les  trois  côtés  du  triangle 
formé  par  trois  points  conjugués  quelconques  ,  la  somme  des  carrés 
des  aires  de  ces  trois  triangles  sera  constante. 

37.  Les  plans  tangents  à  une  surface  du  second  degré,  aux  extré- 
mités de  trois  demi-diamètres  conjugués,  font  sur  une  droite  diamé- 
trale fixe  trois  segments  dont  la  somme  des  valeurs  inverses  des  carrés 
est  constante. 

Supposons  que  les  extrémités  des  trois  demi*diamètres  conjugués 

soient  toujours  sur  une  même  section  plane  de  la  surface  ;  les  trois 

plans  tangents  passeront  par  un  point  fixe  S,  qui  sera  le  sommet  du 

cène  circonscrit  à  la  surface  suivant  cette  courbe;  ce  point  S ,  le  centre 

0'  de  la  courbe  et  le  centre  0 de  la  surface  sont,  comme  on  sait ,  en 

ligne  droite.  Supposons  que  la  transversale  OD ,  menée  par  le  centre 

de  la  surface,  soit  parallèle  au  plan  de  la  courbe;  et  par  le  centre  0^ 

de  cette  courbe,  menons  dans  son  plan ,  une  seconde  transversale  O'D' 

parallèle  à  cette  première;  un  plan  tangent  à  la  surface,  en  un  des 

points  de  la  courbe^  rencontrera  les  deux  transversales  OD^  O'D'  en 

deux  points  T,  'F  qui  seront  en  ligne  droite  avec  le  point  S ,  puisque 

ce  plan  tangent  passe  par  ce  point  ;  il  s'ensuit  que  les  deux  segments 

OS 
OT,  (XT'  sont  entre  eux  dans  le  rapport  ^;  c'est-à-dire  que  le  seg- 
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ment  OT'  est  au  segment  OTdaus  une  raison  constante,  que}  que  soît 
le  point  de  la  courbe,  par  lequel  on  a  mené  le  plan  tangent  ;  on  conclut 
donc  du  théorème  énoncé  cî-dessus ,  que 

Les  tangentes  à  une  conique,  menées  par  trois  points  conjugués  quel- 
conques,  font  sur  une  droite  fixe  menée  par  le  centre  de  la  courbe,  trois 
segments  dont  la  somme  des  valeurs  immerses  des  carrés  est  cons^ 
tante. 

58.  Concevons  deux  plans  fixes  menés  par  le  centre  d'une  surface  du 
second  degré,  et  un  système  quelconque  de  trois  demi-diamètres 
conjugués;  que  de  l'extrémité  de  chaque  demi-diamètre  on  abaisse 
des  perpendiculaires  sur  les  deux  plans ,  et  qu*on  fasse  leur  produit; 
la  somme  des  trois  produits  ainsi  faits  sera  constante,  quel  que  soit  le 
système  des  trois  demî-diamètres  conjugués  (*)• 

Supposons  que  les  deux  plans  fixes  soient  perpendiculaires  au  plan 
de  la  courbe  sur  laquelle  s'appuient  les  trois  demi-diamètres  conjugués; 
on  en  conclura  ce  théorème  : 

Étant  menées  dans  le  plan  dune  conique  deux  droites  fixes ^  et 
étant  pris  sur  cette  courbe  trois  points  conjugués  quelconques ,  si  de 
chacun  de  ces  points  on  abaisse  sur  les  deux  droites  des  perpendicu^ 
lairesj  et  qu'on  fasse  leurpivduUj  la  somme  des  trois  produits  ainsi 
fails  sera  constante. 

Si  les  deux  droites  fixes  se  confondent,  on  a  le  théorème  (33). 
Nous  n'avons  pas  besoin  de  montrer  Tanalogie  quMl  y  a  entre  les 
diverses  propriétés  des  systèmes  de  trois  points  conjugués  d'une  co- 
nique, que  nous  venons  de  démontrer ,  et  les  propriétés  des  systèmes 
dé  deux  diamètres  conjugués  :  ces  analogies  sont  évidentes. 

59.  Les  deux  modes  de  généralisation  que  nous  avons  appliqués 
~  précédemment  aux  propriétés  des  diamètres  conjugués,  par  voie  de 
projection  et  de  perspective ,  s'appliquent  aussi  aux  propriétés  des 
systèmes  de  trois  points  conjugués* 

Ainsi,  par  exemple,  le  théorème  (5a)  donnera  le  suivant  : 
Étant  données  deu^x:  coniques  dans  un  plan,  si  sur  la  première  on 


(*)  J'admeto  ce  théorème  cpmme  copnu ,  quoiqu'il  n'ait  pas  encore  été  donné; 
je  le  démontrerai  dansjin  autre  moment,  avec  quelques  amUres  propriétés  nouvelles 
des  diamètres  conjugués. 
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pi^nd  trois  points  conjugiiés  quelconques  j  et  que  du  centre  de  la 
seconde  €n  mène  des  rayons  à  ces.trais  poinis  ,  la  sommedes  carrésde 
ces  trois  rayons,  disnsés  respectivement  par  les  carrés  des  demi^-dior 
mètres  de  la  seconde  conique  compris  sur  ces  rayons,  sera  constante. 

4o«  Si  les  deax  coniques  soBt  concentriques ,  et  que  la  première  soit 
un  cercle ,  les  trois  points  conjugués  diviseront  la  circonférence  en  trois 
parties  égales  9  et  les  trois  rayons  diviseront  l'espace  angulaire  autour 
du  centre  eti  trois  parties  égales;  on  ^a  donc  ce  théorème  : 

Si  par  le  centre  dune  conique  on  mène  trois  demi-diamètres  diwsant 
Fespacè  angulaire  en  trois  parties  égales ,  la  somme  des  valeurs  in^ 
verses  des  carrés  de  ces  trois  denU^iamètres  sera  constante. 

Nous  n'insisterons  pas  davantage  sur  la  généralisation  dont  les  pro* 
priétés  des  systèmes  de  trois  points  conjugués  sont  susceptibles,  parce 
que  nous  reviendrons  sur  cet  objet  en  traitant  d'une  manière  générale 
des  propriétés  d^un  système  d'un  nombre  quelconque  de  points,  pris 
d'une  certaine  manière  sur  une  conique. 

4 1  •  Quatrième  mode  de  généraUsaiion.  YhoLêienrs  des  propriétés  ex- 
primées pour  les  carrés  des  distances  conviennent  aux  cubes. 

Ainsi,  la  somme  des  cubes  des  perpendiculaires  abaissées  des  quatre 
e^ctrémijtés  d^  deux  diamètres  conjugués  sur  une  droite  fixe  est  cons* 
tante. 

Cette  observation  s'applique  aussi  à  diverses  propriétés  des  systèmes 
de  trois  points  conjugués  que  nous  venons  de  faire  connaître. 

Mais  je  reviendrai  dans  un  autre  moment  sur  cet  objet  en  traitant, 
d'une  manière  générale,  des  propriétés  de  certains  systèmes  de  points, 
.en  nombre  quelconque,  situés  sur  une  section  conique,  où  l'on  aura  à 
considérer  non  pas  seulement  les  carrés  et  les  cubes  des  lignes^  mais 
aussi  des  puissances  plus  élevées. 

4a.  Dans  un  autre  article,  nous  appliquerons  aux  propriétés  des  sec- 
tions coniques,  relatives  à  leurs  foyers,  les  quatre  mpdes  de  généra^i* 
ligation  que  nous  venons  d'appliquer  aux  propriétés  des  diamètres 
conjugués  :  nous  obtiendrons  de  cette  manière  plusieurs  .théorimes 
nouveaux  relatifs  aux  foyers  des  sections  coniques. 
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NOTE 

Sur  la  variation  des  constantes  arbitraires  dans  les  problèmes 

de  Mécanique  ; 

Par  M.  Aug.   CA€CHY(*). 


1.  Soient  donnée»,  entre  la  variable  t,  n  fonctions  de  t  dësigneesr 
par  x^jr,  z.^.ftin  autres  fonctions  de,  t  désignées  par  u,  v^  w..^  ^ 
an  équations  différentielles  du  premier  ordre  et  de  la  forme 

Îdx dQ       djr dQ  dz  £Q 

dl^  du'     di  ~  dv'  di  ~  dw'  •  •* 

^_^^dQ     di^^     dfi  ^_      dQ 

di^'^dx''  dt dj""  dt S"'"*'^ 

Q  représentant  une  fonction  de  or,  J^,  z.. .,  w,  i',  «>...,  ^.  On 
pourra  supposer  les  inconnues  Xjf^z.  ..,u^  9^^^. .  .^  exprimées  en 
fonction  de  t  et  de  un  constantes  arbitraires  a,  b,  c..»;et  Ton  aura, 
dans  cette  hypothèse  ,^ 

^ji^^^.dqdf  ,^àa 

da—  dxda  "^  d^da'^^'^'^du  da'^"'' 


C)  Cet  article  fait  partie  d'un  très  long  mémoire  sur  la  He'caoique  céleste  qui 
a  été  présenté  i  l'Académie  de  Turin  le  rt  octobre  i83i  et  dont  on  peat  voir 
un  extrait  dans  le  BuHeiin  universel  des  Sciences  de  M.  Férussac. 

(J.  LlOUTIUX.) 
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par  conséquent 

ido   .         du  dx        dif  4r  ,^^^^A^ 

s   — '         dt  da  dt  da       "'^  dt  da^ 

on  troiiTera  de  même 

Si  de  la  seconde  des  ëqwatioos  (a) ,  dîfférentiée  par  rapporta  la  quan- 
tité fl,  on  retranche  la  première  différentiéc  par  rapport  \  h,  on 
obtiendra  la  suivante, 

(5)  — 3r-=^' 

la  valeur  de  {a,  6]  étant 

dx  du        dxdu    ,    djrdv        àjr  dv   ^^ 

(4)     [«»  ^l^s^^ass+ssî^sïas  •^■•••' 

puis ,  en  int^^nmt  l'équation  (5) ,  on  trouvera 

(5)  [a,  If]  =  constante. 

Donc,  les  quantités  représentées  par  les  symboles  [a,  J]  *  [«>  ^]»  •  •  • 
TA,  c],...  seront  indépendantes  de  t.  Observons  d'ailleurs  qu'en 
jirertu  de  la  formule  X4)»  on  .aura  généraleipent 

[a,  a]a»o,    et    £a,  i]  =  —  [*,  «]• 
Soient  maintenant 

A  =  a,    B  =  6,     Cs=/;,     etc.... 

les  intégrales  générsÉles^es  équations  (i),  A,  B,  C,. . .  désignant  des 

jfonctions  déterminées  des  seules  variables  jc,jr,^y...u»  v,w,.'.t. 

5a.. 
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Faisons  de  pins 

\j)      (A,  «;  =  ^  ^^  —  ^„  ^i  •+*  ^5-  -^  3?^  '^•••^ 

on  aura  encoixf  ,      .      .. 

.(AvA)  =ro,      (A,B)=:-  (B',A). 

D'ailleurs  y  si,  dans  Téquation  qui  determine  x  en  fonction  de  a,b, 
c,« .  .f,  on  snbstitûe  A,  B,  C,.  •  •  un  lien  de  d^  b,  e,. .  ./on  ob** 
tiendra  une  formule  identiqoe,  qa\,  di#<$r<ntiée  sUceesaiTement  |>ar 
rapport  à  x,jr,  z,..  .u,. . ,  donnera 

,^.  dxdk,  ,  dxdB    ,  dxdk    ,    ArdB    . 

et,  si  Ton  ajoute  entre  elles  les  talenrs  de  (A.,  A)  ^  (A ,  B) ,  (A ,  C),... 
respectivement  multipliées  par  ^ ,  jr ,  w"  »  '  •  •  •  ^^  trouvera ,  en 
ayant  égard  aux  formoles  (8)^ 

/on  trouvera  de  même, 

^     (A,A)|  +  (A,B)|+(A,C)|-f...=  -^, 
elc. ... 

Pareillement,  si  Ton  ajoute  entre  elles  les  valeurs  de  (A,  A),  (A,  B)^ 
(A  ,  C) , . .  *  respectivement  multipliées  par  ^  ^  ^,  jî , on 


trouvera 


(.0) 


(A,  A)^  4- (A,  B) ^"+ (A, 0 g +...=. g; 
on  aura  de  même 
(A,A)^i.(A.B)^+<A,C)^^+...=:.^, 


etc.  •  é 
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D'autre  pert  y  A  Ton  difierentie  nooeBttTement  la  première  des  fbrmur 
les  (6)  par  rapport  à  cfaaeane  des  quaatitës  a^bjC^.,.  en  oonsidérant 
^f  T9^f*^9  ^f  ^»«*-  camme  des  fonctions  de  a,  b,c,...i, 
on  en  tirera 

etc. 


Gela  posé^  si  Ton  combine  par  voie  d'addition  les  formules  (9)  et  (10), 
après  avoir  multiplié  respectivement  les  formules  (9)  par  — *-  ^  ^ 

"^S'  "£*'  •  •  ^'  ^^  formules  (10)  par  ^,  ^,  ^,. . . ,  on  trou- 
vera^ en  ayant  égard  à  la  première  des  équations  (i  i) , 

on  aura  de  même , 

(A,  A)[6,a]  +  (A,B)  [*,  *]  +  (A,C)[6,^]  +...=  0, 
{A,A)[c,d]  -h(A,B)[c,*]  +  (A,C)[c,r]  +...=:o, 
etc. 

Les  équations  (lâ)  suffiseilt  pour  déterminer  les  valeurs  des  quantités 
(A,  B) ,  (A  y  C)  y  etc..  M  quand  on  connaît  celles  des  quantités  confr- 
tantes  [a,  6],  [a,  c]f..,[b,  c].  Des  équations  semblables  détermineront 
les  valeurs  de  (B,  A),  (B^  C)^...  etc..  Donc  les  quantités  (A,B)9 
(A,  C),.«*(By  G),  etc...  sont  elles-mêmes  constantes ^  et  ne  dépendent 
pas  de  la  variable  i. 

Il  est  bon  d'observer  que^  sî^  dans  les  équations  (6)  differentiées 
par  rapport  à  ^ ,  on  substitue  les  valeurs  de  -^ ,  'dt^  *  '  •  ^  »  *  *  *  ^^^^^ 
des  équations  (i)^  les  formules  ainsi  obtenues ,  savoir^ 

.  dkdQ.dkdQ  dkdQ         r^^^dQ  dBdQ 
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auront  pour  seconds  membres  des  fonctions  identiquement  nulles  de  . 
x,y,z,  Uy  p,  Wy....t.  Car,  s'il  en  était  autrement,  il  existerait  entre 
les  valeurs  générales  de  x,^,  z,-..w,  v,  w,,..,*,  «t  p^r  conséquept 
aussi  entre  les  valeurs  initiales  de  a:,  y^  z  ,....w,  p  ,  w,....  corrcspouîr 
dantes  à  /=:o,  des  equations  qui  ne  renfermeraient  aucune  constante 
arbitraire;  ce  qui  est  absurde,  puisque  ceç  valjeurs  initiales  peuvent 
être  choisies  arbitrairement. 

Supposons  maintenant  qu'il  s'agisse  d'intégrer  nop  plus  les  équar 
tions  (  J  ) ,  mais  les  suivantes  : 

!4x        dQ,dïi       J^^dq.dR   .    dz^dQ       ^ 
du_      dQ        dK     di^_      dQ      M,    ^^_dQ_dK 
dr—'^di'^ât^di'^^,4y^dy    dt^      dz       rfz'^^--' 

on   pourra  supposer  encore  les  valeurs  de   x,  7*,  «, ••••«,  9,  tv,... 
déterminées  par  les  équations  (6),  pourvu  que  l'on  y. considère  a,  b,  c,...  ■ 
comme  devenant  fonctions  de  t.  Alors,  si,  dans  la  première  des  équa* 
tions  (6),  différentiée  par  rapport  a  t,  on  substitue  les  valeurs  de 

5^ ,  ^  , ^ ,....  tîtées  des  équatiops  (i4)  >  si  d'ailleurs  on  a  égard 

à  la  première  des  formules  (i3),  qui  subsiste,  quelles  que  soient  les 
valeurs  de  Xfj,  z,..m,  v,  Wj...t,  on  trouvera 

^  ^v  da dkdK^^dkdK  dk  dR 

y^^  di  —dx  du  '^d^di^  ■^"•••"^3Û  3i~*"V 

Çnfin,  si,  après  avoir  exprimé  R  en  fonction  de  a,  ^,  c,...^,  pn  y 
fvubstitue,  au  lieu  de  a,  6,  c,...  les  fonctions  de  x^jr^  z^.^m,  v,  w,..pt 
représentées  par  A,  B,  C,...,  on  retrouvera  identiquement  la  pre^ 
mière  valeur  de  R;  et  J'pn  aura ,  p^r  suite, 

/  /;\  dK_dKdk',dBi^^,         dK_dKdk      dKdB 

^■/  Tx—d^  di'^db  Jx"*"-'  ^"-"^^"♦"S"^"'"  ••'—  -7 


dK        dK  dk 
du        do  du 


.,  etc. 
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Cela  posé^  la  formule  (i6)  dooneraf 

I^Œs (A,  Bjj^  +  (A,  C)  ^  -4-  • . .}  Oq  trouvera  de  même 


'■'^    fé=(B,<  +  (B,C)g+..., 


etc.-. 

Telles  sont  les  équations  difierentielfes  qui  devroût  sëryk*  à  déter^ 
miner  a^  b,  c,...   en  fonction  de  t.   Les  coefficients  de 

j^f'^Tf  etc.  y dans  ces  équations,  seront,  d'après  les  remarques 

précédemment  faites,  des  fonctions  des  seules  qaantités  a^  b^  c,. . .  ; 
et  la  variable  t  n'y  entrera  pas  d'une  manière  explicite. 


jippUcation  à  la  Mécanique  céleste. 

2  m  Soient  Mi  la  masse  dn  Soleil,  m^nt^ni'...  les  masses  des  pla- 
tiètes:  prenons  pour  origine  des  coordonnées  le  centre  du  Soleil,  et 
soient 

*, /•,  t^   *', y,  ^V .- 

les  coordonnées  des  planètes  dans  leurs  mouvements  relatifs  autour 
de  cet  astre.  En  choisissant  convenablement  lunité  de  tuasse,  dé- 
signant par  tt,  9  ^  fi^  les  vitesses  de  m  mesurées  parallèlement  aux 
axes  des  ar,  /,  z,  et  faisant  pour  abréger 

M  s  ^  -f^  m, 
r  =  (Jf  ^r  +  ^0^^    "^  ~  (^'*  +  J^*  +  «'Os  etc.. 
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CO  Irony  en  poor  les  équations  difierentielles  da  moaTement  àem, 
dx  éfr  Jb 

du       ^Mx      A     ^ Mjr      dK      dw lb      A 

di^       l^'^dx^    di'^        r*       df'     dt  ~^"  H~ax* 

Pour  dédnire  ces  dernières  £bminles  des  equations  (14)  du  nvmero 
précédent,  il  suffira  de  prendre 

^  a  r 

et  d'admettre  qneReat  fondioaiealenieatdexpj^ya,  s^iff^^f^ 
Ainsi  la  théorie  générale  exposée  ci--de8sas  s'applique  sans*  difficulté 
aux  équations  diflBnreotielles  du  mouyemeat  des  planètes. 
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Sur  quelques  Propriétés  générales  des  Surfaces  gauches  ; 

Pa»  m.  ghasles. 


Théqreme.  Tout  plan  mené  par  une  génératrice  dCune  surface 
gauche  touche  la  surface  en  un  point ,  et  lui  est  normal  en  un 

autre  point  ; 

Ces  deux  points  ont  entre  eux  la  relation  suivante  : 

Le  produit  de  leurs  distances  à  un  certain  point  fixe  y  situé  sur  la 
génératrice  y  est  constant. 

Tout  plan  mené  par  une  génératrice  coupe  la  surface  suivant  une 
courbe  ;  et  le  point  où  cette  courbe  rencontre  la  génératrice  est  le 
point  de  contact  du  plan  et  de  la  surface.  Pour  déterminer  le  point 
où  le  plan  est  normal  a  la  surface,  il  faut  mener,  par  la  même  géné- 
ratrice, un  second  plan  qui  soit  perpendiculaire  au  pren^ier,  et  prendre 
le  point  où  ce  second  plan  touchera  la  surface  j  ce  sera  le  point  où  le 
premier  pW  lui  sera  normal.  Nous  aurions  donc  pu  énoncer  le  théo- 
rème de  cette  manière  : 

Étant  menés,  par  une  même  génératrice  dune  surface  gauche,  deux 
plans  rectangulaires ,  les  points  où  ces  deux  plans  touchent  la  surface 
auront  entre  eux  cette  relation^  que,  le  produit  de  leurs  distances  à 
un  certain  point  fixe,  situé  sur  la  génératrice,  sera  constant. 

On  peut  mener  d  une  infinité  de  manières  un  hyperboloïde  à  une 
nappe  tangent  à  une  surface  gauche  suivant  toute  1  étendue  d'une  gé- 
nératrice; tout  plan  mené  par  la  génératrice  touchera  la  surface  et 
rhyperboloïde  au  même  point;  il  suflfit  donc  de  démontrer  le  théo- 
rème pour  un  hyperboloïde. 

Concevons  trois  systèmes  de  deux  plans  rectangulaires  menés  par 
une  génératrice  D  d'un  hyperboloïde.  Soîepl  A,  A'  les  pUns  du  pre- 
mier système ,  B,  B'  ceux  du  second,  et  C,  C  ceux  du  troisième. 

Tome  il.  — NoTBUBM  ti^^«  ^^ 
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Ces  six  plans  donnent  lieu  à  la  relation  à^inwbition  entre  les  sidus  de 
leurs  inclinaisons  mutuelles  ;  c'est-^à-dire  qu'on  a 

sinC,  A.sînC,  A'         '  s'mC,  B.  sinC,  B^ 
sinC,  A.8in(/,A'  **   çinC,  B.  wuC,»* 

Getle  équation  se  vérifie  aisément;  car  les  angles  qui  y  entrent  sont 

égaux^  deux  à  deux.  Ainsi^  par  exemple^  Tangle  C^  A  est  égal  à  Tangle 

C,  A',  puisque  les  deux  plans  C,  A'  sont  perpendiculaires,  respective- 
ment,  aux  deux  plans  C,  A.  Il  s'ensuit  que  les  facteurs  des  numéra- 
teurs sont  égaux  y  un  à  un  ^  aux  facteurs  des  dénominateurs ,  et  qu'ainsi 
Téquation  est  vérifiée. 

Cette  équation  est  une  de  celles  qui  subsistent  quand  on  y  remplace 
les  sinus  des  inclinaisons  des  plans  par  les  segments  que  ces  plans  font 
sur  une  transversale  quelconque.  Soit  donc  une  transversale  menée 
arbitrairement  dans  Tespace,  ef  soient  û,  a\  b,  b',  c,  c'  les  points  où 
Jes  six  plans  A,  A',  B,  B',  C,  C  la  rencontrent;  on  aura  entre  ces 
points  la  relation 

da.da    ""^   éb.cb'* 

Supposons  que  la  transversale  soit  une  génératrices  D' de  Thyperbo^ 
loide,  et  soient  tt^  a\  €^€',  y,  y'  les  points  où  les  six  plans  sont 
tangents  à  ITiyperboloïde;  alors  les  six  droites  aa,  aV,  €b,  €*b',yc, 
y'd  seront  six  génératrices  du  second  mode  de  génération  de  Tbyper* 
boloïde. 

Considérons  le  quadrilatère  formé  par  les  quatre  génératrices  D,  D', 
J.C,  y^c\  dont  les  sommets,  pris  consécutivement,  sont  y^  c,  e\  y'. 
On  sait  que  pour  une  génératrice  quelconque  qui  s'appuie  en  ^  et  m 
sur  les  deux  côtés  opposés  yy\  cc\  on  a  fa  relation  constante 


—  =s  A:  — 
me'  V/  ' 


où  k  est  une  constante  (^). 


(*)  JV  démontré  ce  théorëme  dans  fe  tome  II  de  la  Correspondance  sur  V École 
Potjrtechnîque ,  p.  446.  Depuis  il  a  été  reproduit  dana  plusieor^  traite'i  àeGéf>mé*i 
h»je  descriptive. 
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Prenaot  succeasivemenl,  poar  la  génératrice  ptmy  les  quatre  droites 
aa^  a'a\  Cb,  6'b\  on  aura 

^     L     àty  a'c  j     a  y 

bc    ,     ffy  b'c    t    ^y 

D après  ces  relations^  Téquation  ci-dessus  devient  celle-ci  : 

y«.y«  y  •y* 

«t ,  a',  ff ,  C,  5^,  y'  sont  les  points  de  contact  des  six  plans  A  ,  A',  B, 
B',  C,  C  aveclliyperboloïde,  et  par  conséquent  avec  la  surface  gau- 
che. Et  si  Ton  ne  considère  que  les  trois  plans  A,  B,  C  qui  sont  menés 
arbitrairement  par  la  génératrice  D ,  nous  dirons  que  a^&^y  sont  les 
points  où  ils  touchent  la  surface,  et  a',  C',  y  les  points  où  ils  lui 
sont  normaux.  L'équation  ci*dessus  exprime  donc  une  propriété  gé- 
nérale de  la  surface,  relative  aux  trois  plans  A,  B,  C.  Cette  équation 
est  celle  qu'on  appelle  involution  de  six  points  ;  nous  pouvons  donc 
dire  que 

5/  Fan  mène  trois  plans  quelconques  par  une  génératrice  dune  sur- 
face gctuche  ^  les  trois  points  où  ils  seront  tangents  à  la  surface,  et  les 
trois  points  où  ils  lui  seront  normaux  seront  six  points  en  involution. 

Maintenant  supposons  que  le  plan  C  soit  mené  parallèlement  k 
la  génératrice  de  la  surface  qui  est  infiniment  voisine  de  la  g6« 
nératrice  D;  alors  le  point  de  contact  du  plan  C  avec  la  surface  sera 
à  l'infini  ;  ou ,  en  d'autres  termes ,  la  courbe  d'intersection  de  la  sur«« 
face  par  le  plan  C  ne  rencontrera  la  génératrice  D  qua  l'infini^ 
puisque  ce  plan  rencontre  la  génératrice  infiniment  voisine  à  l'infini; 
Ainsi  le  point  y  est  a  l'infini ,  et  l'équation  ci^dessus  se  réduit  à 

>'ci,>V  =  y'&.y'C. 

Donc  le  produit  des  distances  des  deux  points  a,  a'  au  point  y''e%l 
égal  au  produit  des  distances  des  deux  points  Q^  €'  au  même  point  y^. 

Ce  qui  démontre  le  théorème  Aïoncé. 

Observations.  Le  point  y  est,  comme  on  voit,  celui  où  le  plan 
mené  par  la  génératrice  D,  parallèlement  à  la  génératrice  infiniment 

'     53.. 
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voisine,  est  normal  à  la  surface.  Appelons  0  ce  point,  au  lieu  de  y. 
Ce  point  0  jouit  de  quelques  propriétés  géométriques. 

Pour  déterminer  ce  point,  il  faut  concevoir  le  plan  mené  par  la  gé-' 
nératrice  D  parallèlement  à  la  génératrice  infiniment  voisine  D',  et 
mener  par  la  droite  D  un  second  plan  perpendiculaire  à  ce  premier  ^ 
puis  chercher  le  poiilt  où  ce  second  pkn  touchejf'a  la  surface  :  ce  point 
de  contact  sera  le  point  0.  Or  le  second  plan  passera  par  la  droite  qui 
mesure  la  plus  courte  distance  des  deux  génératrices  D,  D^.  Cette 
droite,  qui  est  infiniment  petite,  est  située  sur  la  surface  ;  le  point  où 
elle  s'appuie  sur  la  génératrice  D  est  donc  le  point  de  contact  du  second 
plan  avec  la  surface.  C'est  donc  le  point  0. 

Ainsi,  le  point  0  est  le  point  ou  la  droite  qui  mesure  la  plus  courte 
distance  entre  la  génératrice  H  et  la  génératrice  infiniment  voisine  y 
s'appuie  sur  la  première  ^ 

Que  par  tous  les  points  de  la  génératrice  D  on  mène  des  plans  per- 
pendiculaires à  cette  di*oite,  et  des  tangentes  aux  courbes  d'intersec-^ 
lion  de  la  surface  par  ces  plans;  ces  tangentes  s'appuieront  sur  la 
génératrice  infiniment  voisine  D^,  et  formeront  nn  paraboloïde  hjper-' 
bolique  tangent  à  la  surface  suivant  la  génératrice  D. 

Le  sommet  de  ce  paraboloïde  est  le  point  0. 

En  effet,  ce  qui  caractérise  le  sommet  d'un  paraboloïde,  c'est  que 
le  plan  tangent  en  ce  point  est  perpendiculaire  aux  deux  plans  direct 
teurs  du  paraboloïde  (^).  Or  le  premier  plan  directeur  du  paraboloïde 
est  perpendiculaire  à  la  génératrice  D  ;  le  plan  tangent  en  0  lui  est  donc- 
perpendiculaire.  Le  second  plan  directeur  est  parallèle  aux  deux  gé- 
nératrices D,  D';  et^  par  conséquent,  perpendiculaire  à  la  droite  qui 
mesure  la  plus  courte  distance  de  ces  deux  génératrices;  donc  le  plan 
tangent  en  0,  qui  passe  par  cette  droite^  est  perpendiculaire  à  ce  second 
plan  directeur.  Donc  le  point  O  est  le  sommet  du  paraboloïde. 

Maintenant  supposons  que  le  paraboloïde  tourne  autour  de  la  géné- 
ratrice D,  et  fasse  un  quart  de  conversion;  se»  génératrices  qui  étaient 
perpendiculaires  à  la  droite  D  lui  seront  restées  perpendiculaires  et 


(*)  Les  plans^  directeurs  d'un  paraboloïde  sont  les  deux  plans  auxquels  les  gé- 
nératrices des  deux  modes  de  géaératioû  du  paraboloïde  sont  respectivement 
parallèles. 
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seront  devenaes  normales  h  la  sarface^  ptiisqo*elles  étaîeat  situées  au- 
paravant dans  ses  plans  tangents.  On  conclut  de  là  que 

Les  normales  à  une  sw^ace  gauche,  menées  par  les  différents  peints 
ut  une  de  ses  génératrices ,  formisnt  un  paraboloide  qui  a  son  sommet 
au  point  0  déterminé  ci-^essus. 

De  ces  considérations  résulte  la  construclioif  suitante  du  point  O  ;  '' 

Qu'en  trois  points  de  la  génératrice  D  on  mène  les  normales  à  la 
surface  ;  qu'on  cherche  une  droite  qui  s'appuie  sur  ces  trois  normales , 
et  qu'on  mène  la  droite  qui  mesure  la  plus  courte  distance  entre  cette 
droite  et  la  génératrice  D  ;  le  point  où  cette  plus  courte  distance  s'àp^ 
puiera  sur  la  génératrice  D  sera  le  point  0. 

Enfin ,  réquation 

Otz.Oa!  sr  Ô^.O^' 

donne  uil  autre  Inoyen  pour  construire  le  point  0;  car  les'points  a^  a'i 
Cp  ^'  étant  connus ,  cette  équation  fait  connaître  le  point  0. 

Sur  chaque  génératrice  d'une  surface  gauche  il  existe  un  pareil 
point  0^  qu'on  peut  définir  aussi  comme  étant  le  sommet  du  para- 
holoïde  normal  à  la  surface  suivant  la  génératrice.  Tous  ces  points 
forment  sur  la  surface  une  ligne  courbe  qui  jouit  de  diverses  pro- 
priétés que  nous  examinerons  dans  un  autre  article.  Nous  nous  bor« 
fierons  k  dire  ici  que  ^  sur  un  parabotbîîde^  cette  courbe  est  rensenublé 
de  dçQX  paraboles  qui  ont  pour  axe  commun  celui  du  paraboloîde. 


*T        »■ 
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TROISIÈME  MÉMOIRE 

Sur  le  développ&neat  des  fonctions  ou  parties  de  fonctions 
en  séries  dont  les  divers  termes  sont  assujétts  à  satisfaire,  à 
une  même  équation  différentielle  du  second  ordre  ^  conte^ 
nant  un  paramètre  variable  ; 

Pae  Jr.  LHHJTILLE  (*). 

(Présenté  à  l'Académie  des  Sciences.  —  Août  i83^.) 


1.  Datis  ce  troisième  mémoire»  comrme  dans  les  deux  préc^enis^ 
je  considère  les  fonctions  Y  qui  satisfont  à  Téquation  diff(frentielle 


et  aux  coaditîons  définies 

(a)  ^  —  AV  as  o     pour  a:  ss:  x , 

(5)  S  +^V  =  o    pour  X  =  X  : 


X  est  une  variable  réelle  qui  peut  croître  depuis  x  jusqu'à  X  :  h,  H 
sont  deux  coefficients  positifs^  ^^  Sf  ^p  ^  ^^^'^  fonctions  positives 
de  X.  Pour  que  les  équations  (i),  (n),  (3)  aient  lieu  en  même 
temps ^  il  faut  que  le  paramètre  r  soit  choisi  parmi  les  racines  (réelles 
et  positives)  r,,  r^f  ^s»****    d'une  certaine  équation   transcendante 


(*)  y<\Tcz  le  tome  PT  de  ce  Journal ,  page  a53  et  le  lome  II ,  page  i6. 
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9(r)  ss  o.  Cela  pos«  »  on  veal  démontrer  la  convergence  et  trouTep 
la  somaw  de  la  série 

(4)  •    ^\^ 

dans  laquelle  le  signe  Z  s  applique  aux  valeurs  de  r  dont  il  vient 
d'être  question  et  où  /{jc)  représente  une  fonction  réelle  (*)  de  .r. 
Cette  fonction  /(x)  est  arbitraire  :  elle  peut  changer  de  forme  ou 
d'expression  analytique  dans  Félendue  des  valeurs  de  la  variable; 
mais  nous  supposerons  en  général  que  pour  chaque  valeur  déter- 
minée de  X  elle  prend  une  valeur  unique  et  déterminée ,  et  que ,  de 
plus,  elle  croit  infiniment  peu  lorsque  la  variable  a:  elle-même  subit 
un  accroissement  infiniment  petit.  J  ai  démontré  le  premier  la  con- 
vergence de  la  série  (4)9  dans  un  mémoire  imprimé  à  la  page  16  de 
ce  volume  ;  mais  l'analyse  dont  j*ai  fait  usage  alors,  quoique  simple 
et  élégante j  n^est  pas  encore  assez  générale.  En  effet,  elle  exige  que 
les  dérivées  premières  et  secondes  des  fonctions  g,  l,  /(je)  ne  de- 
viennent jamais  infinies  lorsque  x  croit  de  x  à  X.  ;  et  que ,  de  plus, 
f(x)  vérifie  les  deux*conditîons  suivantes  2 

(^-*/(^)=^^    P0urx=x, 
I  i^  4-H/(a:)=  o    pour  x  =  .X. 

Je  me  propose  ici  de  faire  disparaître,  autant  qu'il  me  sera  pos-« 
sible,  ces  restrictions  diverses,  et  surtout  celles  relatives  à  la  fonc 
tion  fipc).  Il  me  suffira ,  pour  cela ,  de  modifier  un  peu  la  méthode 
dont  je  me  suis  servi  précédemment,  ce  qui ,  je  dois  l'avouer,  en  al- 
térera l'élégance.  Mais  la  démonstration  nouvelle  qui  résultera  de  ce 
changement  sera  aussi  rigoureuse  que  l'ancienne  et  beaucoup  plus 
complète.  En  l'exposant  j'admettrai,  pour  plus  de  simplicité,  que 
des  deux  nombres  A,  H  aucun  n'est  infini. 

•    -■  .    ■ 

(♦)  Si  la  foDCtioii  J{x)  était  imaghiaire  et  de  la  forme /,(jr)  -|-  l/--^/i(«)> 
on  dëcomposaît  la  série  (4)  en  deux  autres  séries  semblables  ,  relatives  aux  deux 
autres  fonctions  réelles  fx{x)yfg{x). 
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2.  II  faut  d'abord,  comme  dans  mon  second  mëmpire,  changer 
de  variable  indépendante  et  remplacer  la  fonction  Y  par  une  antre 
fonction  U.  Posons 

^'  ^  *  V'gk 

l'équation  (i)  d#ylendra 

K  représentant  la  Quantité 

Quant  aux  équations  (3),  (4),  si  on  lenr  applique  les  mêmes  traQ99 
fprmations,  elles  prçndronf  Ifi  forme 

(7)  ^  -r-  hl3  a=5  o    pour  z  =ss  o  « 

(8)  g  +H'U  =;»  0    pourzasZ, 

2^  étant  la  yaleur  de  z  qui  répond   à    x^szX  ;   h\  IX  désignent 
deux  constantes  différentes  de  %  »  H ,  et  qui  ne  sont  pas  assuiéties  » 
comme  ces  dernières  ^  à  la  condition  d'être  positives. 
On  aura  en  fnême  temps  ^  par  un  calcul  très  simple  ^ 


]^n  faisant 


on  aura  aussi 


fixWgk  «=  î{z) , 


Représentons  par  flT  le  terme  général  dç  la  série  (4)  •  P«**e  série  sera 
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exprimée  par  82T,  et  là  valeur  de  T  pourra  se  mettre  sous  la  forme 

U/     Uf(s)A 
(9)  T=-i^2^ , 

J    ^^^ 

que  nous  lui  attribuerons  d&ormais  exclusivement.  Nous  considére- 
rons ,  dans  les  numéros  qui  suivent,  les  termes  de  la  série  2T  qui  ré- 
pondent à  des  valeurs  de  f  très  grandes,  et  nous  démontrerons  la 
convergence  de  cette  série ,  quelle  que  soit  la  fonction  /(x).  Pour 
l'exactitude  de  nos  raisonnements ,  il  suffira  que  la  valeur  absolue 
\/Af  de  la  fonction  X  soit  tellement  composée  en  z  que  l'intégrale 

1  \/l^.dz  ait  une  valeur  finie  et  puisse  être  regardée  comme  équi- 
valente à  la  somme  de  ses  éléments.  Cette  condition  est  remplie, 
dans  certains  cas  ^  même  par  une  fonction  X  qui  devient  infinie  pour 
une  ou  plusieurs  valeurs  de  z  comprises  entre  o  et  Z.  Quand  la  con- 
vergence de  la  série  (4)  aura  été  ainsi  démontrée ,  on  pourra  conclure 
de  la  méthode  développée  dans  mon  premier  mémoire,  que  la 
somme  de  cette  série  esXf{x)  depuis  orssx  jusqu'à  x  =  X.  Pour 
l'exactitude  de  Téquation  f{x)  =  Ô3ST ,  il  n'est  pas  du  tout  néces- 
saire que  la  fonction  f{x)  satisfasse  aux  conditions  (5)  :  ces  con- 
ditions, que  j'ai  imposées  mal  à  propos  à  la  fonction /(jc)  dans 
mes  deux  premiers  mémoires ,  sont  inutiles  et  doivent  être  abso- 
lument mises  de  côté. 

II. 

5.  Désignons,  comme  dans  mon  second  mémoire,  par  A',  U', 
ce  que  deviennent  A  et  U  lorsqu'on  j  remplace  z  par  z^  :  nous 
tirerons  de  l'équation  (6)  l'équation  nouvelle 

(,o)    \i  =  cosfZ  +  ^i^^^^-fl?^'\i'Anr{z^7f)d:^, 

qui  a  été  donnée  déjà  à  la  page  !i4  ^^  ^  volume.  Cette  valeur 
de  U  Satisfait  à'^'la  fois  à  l'équation  indéfinie  (6)  et  à  la  condition  dé- 
finie (7)  :  elle  suppose  que  l'on  ait  pris  pour  unité  la  valeur  arbi- 
traire de  U  relative  à  2  =  o.  On  peut  s'en  servir  pour  trouver  une 
limite  supérieure  de  la  plus   grande  valeur  abolue  que  U  puisse 
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prendre  lonqve  z  ctiÂtde  o  à  Z.  Soit  en  effet  Q  cette  y^enr  maxima. 
Si  la  quantité  \/^  est  teBe  que  Tîntëgrale  f^  V^.dz  paisse  être 

regardée  comme  équivalente  à  l;i  somme  de  ses  éléments  ^  il  en 
sera  de  même  ^  ^b/t/on  de  l'intégrale 

]a  Yoleur  de  cette  dernière  intégrale  augmentera  donc  en  remplaçant 
X'  par  \A^,  U'  par  Q,  sin  f^z-^ïf)  par  Kmitté  et  g  par  Z  :  d'un 

autre  côté ,  le  maximum  de  cos  fzH ?^  est  y/ 1  +  ^-j  :  donc 

,1e  second  membre  de  l'équation  (lo)  est  consUmment  plus  petit  que 


et  eomme,  d'mn  auti«  o6té,  U  pMtf  deTCnir  ëg»l  àQ,  cela  exige 
que  l'ott  ût 

Ainsi ,  pour  des  valeurs  de  /  supérieures  à  y      \/K*.dz,  il  vient 


Q< 


ÏO^' 


On  peut  donc  trouver  une  limite  indépendante  de  ^  au--dessous  de 
laquelle  Q  et  U  tomberont  toujours ,  pour  des  valeurs  de  f  de.  plus 
en  plus  grandes  :  afin  de  mieux  préciser  cette  limite ,  nous  dirons 
que  l'on  a  par  exemple  U  <  3  lorsque  le  paUMnètre  f  est  suffisam- 
ment grand.  Ce  théorème  a  été  démontré ,  mais  d'une  manière  moins 
générale^  dans  mon  second  mémoire. 

m. 

4.  En  diffijrenciant  l'équation  (ro)   par  rapport  k  z,  on  obtient 
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la  valeur  de  -r-  :  il  est  aisé  d'en  déduire  ensuite  celle  de  -r   +  H17 

relative  ;s  =  Z,  et  par  conséquent  de  former ^  d'après  la  condition  (8), 
l'équation  dont  les  valeurs  de  /  dépendent.  En  posant ,  comme  dans 
le  mémoire  déjà  cité, 

P  «  y  -H  H'  4-  /^'U'(oo8,.«'-S:^)d^, 

cette  équation  sera 

(il)  t«ngfZ  =  p::^. 

D'après  la  composition  des  fonctions  P  et  P',  on  voit  que  pour 
de  grandes  valeurs  de  f  elles  ne  peuvent  jamais  dépasser  un  cer* 
tain  maximum  absolu  indépendant  de  ce  paramètre  et  facile  à  cal- 
culer :  en.  se  rappelant  que  Ton  a  U  «<  a,  on  trouve  en  effet 

!■<  v'(*'+H')'+a  y/i  +  (£y.y/Vv.dk, 

''<\/5?+'v/^+^'-/:vÂ-..*, 

d'où  résulte 

P'  <  1  +  vi  /o^  v^^-  ^^^ 

dès  que  le  paramètre  p  a  une  valeur  numérique  supérieure  à  celle  des 
deux  quantités  H'^  Whf  :  il  est  inutile  d'avertir  que  dans  ces  inégafités 
les  radicaux  isont  tous  pris  positivement. 

On  trouvera  de  même  une  limite  indépendante  de   p  pour  les 
deux  dérivées  ^,  -^.  On  peut  conclure  de   là  que  pour  des  va- 
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leurs  de  p  très  grandes ^  le  second  membre  de  réquisition  (ii)  et  sa 
dérivée  prise  par  rapport  à  deviennent  de  très  petits  nombres. 
5.  Maintenant  mettons  Téquation  (ii)  sons  la  forme 

(12)  tangpZ  —  — ^  =  o. 

Désignons  par  n  un  nombre  entier  très  grand  et  substituons  au  lieu 
de  f  les  deux  quantité 

dans  la  fonction 

**«ep2  —  j^  : 

par  ces  substitutions,  le  terme  tangpZ  deviendra  successivement 
•—  1 ,  4*  '  '  ^^  second  terme  au  contraire  sera  très  petit.  Donc,  la 
fonction  dont  il  s'agit  (fonction  qui  reste  évidemment  continue  entre 
les  limites  citées)  passera  du  négatif  au  positif,  d'où  l'on  doit  con- 
clure que  entre  les  limites 

il  existe  une  racine  de  l'équation  (i^)  ou  de  l'équation  (ii).  Je  dis 
de  plus  qu'il  n'y  en  a  qu'une;  car,  dans  le  cas  contraire,  il  faudrait 
que  la  dérivée  prise  par  rapport  à  p  de  la  fonction 

put  devenir  égale  à  zéro  entre  ces  limites ,  ce  qui  n'est  pas ,  puis« 

que  lorsque  pZ  varie  depuis  nir  —  7  jusqu'à  nir  +  j,  la  dérivée  de 

p 
tang  fZ  est  toujours  >  Z ,  tandis  que  celle  de  ~:^  est  très  petite. 

Il  y  a  de  même  une  seule  racine  entre 

jQn+i)*-^]    et    i[(„+.)»+j]. 
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entre 

l[(«-|-a>r-j]    et    J[(n-|-a>7r+j],  etc. 
Mais  il  n'en  existe  aucane  entre 


entre 


i[(»+.>r+|]    et    ^[(n.f-a)-j],  etc., 

comme  on  peut  s'en  assurer  en  obseryant  que,  pour  les  valeurs 
de  p  comprises  dans  chacun  de  ces  intervalles,  on  a  tang*pZ>i. 

6.  La  racine  p  comprise  entre 

|(n*-9    et    i(i»^H.j) 

s'obtient  du  reste  sans  difficulté  puisque  l'équation  (i  i)  résolue  donne 

P 
fZ  ss^  mr  +  9LTC  tang  -^-p  : 

p  p  p 

en  remplaçant  arc  tang    _^y  par  -;^-9<Hi  par  -,    et  ensuite  p  par 

-^  dans  la  fraction  -,  on  aura  une  expression  de  p  très  approchée.  On 
voit  par  là  que  la  valeur  de  p  est  de  la  forme 

B.  étant  une  fonction  de  n  dont  la  valeur  absolue  restera  toujours 
inférieure  à  une  certaine  limite,  indépendante  de  n,  que  l'on 
pourrait  assigner. 

7.  Les  racines  qui  viennent  après  celles-là  pac  ordre  de  gran- 
deur s'en  déduiront  en  augmentant  successivement  le  nombre  n  d'une 
unité.  En  les  élevant  au  carré,  on  obtiendra  les  valeurs  correspon- 
dantes du  paramètre  r  :  on  pourrait  même  démontrer  que  la  (n+i)"" 
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des  racines  r,fr^,  etc.,  est  prëcisément  exprimée  par    - 

c'est  ce  que  j'ai  fait  voir  à  la  page  5o  de  ce  ^wlume  et  ce  sar  quoi 
il  est  inutile  d'insister  ici.  Il  suffit  d'observer  que  la  partie  princi- 
pale des  racines  p  fouroies  par  la  formule 

/ITT  Bb 

*•=  Z-  +  - 
croit  proportionnellement  au  ncmibre  n; 

Dans  la  suite  de  ce  mémoire^  nous  désignerons  par  la  caracté- 
ristique *  (et  aussi  par  *',  *'V  *'^. .  •) toute  feuctîott  de  /i  qui  ne 

dépassera  jamais  tm  certsimmaximidm  absolu  N  :  -  sera  par  exemple  une 
de  ces  fonctions ,  d'où  il  est  aisé  de  conclure  que  les  séries  ayant 
pour  terme  général  —ou  —  sont  conTCi^enles ,  puisqu'on  rem- 
plaçant f  par  »rD  elle  se  ramènent  à  la  form«  2  (~}. 

IV. 
8.  Considérons  les  deux  intégrales 

(i  4)  f^  f  (a)  an  fzdz,      j'^  f(a)  cx»fad»^ 

f  (i)  désignant  la  fonction  de  2  4}ni  se  trouye  an  nomérateur  de  la  frac- 
tion (9)  ou  plus  généralement  une  fonction  déterminée  de  z  qui  ne  de- 
vienne] amais  infinie.  Je  dis  que  ces  deux  intégrales,  considérées  comme 

fonctions  de  /d,  sont  de  la  £3rme  ^,  Pour  établir  ce  théorème  très  utile  et, 

je  crois,  déjà  connu ,  il  suffira  de  montrer  que  la  valeur  de  chacune 
d'elles  est  inférieure  à 

f,  étant  le  maximum  absolu  de  f(a),  p  le  nombre  de  fois  où  la 
fonction  f  («)  change  de  signe  entre  les  limites  o ,  a,  et  y  le  nombre 
de  fb»  oil  (sans  dkangerde  signe)  die  cesse  d'être   croissante  ou 
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constante  pour  devenir  décnOissaate,  .oa  bien  œsse  au  contraire  d'être 
déccoissaûte  OU  constante  ponr  devenir  croissante. 

Or^  soient  2^  A»**  $  ^'^  1^  valears  pout  lesqudUeâ  sefifec* 
tue  ainsi  un  changement  dans  l'état  de  la  fonction,  en  sorte  que 
de  l'une  de  ces  valettrS  à  la  suivante  cette  fonction  ait  un  signe 
invariable  et  soit  toujours  croissante  011  toujour»  décroissante,  ces. 
derniers  mots  n'excluant  pas  toutefois  les  cas  où  elle  resterait  cons- 
tante. Chacune  des  intégrales  (14)  se  partag^era  en  (/;  +  ^  -f*  i)  autres 
intégrales  prises  y  la  première  entre  les  limites  o  1  x',  la  seconde 
entre  les  limites  z'f  z",. . .,  la  dernière  entre  les  liniites  z^'*'^^  et  z. 
Désignons  par  a  une  quelconque  des  quantités  o,  z\  £'...  et  par  b 
celle  qui  la  suit  immédiatement  dans  l'ordre  des  indices*  Si  je  prouve 
que  la  valeur  numérique  de  chaque  intégrale  partielle 

M  =  r  f («)sîn  pzdz ,       M'  =ii  j     ({z)  cos  pzdz 
est  inférieure  à  —,  il  sera  prouvé  à  fortiori  cfsie  les  intégrales  (14) 
sont  toutes  deux  plus  petites  que  ^^^  ^  g  "t  1)*  t  ^    cottforméitieni 
au  théorème  énoncé.  ^ 

Soit  ml  le  nombre  entier  immédiatemefft  rapérieor  il  ^  ,      et 

(yii^m')  le  nombre  entier  immédiatement    inférieur    à  ^.  De- 


m'jr 


pois  s  =  a  jusqu'à  s  as  -^- ,  f  (  z  )  fin  psdk  cdniervera  toujours 
le  même  signe  ;  pour  fixer  les  idées,  admettons  que  ce  soit  le 
signe  +  :  entre  les  limites  z  =  ^^ ,  z=:  i^JliZ^^  w  est  clair 
que  la  valeur  de  ((z)  sin  pzdz  sera  aru  contraire  n^ative,  puis  elle 
redeviendra  positive  depuis  z  =  ^'^  ' -  jusqu'à  z^ssa^^  "^^-^  et 
ainsi  de  suite.  Partageons  l'intégrale  M  en  un  certain  nombre  d'autres 


7i/9r 


intégrales  prises ,  la  première  depuis  2=2  a  jusqu'à  z  =  — ,  la  se* 
coude  depuis  z  ^s  —  jusqu'à  z  =  *  ■  —  1  •  •  •  #  la  dernière  de- 
puis z  ss:  —^ — ^  jusqu^à   «  ==:  5.   Ces  diverses   intég^râlés ,    dont 
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nous  désignerons  par  Do»  D,»  D.,.  • .  .^  D.,  D^t,  D,  les  valeurs  ab- 
solues seront  alternativement  positives  et  négatives.  De  plus,  si  la 
valeur  absolue  de  {{z)  est  décroissante,  il  est  aisé  de  voir  qu'on  aura 

D.  >  D..  •; .  >  D.> D.^.  > D, 
tandis  qu'il  viendra  au  contraire 

D^,  >D«....  >D.>D,  >Do, 

si  la  valeur  absolue  de  f(z)  est  croissante.  Dans  le  premier  cas,  l'inté- 
grale M  sera  comprise  entre  Do  et  Do  —  D,  et  par  conséquent  sa  valeur 
numérique  sera  inférieure  au  plus  grand  des  deux  nombres  D,,  D.  : 
dans  le  second  cas,  [cette  valeur  numérique  sera  inférieure  au  plus 
grand  des  deux  nombres  D,  D.^,.  Or,  toutes  les  quantités  D,,  D,..., 
Din^i,  D  grandissent  lorsqu'on  remplace  f(z)  par  son  maxinmm 
f,  :  de  plus  D,  et  D  peuvent  grandir  encore  si,  après  ce  change- 

ment,  on  remplace  a  par  ^ ^  et  ù  par  ^ i— -.  Or,  quand 

on  a  effectué  ces  diverses  opérations,  ces  intégrales  deviennent  toutes 

égales  entre  elles  et  à  -^  :  donc  II  fortiori  la  valeur  numérique  de  M 

est  <  — .  Une  démonstration  semblable  s'appliquera  à  l'intégrale  M'. 

V.         ' 
9.  Il  est  aisé  de  trouver  à  quelle  forme  on  peut  réduire  l'intégrale 
\iî{z)dz.  Puisque  Ton  a 


s 
o 

K  sin  9Z 


f 

U  =  cosfz  +  5^  +  i//A'U'sinf  (z^z')rf«', 
ou ,  ce  qui  est  la  même  cbose , 

U  ss  cospz  —  ^^^  j    AUsinpz^z 

l'intégrale  en  question  est  composée  de  trois  parties  distinctes;  la  pre* 
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f{z)cosfzdZf  est  de  la  forme  —,  d'après  ce  qu'on 
vient  de  démontrer.  Je  vais  montrer  que  les  autres  sont  de  la  forme 
%.  En  effet  l'intégrale  douUe 

J     f(z)  coBfuhj    AU  sin'^&y 
à  Taîde  d'une  intégration  par  parties  et  en  posant 

/'  f(z)  COSpJU/z  SB   -  y 
®  c 

devient 

- 1     XVsinfzdz—^f  XVirànpzdz: 

par  suite  elle  prend  la  forme  —  lorsqu'on  la  multiplie  par .De 

même  l'intégrale 

r*  f  (z)  sîn  fzdlz  (hf  +j  '  AU  cospJttfc^ , 

à  l'aide  d'une  intégration  par  parties  et  en  posant 

I     {(z)Einpzdz  =  -, 
devient 

"(*'  +f'>^^OMpzdz)  —  ^f'xV^cosfzdz: 

par  suite  elle  prend  la  forme  -;  lorsqu'on  la  multiplie  par  -. 

lo.  La  propriété  de  l'intégralej  '  f  (z)  Vdz  que  nous  venons  de  dé- 
montrer subsiste  encore  lorsque  sa  limite  supérieure  devient  égale  à 
Z.  On  en  conclut  que  le  numérateur  du  terme  géaéral  T  de  la  série 
ZT  est  de  la  forme 

la  valeur  de  -  étant  précisément 

To^e  n.  *  Nomnv  18)7.  S6 
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COS  fz  I     i{z) CQSpidz : 
qiiaat  au  déaoaiinatear  /     U^dz  ^  ii  «Bt«gal  k 

f^  cos-  rzdfiJ^  Î  fo^^  t^Miz  4-  ^f^  R'^fe , 

R  représentant  la  qaantite 

A' sin  f^  ^f'^  AWsva  p(z  — V)  rfz'. 
Or, 

W  ycàt  doac  «jf^'Ahstivctioa  l«ite  des  termes  divisés  par  f  la  valeur 
U-^is  se  réduit  à  -•  D*après  cela  on  peut  écrire 


ce  qui  donne 

T 


-C-+'?)-j-(77^- 


Mais  cette  yaleur  de  T  peut  elle-même  se  niettre  sous  la  forme 

a*    .    ♦^ 


'^=^"^7' 


V 


et  la  série  2  —  est  conyer|[ente»  Donc,  pour  prouver  la  convergence 
de  la  série  ST,  il  suffit  d'établir  celle  de  la  série  plus  simple 

Z't    eu    ïcospzj     f{jt)càspxdz 

que  nous  désignerons  par  2Y. 
1 1  •  La  formule 
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donne 

cosfz  =  COS -^ COS— ^  an-^an— . 

Oq  a  sin  —  =  o   aux  quantités  près   de  la  forme    -    ou    -   et 

cos  —  =  X  aux  quantités  près  de  la  forme  ^.  U  est  donc  permis  de 
poser 

cos  pz  5=  cos  "Y"  -f-  j 

et  Ton  pourrait  écrire'  aussi 


cos  f z  s  cos  -^ j^  sm  pz  +  •^. 


On  a  donc  d'abord 


Y  «  (cos  ^  +  t)  f^((z)  cos  fzdz, 
yaleur  qv^û  est  aisé  de  réduife  à  la  forme 

Y  =  coa^f^  f(z)  cospwfe  +  ^ , 

en  se  rappelant  que  l'intégrale  J^    t{z)ci»p%dz  est  de  la  forme  -. 

En  remplaçant  cos  fz  par  cos  -j ^  sinpz  +  -,   et    observant 

que  l'intégrale  f   z((z)  sia  pxdz  est  aussi  de  la  forme  -,  on  a  ensuite' 

Y^cosJ^/J^fWcosCA  +  t;. 


*" 


Or  la  série  Z  —  est  convergente ,  et  il  en  est  de  même  de  la  série 
périodique 

$5.. 
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dont  les  géomètres  se  sont  beaucoup  occupés  (^).  Donc  la  couver-* 
gencede  la  série  2Y(  et  par  conséquent  de  la  série  ZT)  est  incontes- 
table. 

VL 

II.  Nous  avons  dit  que  nous  regardions  en  général  la  fonction 
f{x)  comme  assujétie  à  prendre  un  accroissement  infiniment  petit 
lorsque  x  croit  infiniment  peu  :  cependant  la  démonstration  précé- 
dente de  la  convergence  de  la  série  2T  est  indépendante  de  cette 
restriction  :  elle  ne  cesserait  pas  d'être  exacte  si,  pour  une  ou 
plusieurs  valeurs  de  a? ,  la  fonction  f{x)  /qui  ne  devient  jamais 
infinie)  passait  tout-à-coup  d'une  valeur  A  à  une  autre  valeur  très 
différente  B.  Mais  pour  prouver  que  la  somme  F(j:)  de  la  série  (4) 
est  égale  à  f{pc)  depuis  x= x  jusqu'à  àr  =  X ,  il  faut  exclure  le  cas 
où  les  valeurs  de  f{x)  peuvent  varier  brusquement,  ou  du  moins,  si 
ce  cas  a  lieu,  il  ne  faut  pas  étendre  l'équation  F(a:)=:  f(x)  aux  abs- 
cisses X  pour  lesquelles  l'ordonnée  de  la  courbe  représentée  par  Fé- 
quation  jz=if{pc)  devient  ainsi  discontinue'.  Bornons-nous  donc  aux 
fonctions  y*(ar)  jouissant  des  propriété»  indiquées  n**  i.  Alors,  comme 
nous  l'avons  déjà  dit,  l'équation  F(:r)=  f{ai)  se  démontrera  par  la 
méthode  indiquée  dans  mon  premier  Mémoire  et  subsistera  même  aux 
limites  a:=:x,  orssX.  Toutefois  cela  suppose  que  des  deux  nombres 
A,  H,  aucun  ne  soit  infini.  Si  l'on  a  par  exemple  Acs 00  l'équation  (a) 
deviendra 

V  =  o     pour     :r  =  x: 

on  aura  donc  aussi  dans  ce  cas 

F(;r)  =5  o     pour    a:  =  x; 

et  l'équation  F  (or)  z=f(x)  ne  pourra  subsister  à  la  limite  x=x  que  si 
la  fonction  y*(jc)  vérifie  la  condition  /(x)=  o.  De  même  si  H=oo , 
l'équation  F{x)z=f(x)  ne  pourra  subsister  à  la  limite  x=X  que  si 


C^  Pour  tout  ce  qui  regarde  la  conve^ence  des  séries  périodiques ,  vqjrez 
les  ouvrages  de  M.  Gaueby  et  surtout  Texcellent  Mémoire  de  M.  Lejeuue  Dirichlet 
(Journal  de  M,  CreUe,  tome  lY,  a*  cahier). 
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l*oa  a/(X)  st  o*  Au  reste  ceâ  cas  d'exceptioa  sont  indiqués  par  notre 
démonstration  même.  En  effet  pour  que  l'intégrale 


/,''g[F(ar)-/(:c)]V.(x)d:r, 


dont  on  fait  usage  à  la  page  a63  de  tome  I""  de  ce  journal ,  soit  égale 
à  zéro  quel  que  soit  l'indice  /ti,  il  est  nécessaire  que  l'on  ait  en  général 
F(x)  =  y*(jc);  mais  cette  nécessité  disparaît  pour  les  valeurs  de  x  qui 
donnent  \J^x)=iO  quel  que  soit  m,  puisque,  pour  ces  valeurs,  l'élé- 
ment g[F(x)— jr(ar)]V«(jc)rfjp  est  nul  de  lui-même  indépendam- 
ment du  facteur  F(ar)  —  /(^)- 

VIL 

la.  En  terminant  ce  troisième  Mémoire,  je  ne  puis  m'empécber  de 
&ire  observer  combien  est  directe  et  générale  la  méthode  dont  je  me 
suis  servi  pour  sommer  la  série  (4)*  Cette  méthode  s'applique  non- 
seulement  aux  fonctions  Y  définies  par  une  équation  différentielle  du 
second  oi'dre ,  mais  o&eore  à  une  foule  de  fonctions  données  par  des 
équations  différentielles  d'ordre  supérieur.  C'est  ce  que  l'on  peut 
voir  par  l'exemple  simple  que  j'ai  développé  dans  mon  mémoire  sur 

l'intégration  de  l'équation  37  =  ^  (*)• 

Au. reste/  voici  quelques  théocèoies  que  je  me- contenterai  d'é- 
noncer et  dont  le  lecteur  trouvera  aisément  la  démanstration.  Us  ser- 
viront à  bien  montrer  la  généralité  de  mes  principes  quoi  qu'Us  soient 
fort  loin  d'embi^asser  tous  les  cas  où  ces  principes  sont  applicables*  Dans 
tout  ce  qui  va  suivre,  a:  désignera  une  variable  réelle  comprise 
entrexetX  :  /(x),  (p(x),  *(jp),  V,,  V,.  •  • ,  V,, .  •,  U„  U..  • .,  U.. . . , 
seront  des  fonctions  de  œ.  Pour  éviter  tout  embarras,  je  supposerai 
que  ces  fonctions  ont,  pour  chaque  valeur  de  x,  une  valeur  réelle 
unique  et  déterminée ,  et  qu'elles  croissent  infiniment  peu  lorsque  x 
éprouve  un  accroissement  infiniment  petit  :  toutefois,  cette  condition 
de  continuité  ne  sera  pas  toujours  indispensable.  Cela  posé, 

(*)  Yoy«s  le  deioier  cahier  An.  Journal  de  rÊcolePoljrtechnique. 
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i«.  Si  ketfoQCtioD*  V,,  V.>. . .,  U..  U.,. . .  Mût  telks  «foe,  ponr 
deux  indices  m  et  n  diffiiretits»  oo  ait  toojottrs 

et  si  ia  série 


/. 


est  convergente»  la  somme  F(x)  de  cette  série  devra  satisfiure  à  la 
condition 

/^''u.[F(ar)-./(x)>ir=o, 

l'indice  n  étant  quelcO&qtle. 

a»,  ai  done  ôti  désigne  par  A, ,  A., ...  des  quantités  choisies  arbi- 
trairemetit ,  mais  ittdépendafites  de  x,  et  si  Ton  pose 

P  ar  A,U.  -f  AgU.  +  eto. 
on  aura  aussi 

S^".  Si  par  uM  dëtemmalioti  conveiiibie  des qoaiitttës  A,^  A.  ^ . . . ^ 
on  peut  faire  éti  soffle  tpxt  P  chaogiB  de  signe  pour  des  ^alears  qud- 
conques  de  x  »  ddotié»  d'avance  et  ne  change  de  signe  que  ponr  celles-- 
là, on  aura  F(a?)  «  f{»). 

4^.  Toutefois  si  les  fonctions  U,^  U«i  elc.^  s'^ymnooisaent  tontes  ponr 
une  même  valeur  de  x  telle  que  xssa^  il  pourra  arriver  que  l'é- 
quation V{x)  ^s^f{x)  cesse  d'avoir  lien  pour  X9mm.  Dans  le  cas  où 
l'équation  F(a)8£:/(a)  sera  ainsi  tueiacte,  la  dérivée  F'(a)  sera  né- 
cessairement infinie. 
5r  Si  la  fonction  f  jouit  de  la  propriété  énoncée  (S\)  et  si  l'équation 

f^<p{x)\iJxz=:o 
a  liieu  quel  que  soit  l'indice  n,  on  aura  nécessairement  9(jc^a;so. 
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6®.  La  propriété  énoacée  (5^.)  appartient  k  la  fimttion  P  quand  la 
foocUoa  U«  est  oonstamment  égale  à  an  polyoome  entier  de  degré 
(n-i). 

7^.  Elle  a  lien  encore  4anâ  tnie  fpale  d'antres  cas,  el  spéetaletnent 
quand  l'éqaation 

A.U,  +  A.U^  +...•+  ApU.  =  o 

a  tout  au  plus  (in —  i)  racines  tant  égales  qfi'inégalas^  quel  que  soit 
l'indice  n  et  quels  que  soient  les  coefficients  A, ,  A. ,  •  •  •  •  ,  A». 
8*.  Si  la  condition  précédente  est  remplie  et  si  l'équation 

•X 


/. 


a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  n  çooipri^es  4ans  la  série  i ,  a, .  • . ,  m, 
la  fonction  (p(x)  changera  de  signe  au  moins  m  fois  entre  les  limites 
ar  =  X,     X  =  X. 

9**.  Soit«(r)  =  o  une  équation  transcendante ,  et  r, ,  r«,  Ts,.... 
des  racines  de  cette  équation.  Admettona  que  la  fonction  ^(x,  r)  ne 
devienne  identiquement  nulle  pour  aucune  des  racines  r  de  <zr  (r)=o, 
tant  que  ot  raate  indétattnuée.  Si  l'équation 


/. 


^(ppf  r)Vtida:  a»  o^ 


dans  laquelle  l'indice  n  «st  qjielconiIM ,  ^a  Uau  pour  k  foaetion  paiw 
ticulière  <P  toutes  les  fois  que  la  racine  r  est  différente  de  r«  »  r^,^  etc« , 
et  si  de  jdus  la  fonction  P  jouit  de  la  {MTopriété  énoncée  {S"".),  je  dis 
qae  la  racine  réelle  ou  imaginaire  dont  il  s'agit  n'existera  pas ,  c'est-à- 
dire  que  l'équation  4r  (r)  s=  o  ne  pourra  avoir  aucune  racine ,  réelle 
ou  imaginaire  y  différente  de  r^^r^,  etc. 

i3.  Userait  aisé ,  je  le  jépète^  ilfi  .généraliser  encore  beaucoup  ces 
théorèmes.  Mais  nos  énoncés  deviendraient  alors  trop  vagues.  C'est 
dans  les  considérations  exposées  ci-dessus  que  rentrent  les  résultats 
obtenus  dans  les  deux  notes  imprimées  page  i  et  page  107  de  ce  vo- 
lume* Dans  la  première  de  ces  notes,  on  se  propose  de  prouver  que 
l'équation 

y     af^{x)  dx  ;=  o 
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qaand  elle  a  lieu  toates  lés  fois  que  n  est  zéro  ou  on  nombre  entier 
positif,  entraîne  la  suivante  9(07)39  o.  Le  moyen  que  j'ai  emplçyé 
pour  atteindre  ce  but  est,  à  mon  sens,  le  plus  élégant  dont 'on 
puisse  faire  usage.  Ici  Ton  a  U.s=sAr^'  :  la  fonction  P  est  égalé  à 
A,  +  A,ar  4-  A,aî'  -f-  etc.  et  jouit  évidemment  de  la  propriété  énon- 
cée (5%).  On  peut  donc  appliquer  le  théorème  indiqué  (5*) ,  et  c'est 
ce  que  j'ai  fait.  Mais  il  est  bon  d'observer  que  si  Ton  prenait  A,=  i , 

A,s=:-,    Asssa-^^,  etc.,  OU  aurait 


1.2' 


I 


l'équation 


donnerait  donc 


/. 


X 

Tf^(x)dx  =i  o, 


f^ èi^'<p(x)da:  ss  o, 

et,  à  cause  de  l'indéterminée j^,  on  en  tirerait  f(x)  =  o,  ce  qu'il 
fallait  démontrer.  Ici  se  révèle  un  nouvel  artifice  qui  consiste  à  intro- 
duire dans  A„  A»,  etc.  une  indéterminée  j^.  On  peut  rattacher  à  cet 
artifice  la  méthode  dont  nous  avons  fait  usage,  M.  Sturm  et  moi, 
dans  un  mémoire  encore  inédit  dont  l'extrait  setrouve  a  la  page  3ao 
de  ce  volume. 
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I 

NOTE 

Sur  une  propriété  des  sections  coniques; 
PAa  M.  E.  PAGES. 


Si,  par  un  point  quelconque  d'une  section  conique,  on  mène  les 
•deux  rayons  vecteurs  et  une  normale  terminée  à  l'axe  des  fojrers,  la 
projection  de  cette  normale  sur  Fun  quelconque  des  deux  rayons  vec- 
teurs sera  égale  au  paramètre.  Considérons  d'abord  une  ellipse  :  soient 
z  et  2'  les  deux  rayons  vecteurs,  n  la  normale,  p  sa  projecticxi  sur  cha- 
cun des  deux  rayons  vecteurs,  A  et  A;  les  distances  du  pied  de  celte 
normale  aux  deux  foyers  :  soient  de  plus  aa  le  grand  axe,  nb  le  petit 
axe  et  ac  la  distance  des  foyers,  de  telle  manière  que  z+^t^sssa, 
h'^k^^tÀCf  a* — c^zizb\  On  aura,  d'après  les  propriétés  des  triangles 
obliquangles , 

A»  £=  ;b*  +  >i»  —  aj9z , 

relraoLchant  ces  deux  équations  membre  2i  membre,  il  vient 

ou ,  ce  qui  est  la  même  chose , 

c{h  —*)=(«  —  a)  {a  — /)). 
De  cette  équation  ou  déduit 

c  :  a  —  p  i:  z  —  st  \  h  -^  k.  (i) 

La  propriété  qu'a  la  normale  de  partager  l'angle  des  rayons  vecteurs 

Tome  11.  -•  NOTBMBBB  1837.  56 
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en  deux  parties  égales,  donne  la  proportion 

z  :  s^  ::  h  :  k, 
on  en  déduif 

z  +  a'  :  A  4-  A  ::  z  —  a'  :  A  — **, 
ou 

a  :  c  ::  z  —  zf  :  h  —  k. 

Cette  proportion  combinée  avec  la  proportion  (i)  donne 

c  :  a  —  p  ::  a  :  c, 
d'où 


Le  même  mode  de  démonstration  s'applique  à  Thyperbole. 

Dans  le  cas  de  la  parabole,  lun  des  foyers  se  transportant  à  rioSi^r, 
le  rayon  vecteur  correspondant  devient  parallèle  à  Taxe,  et  la  projac-^ 
tion  sur  ce  rayon  est  égale  à  la  projection  sur  Taxe  ;  ce  qui  explique 
pourquoi  dans  cette  courbe  la  sous-normale  est  constante. 

En  rapprochant  le  théorème  que  nous  avons  démontré  de  la  pro- 
priété qu'a  le  rayon  de  courbure  d'être  proporlio«inel  au  cube  de.  h 
normale,  on  trouve  que  le  produit 

'^^  rcos*/  =s  paramètre, 

r  et  i  désignant  le  rayon  de  courbure  et  Tangle  qu'il  fait  avec  le 
rayon  vecteur.  De  cette  formule ,  on  déduit  une  construction  géonié-^ 
trique  du  rayon  de  courbure  donnée  par  lif .  Ah^l  Transon  dans  le 
tome  premier  de  ce  journal. 
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SOLUTION  NOUVELLE 

D'un    Problème   d Analyse  y  relatif  aux  phénomènes 
thermo-mécan  iques  ; 

Pau  Joseph  LIOITVILLE. 

X  Présentée  k  TAcademie  des  Sciences  le  23  octobre  1837.) 


Ce  problème  qui  consiste  à  intégrer  Téquation 

de  telle  manière  que  Ton  ait 

u  =9  o    pour     JC  :s  0| 
JL  ^  hu  z=s  6    pour    jc  =  i , 

u  =  /(x)   pour    €  =  0,    depuis  a?=o  jusqu'à  a?=:  î, 

a  été  traité  déjà  de  deux  manières  différentes  par  M.  Dphamel^  dans 
son  second  mémoire  sur  les  Phénomènes  thermo-mécaniques  (^). 
L'auteur  a  d'abord  fait  usage  d'une  méthode  assez  4M>mpliquée^  mais 
très  ingénieuse ,  que  M.  Poisson  a  donnée  dans  ses  premières  recher^ 
ches  sur  la  théorie  de  la  chaleur.  Reprenant. ensuite  la  question  d'une 
autre  manière,  il  a,  dans  une  seconde  solution,  suivi  la  méthode  si 
connue  qui  consiste  à  représenter  la  valeur  complète  de  u  par  la 
somme  d'un  nombre  infini  de  termes  dont  chacun  satisfait  aux  trois 

(*)  Voyez  le  Journal  de  F  École  Polytechnique, 

SB- 
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premières  équations  et^  renferme  implicitement  une  constante  arbi* 
traire  9  ce  qui  permet  de  satisfaire  aussi  à  la  condition  us=:f[x) 
pour  /=so.  On  est  ainsi  conduit  à  développer  la  fonction  f(^x)  en  une 
série  de  la  forme 

f{x)  =  H.V.  +.H.V.  4- . .+  H.V.  +.  • . . 

H,,  H.,. .  .H.,, . . .  étant  des  constantes,  et  V,,  V.,. . .  Vg,. . .  •  de» 

fonctions  coqnues  de  x.  On  détermine  H«  en  multipliant  les  deux 
membres  de  Téquation  précédente  par  un  facteur  convenable  et  en  in- 
tégrant ensuite  entre  les  limites  x=io,  xz=:i,  de  manière  à  faire 
disparaître  tous  les  coefficients  H,,  H«f«  excepté  H..  M.  Duhamel 
semble  regarder  cette  détermination  de  H«  comme  offrant  la  difficulté 
principale  qu'il  avait  à  vaincre  pour  résoudre  le  problème  proposé. 
Mais  il  ne  s'est  occupé  ni  de  démontrer  la  convergence  de  là  série  dans 
laquelle  /{x)  se  développe,  ni  même  d'établir  d'une  manière  incon"- 
testable  que  cette  série  supposée  convergente  a  pour  somme  y*(jr),  du 
moins  entre  les  limites  jc.=  o,  jc=  i.  J'ai  donc  cru  pouvoir  re- 
prendre ici  le  problème  en  son  entier,  afin  d'en  donner  une  solution 
tout-à-fait  rigoureuse.  Cette  solution  du  reste  n'est  fondée  que  sur  dés 
principes  déjà  développés  dans  d'autres  mémoires  que  j'ai  publiés  seul 
ou  en  commun  avec  M.  Sturm  :  elle  servira,  je  l'espère,  à  ùire  re-* 
connaître  la  supériorité  de  nos  méthodes. 

I.  Soient  b,  h  deux  constantes,  a:  une  variable  indépendante  corn-* 
prise  entre  zéro  et  l'unité,  t  une  autre  variable  comprise  entre  o  et 
00 ,  et  /{x)  une  fonction  de  x  qui  ne  devienne  jamais  infinie  loi^qué 
X  croit  depuis  o  jusqu'à  i  :  par  la  nature  physique  du  problème  que 
nous  voulons  résoudre,  la  quantité  (Ii+  i)  est  essentiellement  posi-- 
tivc.On  propose  de  trouver  une  fonction  u  des  deux  variables  x,  t , 
qui  satisfasse  à  la  fois  à  l'équation  indéfinie 

et  aux  conditions  définies 

(a)  u  zsi  o    pour    o:  se  o, 
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(5)  ^  +  Att  =:  o    pour    X  zss  i, 

(4)  u  =  f{x)    pont     t=iO. 

La  fonction  k  qni  vérifie  les  quatre  équations  précédentes  est  tout-à- 
fait  déterminée ,  et  il  s'agit  d*en  trouver  la  valeur. 

2.  D'après  la  méthode  ordinairement  suivie  par  les  géomètres  pour 
rintégration  des  équations  différentielles  partielles,  nous  chercherons 
d'abord  une  valeur  de  u  qui  satisfasse  aux  équations  (i),  (a),  (3), 
mais  non  pas  à  Téquation  (4)*  A  cet  effet  nous  poserons 

r  étant  un  paramètre  inconnu  ^  et  Y  une  fonction  de  x  que  l'on  ob- 
tiendra en  intégrant  Téqualion  différentielle  du  second  ordre 

(5)  ?^  (V  H- *-x/;a:Vdr)  =  o, 
de  manière  à  satis&îre  aux  conditions  particulières 


(6)  V  ==  o    pour    X  ;=z  o, 

dx 


(7)  ë  -^  ^V  =  o    pour    a:  =  1. 


L'intégrale  /  '  xYd^é  étant  une  constante  que  Ton  peut  représcn-: 
ter  par  C,  Téquation  (5)  s'écrira  ainsi 

^  4.  r(V  4-  6'Ca:)  =  dj 

et  son  intégrale  compete  sera 

V  =  lLs\n{x\/r)  4..Bcos(a:V/r)  — **'Cr> 

A  et  B  désignant  deux  constantes  arbitraires. 

La  constante  B  est  nulle  en  vertu  de  l'équation  (6).  De  plu%on  doit 
avoir 

p^xydxz=zCx 
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or  si  l'on  développe  cette  condition  et  si  Ton  fait 

on  trouve 

Qaant  à  la  constante  A  qui  reste  arbitraire ,  nous  la  prendrons  égale 
à  -"F.  Ayant  donc 

nous  en  condnrons 

(8)  V ^^         . 

Il  importe  d'observer  que  cette  valeur  de  V  ne  devient  identiquement 
nulle  pour  aucune  valeur  déterminée  de  r,  tant  que  x  reste  indéter-> 
minée.  En  effet  si  le  paramètre  r  est  différent  de  zéro,  il  est  impos- 
lilble  que  la  fonction  transcendante  sin(x  \/r)  soit  égale  à  la  fonction 

algébrique  tfJCj  etsii»  paramètre  e^t  nyl  ^*°vf^^  g^  réduit  à  x, 

JL  se  réduit  è  57x3»  «t  l'oa  a  V  =  ^rx^  q'¥^n^té  qui  zi'est  pas 
identiquement  nulle* 

5.  En  différentiant  la  valeur  de  V  il  vient 

de  sorte  que^  pour  xx^x,  ob  obtieW 

V  sîn(t/r)  — i» 

^=^cos(v/r):^_^. 
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En  portant  ces  valeurs  dans  la  formule  (7),  on  aura  l'ëquation  à  la- 
quelle le  paramètre  r  doit  Satisfaire.  Cette  équation  sera 

Vr)  -  7--  -H  A.      ^^^        «  o, 


où 


(9)         e«(vî)+iM.^-îà+0=„. 

Nous  représenterons  toujours  par  «\[r)  roa  premiei^  nc^m^^  en  sorte 
que  l'on  aura 

^(r)  =  3 — I-  AV    pour    x  zss  î. 

L'équation  (9)  possède  une  infinité  de  racines ,  toutes  réelles^  posi^ 
fives  et  inégales  entre  elles.  Soient  r« ,  r.,  / .  .r. , .  • .  ces  racines  ran* 
gées  par  ordre  âe  grandeur  ^  r,  étant  la  plus  petite  :  en  faisant  dans  la 
fonction  V  successivement  r^zr^f  r:=:zr^^. .  .rzszr^,.  ..*  on  aura 
une  suite  de  fonctions  V, ,  Y»,  •  •  .V.i  •  • .  dont  chacune  fournira  une 
intégrale  particulière  de  Téquation  (i).  Avant  de  montret*  comment^ 
en  réunissant  ces  intégrales  particuKères,  on  forme  la  valeur  complète 
de  Uf  nous  allons  démontrer  les  propriétés  des  racines  de  Féquation 
(9)  dont  nous  venons  de  faire  mention. 

4.  Je  vais  prouver  d'abord  que  les  racines  réelles  de  Téquation  (9) 
ne  peuvent  jamais  être  négatives.  A  cet  effet  je  développe  ^(r)  en  série 
convergente.  On  à  par  fe6  formules  connues 

cos(v^)  =  I  —  ^  +  ^^  ^  etc., 

sîn(  V?)  =  V/r(r  -  ^  +  j^^  -  eic), 
et  (»r  suite 
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Cela  étaaty  il  vient 

*(r)  =  (.  +A)  -  sO  +  t)  +  jj:^^  +  5)  -.... 

~"    b*+3     U  ""  5  *  a.3  "•*  7*  3.3.4.5  "*'••/' 

Si  donc  il  y  avait  un«  racine  réelle  fit  négative  —  R  de  l'équation  (9)^ 
les  deux  sériies 

(.  +  »)+|(,  +  »)  +  -^  (,  +  *)  + 

(dans  lesquelles  on  a  représenté  par  7  le  rap]port  rrxi  V^  ^^*  ^  ') 
seraient  égales  entre  elles,  et  cela  ne  se  peut  puisqu'en  les  compa- 
rant terme  à  terme  on  trouve  que  chacun  des  termes  de  la  secopde 
série  est  plus  petit  que  le  terme  correspondant  de  la  première,  du 
moins  quand  le  coefficient  h  est  compris  (  comme  on  le  suppose)  entre 
-r-  I  et  +  op  . 

5.  Four  démontrer  en  second  lieu  que  les  racines  de  l'équation  (9) 
sont  toutes  réelles  et  inégales ,  il  faut  s'appuyer  sur  une  formule  dont 
.  nous  aurons  souvent  besoin  dans  la  suite. 

Désignons  par  V  ce  que  devient  la  valeur  (8)  de  V  lQrsqu*pn  y  rem- 
place r  par  une  indétermictée  /.  La  fonction  Y'  satisfera  au^  équa- 
tions (5),  (6),  et  l'on  aura 

g:H.;.(V'+^x/>V'^)=:=0, 

V  ==  o     pour    X  ^  o. 

Mais  l'équation  (7)  ne  sera  satisfaite  par  cette  même  fonction  que  dans 
le  cas  particulier  où  l'on  prendra  r^  =  une  des  racines  de  réqua* 
tion  (9),  ce  que  Ton  ne  fera  pas  d'abord.  Maintenant  je  multiplie  par 
les  facteurs  respectifs  V,  y '  les  deux  équations 
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r'  (V  +  b^xf^xV'dx)  =  -  ^' , 
r(V  +  b'xf^'xYdx)  =  -  g, 

après  quoi  je  les  retranche  et  j'intègre  entre  les  limites  xsso, 
xssi  t  ea  divisant  par  (r'  -—  r)  les  denx  membres  de  l'équation  à  la- 
quelle ce  calcul  conduit ,  et  nommant  Q  la  valenr  ^^  ^'  ^  '"  ^  '^ 
pour  x=iif  j'obtiens 

rVW'dx  +  b-rxWdxTxy'dx  =  JL., 

J  o  J  o  J  o  r  '^r 

Mais  r  ëtant  radne  de  rëquation  (9),  on  a,  pour  x:ss:i,  ^=— AV: 
on  a  ançsi  -^  H-  AV  =  «r  (/)  et  par  conséquent-^  =  0^(1^)-^  AV: 
la  valeur  de  Q  se  réduit  donc  à  — >  V^r  {r^,  ce  qui  donne 

y'         =:  —    J  ^         pour     or  SSS  I. 

Supposons  actuellement  que  /  soit  racine  de  Téquation  (9),  en  sorte 
que  Ton  ait  «r  (r^)  ^  o  :  on  trouvera 

si  les  racines  r,  r^  sont  inhales,  et 

Q  =  — V^^    pour    ar=i, 

si  elles  sont  égales  entre  elles.  Dans  le  premier  cas  il  viendra 

(10)  f'  WWor  +  *'//^Vd!ry^'  xTdx^  o, 

tandis  que  Ton  aura  dans  le  second 

Tome  II.  —  NoTBVBU  ifS3j,  Sj 
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V(i)  désignant  la  valeur  de  V  qui  répond  à  jc=:  i. 

D'après  un  raisonnement  connu ,  la  formule  (lo)  prouve  que  l'é- 
quation (9)  n'a  pas  de  racine  de  la  forme  A-+*/i*  V^"^'  •  Wi  eflFet  si 
cette  racine  existait,  la  racine  conjuguée  A  —  /fctV— i  existerait 
aussi  :  <m  pourrait  donc  prendre  rscA+f^X/ — i^  r'ssA— -/iav/— 1: 
en  posant  r  =  A+/t^V^ï,  V  prendra  la  forme  M  +  NV—i ,  M 
et  N  désignant  deux  quantité»  réelles  qui  ne  peuvent  être  à  la  fois 
identiquement  nulles  (tant  que  x  reste  indéterminée)  puisque  la 
fonction  V  est  en  général  différente  de  zéro  :  il  est  aisé  de  voir  que 
l'on  aura  de  même  y'=:M  —  N  V^— -1  :  par  suite  la  formule  (lo) 
nous  donnera  ce  résultat  absurde 

Donc  il  est  impossible  d'admettre  que  l'équation  (9)  ait  une  racine  de 

la  forme  A  +  At\/'— i  • 
Les  racines  réelles  de  cette  équation  sont  d'ailleurs  inégales  en  vertu 

de  la  formule  (i  i) ,  car  si  la  racine  r  était  multiple ,  la  dérivée  -—^ 

s'évanouirait  en  même  temps  que  4r(r)  et  le  second  membre  de  l'é- 
quation (11)  se  réduirait  à  zéro  tandis  que  le  premier  est  essentielle- 
ment positif* 

6.  Les  racines  de  l'équation  (9)  sont  donc  réelles^  positives  et  iné- 
gales entre  elles.  Pour  se  convaincre  que  le  nombre  de  ce»  vickies  est 
infini ,  il  suffit  de  mettre  l'équation  (9)  sous  la  forme 

^^  ^  y/r        ^       l/r    '    . 

puis  de  regarder  7^  comme  une  abscisse  variable  entre  les  limites  o  ^  qd  , 
et  de  construire  Les  deux  courbes  ayant  poror  éqoations  respectives 
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ces  deux  courbes  se  coupent  eu  un  nombre  infini  de  points  dont  les 
abscisses  réftAndent  aux  racines  de  Féquation  (g). 

Pour  deaumtrer  analjtiquement  le  même  théorème ,  faisons  rs=f *• 
l'ëquation  proposée  deviendra 

(12)  cosf  +  -p£  —  -^~  =  o; 

et  il  suffira  de  fconsidérer  les  valeurs  positives  de  f .  Maintenant 
soit  i  un  nombre  entier  et  positif  très  grand.  Si^  dans  le  premier 

membre  de  râ|uation  (19),  nous  faisons  f  ss(ai  +  i)>  —  p  P^^^ 

f  =(a£+  ï)r  +  7f  *«  terme  cosf  prendra   successivement  deux 

valeurs  égales  et  de  signes  contraires  dont  le  carré  sera  ^  :  les  autres 
termes  seront  très  petits.  Donc  le  premier  membre  de  Féquation  (ia) 
changera  de  signe  en  passant  d'une  de  ces  substitutions  à  l'autre ,  ce 
qui  exige  que  l'équation  proposée  ait  une  racine  comprise  entre  les 

deux  limites  (ai+^^  —  7  ,  (2/+  i)  ^  +  ?•    Cette  racine  est  du 

reste  unique;  car,  dans  le  cas  contraire,  il  faudrait  que  la  dérivée 
prise  par  rappoirt  à  p  de  la  fonction 

cosf  +  *iïi«  -  lit±2l 

devint  égale  à  zéro  une  ou  plusieurs  fois  lorsque  f  croit  depuis 
(aï H-  i)  -  —  2  j^u*à  (21  -f*  »)^  +  2  î  «t  cela  ne  se  peut  puis- 
que, dans  riotervdUe  dté^  tous  les  teintes  de  cette  dérivée  sont  très 
petits  à  l'exception  du  premier  —  sin  f  qui  ne  change  pas  de  signe  et 

conserve  toujours  une  valeur  numérique  supérieure  à  —  . 

En  augmentant  1  d'une  unité ,  on  verra  qu'une  seconde  racine  est 
comprise  entre  les  limites  (2/  -H  5)  -  —  j,    (21  +  5)  -  -j-  ^  j  une 

troisième  racine  existe  de  même  entre  les  limites  (21  +  5)  -  —  j , 

(2/  +  5)  ^  +  7  ,  et  ainsi  de  suite.  Mai»  il  n'en  existe  aucune  entre 

57., 
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(2i+r)l  +  f   et  Cai+  5)£  -  J,  entre  (a«  +  5jj  +  ?  et... 

(2^ -+-  5  )  -  —  jf  etc.,  comme  on  peut  s'en  convaincre  en  observant 

que,  dans  chacun  de  ces  intervalles,  le  terme  princip|Lcosf  du  premier 
membre  de  Téquation  (la)  ne  change  jamais  de  signe  et  a  toujours 

une  valent^  absolue  supérieure  à  — . 

7.    La  racine  f  comprise  entre  les  limites  (ai  ^-  i)î  —   7,.. 
(if  +  i)  ^  +1"  s'obtient  du  reste  sans  difficulté  puisque  si  Ton  pose 

réquation  {12),  savoir 

devient  # 

sin(a/+i)-sinff= ^ jJLI. 

a 
d'où  l'on  tire  à  très  peu  près 

(•5)       .  =  |, 

valeur  tfautant  plus  approchée  que  i  est  plus  grand.  On  pourrait  pous- 
ser plus  lom  l  approzimatioii  ;  mais  nous  nous  oontenteroos  d'obserrer 
que,  d'après  nos  calculs,  les  racines  p  très  grandes  sont  de  la  forme 

Ci4)        f  =  (a/-i-  t)i  +  -;, 

/désignant  un  nombre  entier  qui  croit  successivement  d'une  unité 
et  B,  une  fonction  de  l'indice  i  dont  la  valeur  absolue  ne  dépasse  ia- 
raws  un  certain  maximum  que  l'on  assignerait  Éicîlement  La  partie 
pnncipale  de  ces  racines  croit  proportionnellement  au  nombre  /d'où 
d  est  aisé  de  conclure  que  toutes  les  séries  dont  le  terme  général  est 
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\  ou^  sont  oonvei|;ente8 ,  si  "?  désigne  une  fonction  de  p  ou  de  i  oui 

ne  surpasse  jamais  un  certain  maximum  absolu  L,  indépendant  de 
l'indice  i. 

8.  Chacune  des  int^prales  particulières 

dans  lesquelles  V.  désigne  ce  que  devient  V  lorsqu'on  y  pose  rss:r^, 
satisfait  à  la  fois  aux  équations  (i),  (a),  (S).  Si  donc  on  désigne  par 
H||  Hft,  •  •  .Ha«  •  •  des  constantes  arbitraires  et  si  Ton  fait 

cette  valeur  de  u  vérifiera  aussi  les  équations  (1)9  (a)  »  (3).  Mais  pour 
qu'elle  vérifie  la  condition  (4)9  il  faudra  que  Ton  ait 

f{x)  =  H.V.  +  H.V.  +. .  •+  H.V.+  . . . . 

Il  s'agit  maintenant  de  savoir  si  (la  fonction  f{x)  étant  quelconque  ) 
on  peut,  par  une  détermination  convenable  des  constantes  H,,  H«, .  • . 
H., .  •  •  rendre  identique  cette  dernière  équation ,  du  moins  pour  des 
valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  i. 

D'abord,  si  Ton  admet  que  la  fonction  f{x)  puisse  se  développer 
sous  la  forme 

(i5)      f{x)  =  H,V.  +  HaV.  +...+  H.V.  +...., 

il  sera  fiadle  de  former  la  valeur  de  H..  On  se  servira  pour  cela  de  la 
formule  (10)  qui  peut  s'écrire  ainsi 

fo  ^(^'  +  **^/o'  ^V'dlr)  dx  ^o. 
On  a 

V'-f.  h'xf^  xW'dx  SB  ~  ^  =:  VPsm{x}/7)  : 
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la  formule  en  question  devient  donc 

Maintenant  multiplions  par  sin  (x  w^)  les  deux  membres  de  Téqua- 
tion  (i5)  et  intégrons  ensuite  entre  les  limites  x:=so,  ars=  i  :  il  est 
aisé  de  voir  qu'en  vertu  de  la  formule  (i6)  tous  les  coefficients  H. , 

H., disparaîtront  excepté  celui  qui  porte  l'indice  n,  de  sorte 

qu'il  restera  simplement 

foA^)  ^*^  (Wr'.)dx  =s  H.//V,  sîn  (x\/F.)dx, 
d'où  l'on  tire 

^f^'f(x)An{xy/F^)dx 

J      V,  sia  {a^r^  dx 
En  adoptant  cette  valeur  de  H.,  on  aura 


(» 


(V/  "f{x)  8in(a:  \/7,)dx) 
[   j    V.8in(Wr.>fe      ) 


et  par  conséquent, 

La  formule  (18)  renîferme  la  solution  complète  du  problème  que 
nous  vouUons  résoudre.  Bfais  eUe  se  déduit  de  la  formule  (17)  dont 
l'exactitude  jusqu'ici  n'est  pas  suffisamment  démontrée.  Nous  aUons 
donc  considérer  en  elle-même  la  série  placée  au  second  membre  de  la 
formule  (17).  Nous  représenterons  sa  valeur  par  F(x)  et  nous  prouve- 
rons i*.  que  la  série  F(x)  est  convergente,  a',  que  l'on  a  T(x)zx:/(a:) 
pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises  entre  o  et  i . 
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g.  Représeatons  par  T  le  terme  général  de  ta  série  F{x)^  ou, 
autrement  dit,  posons 

(sîn  px  —  «w:)/    fi^)  sin  fxdx 


r  sin  fx(sm  px  —  ax)dx 


f*  étant  une  quelconque  des  racines  de  Téquation  (9),  et  contentous- 
nous  de  considérer  les  valeurs  dep  très  grandes,  les  seules  dont  nous   ^ 
ayons  besoin  pour  constater  la  conyei^nce  de  la  série  2T  :  ces  va- 
leurs de  p  sont  de  la  forme 

comme  on  Ta  vu  n*  7  :  i  désigne  un  nombre  entier  qui  croit  successive- 
ment d'une  unité  et  Bj  nne  fonction  de  l'indice  i  qui  ne  dépasse  jamais 
un  certain  maximum  absolu  indépendant  de  L  Nous  désignerons  généra- 
lement par  les  lettres 't'yi^',  'Ir'',...,  les  fonctions  qui  jouissent  comme  B| 
delapropriétédontnousvenonsde parler. Toute  série  dont  le  terme  gé- 

néral  sera  de  la  forme  ^f  9  étant  un  nombre  >•  i ,  sera  convergente: 

il  en  résulte  qu'on  peut  au  numérateur  de  la  fraction  T  et  à  son  déno- 
minateur (dont  la  valeur  très  approchée  est  7  )  négliger  les  termes  de 

la  forme  -g,  car  ces  termes  ne  produisent  dans  la  série  ZT  qu'une 

partie  de  la  forme  Z  -^ ,  et  par  conséquent  ne  peuvent  en  aucune 

numièie  mnre  à  sa  convergence.  D'après  cela  ^  on  peut  d'abord 
faire    abstraction  des  termes  multiplia   par    « ,  car   en    rempla- 

çant  \/r  ou  p  par  sa  valeur,  on  trouve  que  cl  est  de  la  forme  -z;^.  De 

plus  rintégrale^ 'sin*  pordlr  étant  égale  à  i  — ïï^  se  réduit  à  i 
quand,  après  avoir  mis  pour  f  sa  valeur,  on  r^é^ig/à  lei  teriaes  ré^ 
ductiUea  à  la  fanne  p  Amsi  à  ces  teraies  près  on  a 

f\\npx{smpx^<ix)dx::^l. 
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La  valeur  simplifiée  de  T  est  donc 

T  =  a  m  pxj    f{x)  Binpxdx. 

On  peut  même  la  simplifier  encore  en  se  rappelant  que,  par  un  théorème 
dont  j'ai  donné  ailleurs  la  démonstration  (^),  l'intégrale  A  f{x)siXLfxdx 

est  de  la  forme  —  ou  j  :  on  peut  donc  négliger  le  produit  de  cette 
intégrale  par  la  partie  du  facteur 

sm  fx  I  égal  à  sm  ^ — ^^  <^     00$  -^  pf-  cos^— ^^ —  sm  -^ J 

qui  est  aussi  de  la  forme  -r,  ou,  ce  qui  reyient  au  même,  on  peut, 

hors  du  signe  /,  réduire  sin  f  ^r  à  sa  partie  principale  sin  t^*  ^"  O^Jg . 

de  plus  en  négligeant  sous  le  signe  f  des  term^  divisés  par  î%  on 
a  le  droit  de  remplacer 

sm  fx  par  sm  ^^ — —-  4-  -r-  cos  po?. 
Nous  aurons  ainsi 

T=38m       Y    Jo  /^^)C^^° T^ f-T  ^f^)dx. 

•D'après  cette  valeur  de  T^  la  série  ZT  se  décompose  en  deux  antres, 
savoir 

2arZj8in> 7^^/   /{^jcospxdx, 

La  première  de  ces  deux  séries  eA  convergente ,  comme  les  géomètres 
l'ont  démontré  depuis  long-temps ,  et  pour  constater  la  convergence  de 

(^)  f^<(y^  mon  troisième  mémoire  sur  le  dévehppemem  desfonetiiniê  au  par- 
ties de  Jonctions,  etc,,  page  {18  du  présent  yolume. 
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la  seconde  dont  tous  les  termes  sont  déjà  divisés  par  /,  il  suffit  d'ob- 

f(:F)  COS  fxdx  est  de  la  forme  -  ou  -r  , 

coDformément  k  ce  que  j'ai  fait  voir  dans  le  mémoire  cité  plus  haut. 

lo.  Pour  prouver  que  Ton  a  F(^)  =  /(x)  entre  les  limites  or  =  o, 
ar=  i^  reprenons  l'équation 


F(^)  =  2  { 


V«/ V(a:)sin  (x  \/r.)  dx 


/(;r)sin  (x  v/r.)  dx) 
V.  sin  (x  \/rn)dx      j 


Multiplions  par  sin  (a;  ^rn)dx  les  deux  membres  de  cette  équation, 
et  intégrons  ensuite  entre  les  limites  x  sszo,  x  =  i  •  En  vertu  de  la 
formule  (i6)  cette  intégration  fera  disparaître  tous  les  termes  du  se->' 
cond  membre  à  l'exception  d'un  seul  et  donnera 

J^  ¥{x)  sin  (x  s/ri)  dx  =/ ^  /(^)  sîn  (x  \/K)  dx , 

ou  bien 

/o"[F(^)  —  /(^)]  sîn  {x  s/rn)  dx  —  o. 

Mais  si  l'on  désigne  p^r  z  une  variable  indépendante  et  si  l'on  consi- 
dère la  fraction  *i5^ji_L    qui  est  fonction  de  2.  on  s'assure  aisé-* 

ment  (tant  que  x  reste  comprise  entre  o  et  i)  que  cette  fraction  est 
decomposable  en  une  infinité  de  fractions  simples  :  par  la  théorie 

connue  et  en  représentant  par  <tr'(r,)  la  dérivée  -^^  9  on  trouve 


l/î 


Soit  R  Iç  terme  général  de  la  série  placée  au  second  membre  de  l'équa** 
tion  que  nous  venons  d'écrire.  Nous  aurons 

j(  _       sm<jpi/r) 


(a-.r)^/rV(r)'' 
Tome  n.  —  Décembre  jÇS;.  59 
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r  désignant  unô  quelconque  des  racines  de  réqaatktti  (9).  Si  l'on  se 

borne  aux  racines  r  très  grandes ,  on  a ,  par  la  formule  du  n^  7, 

d'où  Ton  conclut  sans  difficulté  que  R  est  de  la  forme  ^  et  que  par 
consequent  la  série  SR  est  convergente.  Maintenant  il  yient 

siû( Wi)  =  ^«•(z)2  [      «°(^iffl       ], 

L'intégrale 

/„'CF(«-/(^]8in(«V^)^ 

est  doDC  égale  à 

v/i«-'(5'2  {(7i;;j7^;^)  •/o'|T(x)-/cx)]8m(xv^.)^}' 

et  chacun  des  termes  dont  elle  se  compose  est  égal  a  zéro.  Ainsi  Ton 
est  conduit  à  l'équation  générale 

et,  à  cause  de  l'indéterminée  z,  celle-ci  ne  peut  subsister  qu'autant 
que  Ton  a 

[F{x)  -^ /(x)']s\a(x^)dxssio  depuis   orssso  jusqu'à   xzsz  i  , 

ce  qui  donne  généralement 

(ao)      F{x)z=zf(x)    depuis    xs=o    jusqu'à    xsst  : 

toutefois  comme  le  facteur  sin  (a:  \/z)  est  nul  pour  ar  =  o,  il  pourra 
arriver  que  l'on  n'ait  pas  F(o)  =:f(p)  :  cette  dernière  équation  dont 
le  premier  membre  est  toujours  nid  ne  sera  vérifiée  que  si  la  quantité 
/(o)est  égale  à  zéro  9  ce  que  nous  admettons  effectivement. 
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11.  Pour  bien  voir:comin€iy:  Téqnaiion  (19)  eutraioe  1  equation  (26), 
il  suffit  de  donner  à  \/z  nne  valeur  de  la  forme  Z  V^-^i,  ce  qui 
transforme  le  sinus  de  œ  \/z  en  eiponentielles.  On  peut  aussi  rem- 
placer sin  {x  \/z)  par  la  s^rie  x  \/z ^-^  +  etc. ,  et  en  égalant  à 

zéro  le  coefficient  de  chacune  des  puissances  de  l'indétermiciée  z  dans 
l'équation  (19) ,  on  a  généralement 

(21)  r'x[F{x)  —  /{xyjx'^dx  =  o, 

q  étant  zéro  ou  un  nombre  entier  positif.  Or^  si  la  fonction 
j?[P(;r)«  y*(a:)]  n'est  pas  identiquement  nulle  depuis  xzsso  jusqu'à 
X'=s  I,  l'équation  (21)  ne  peut  pas  subsister  à  moins  que  cette 
fonction  ne  change  de.  signe  un  certain  nombre  m  de  fois  :  sans  cela 
en  effet  les  éléments  de  l'intégrale  placée  au  premier  membre  seraient 
tous  de  même  signe  et  ne  pourraient  avoir  zéro  pour  somme.  Soient 
donc  jr, ,  X, , . .  .a:„  les  m  valeurs  de  x  pour  lesquelles  F  (a:)  —  f(p^) 
change  de  signe  ;  et  représentons  par 

A  +  Bx*  -4-  Cx*  + +  JP*" 

le  développement  du  produit 

{x-  —  x\)  Gr*  —  xl). . .  .(x-  —  xl): 

Si  dans  Téquation  (21)  on  pose  successivement  q=^o,  9=1, . .  .q=sim, 
et  si  l'on  ajoute  entre  elles  toutes  les  équations  ainsi  obtenues,  après  les 
avoir  multipliées  par  les  facteurs  respectifs  A,  B,  etc. ,  on  aura 

f^a^(x)-fCx)]{x^^x])(x-xl)...(x--xl^)dx^o, 

équation  absurde,  puisque  la  quantité  placée  sous  le  /  ne  change 
jamais  de  signe  entre  les  limites  de  Tintégrale.  On  est  donc  obligé  de 
reconnaître  que  1  equation  (21)  donne 

x[F  (x)  —  /(jr)]  =  o  depuis  x=so  jusqu'à  xs=:  i . 

12.  U  nous  reste  enfin  à  montrer  que  la  série  placée  au  second 

58.. 
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membre  de  l'équation  (18)  est  cbnvergeate  pour  touie  valeur  positive 
de  t.  Adoptons  les  notations  du  n*  9  :  le  terme  général  de  la  série  dont 
nous  parlons  sera  Te'^f*^  :  de  plus  pour  établir  la  convergence  de  la 
série  ZTe*^*',   on]  pourra,  comme  on  J'a  vu  ci-dessus  dans  un  cas 

semblable,  négliger  les  termes  de  la  forme  ^  et  prendre  simplement 

T  =  2S\n  px  f  f{x)  finpxdx. 

La  valeur  numérique  de  T  qui  résulte  de  l'équation  que  je  viens  d'é- 
crire est  plus  petite  que  a/, ,  /,  étant  le  maximum  absolu  de  /(x)^ 
Par  conséquent  celle  de  Te^f"'  est  inférieure  a  2/^er^^K  Or  la  série 
qui  a  pour  terme  général  2f^er'f*^  est  évidemment  convergente  5 
donc  à  fortiori  la  série  ITe^f**  est  aussi  convergente* 
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jiji)WiiiiLiwvwtirnrirniT>(viiv*Tivr'i*^*^'ir'********''******''**'**'"*1" ■«•^■■«■■«■i^i 


NOTE 

Sur  t intégration  dun  sjrsthme  d équations  différentielles  du 
second  ordre,  entre  un  nombre  quelconque  de  variables  y 
analogues  à  celles  du  moui^ement  dun  point  libre  autour 
dun  centre  fixe,  sollicité  par  une  force  fonction  de  la 
distance  au  centre  / 

Pab  m.  BINE'T, 

Professeur  aa  CoU^e  de  France. 


fil  Le3  équations  dont  on  va  s^oceuper  ici  sont  de  k  forme 

d^ù         dR        d^9  _  dK        ^  _,  ^       p.^ 
■5F  ~  3û  '      W  ^  d^  '     dt-  —^  dx'    ^^^*  • 

w,  (;,  a:,. . .  sont  les  variables  principales  à  determiner  en  fonction 
de  /  j  R  estnne  fonction  de  la  quantité  r^  v/tt*H-i^+j:*4-y"+  etc. , 

dk         dKu     d^L  _  JRv 
en  sorte  que  ^  =  -i^p    5-  =  ôFr*  etc. 

Lorsque  leur  nombre  ne  surpasse  pas  tféis,  ces  équations  se  rap- 
portent au  mouvement  d'un  point  attiré  vers  un  centre  fixe,  par  une 

force  dont  Texpression  est  ^,  et  l'intégration  présente  peu  de  diflî- 

cultés ,  ainsi  qu'on  peut  le  voir  dans  plusieursr  traités  de  mécanique 
et  dans  un  mémoire  récent  de  M.  Poisson ,  pages  55 1  et  55^  du  second 
volume  de  ce  recueil.  Je  citerai  encore,  pour  son  élégance,  la  solution 
donnée  par  M.  Gabrio  Piola,  dans  un  mémœre  sur  la  Mécanique  ana- 
lytique couronné  en  i8a4  par  l'Académie  de  Turin.  Pour  le  cas  de 
trois  variables,  afind^achever  Tintégration ,  on  a  necours  orfinaîre- 
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ment  à  des  considerations  géométriques.  Je  suis  loin  de  blâmer  l'em- 
ploi de  ces  considérations  dansdes  gestions  de  Mécanique,  qui  ne 
sont  en  grande  partie  que  des  problèmes  de  Géométrie  :  les  résultats 
obtenus  y  trouvent  souvent  une  interprétation  naturelle  et  simple, 
et  l'analyse  y  puise,  par  fois,  defî  ressources  précieuses.  Mais  dès  que 
le  nombre  des  variables  principales  est  au-dessus  de  trois,  l'analyste 
ne  peut  plus  guère  compter  sur  les  seêcmrs  de  la  Géûmëtrie  propre» 
ment  dite*  Il  convient  alors  qu'il  6e  crée  une  nuirche  purement  a^é- 
brique.  Celle  que  nou&  aHoii&  suivre  pour  intégrer  les  équations  dont 
il  s'agit  conduit  à  ce  résultat  remarquable  que,  quelque  soit  le  nombre 
des  variables,  leurs  expressions  ne  dépendent  que  d'une  seule  fonction 
différentielle  de  la  variable  r  à  intégrer,  pour  chaque  forme  assignée 
à  la  fonction  R.  D'autres  voies  peuvent  fournir  le  même  résultat; 
mais  elles  m'ont  paru  présenter  une  assez  grande  complication,  lors^ 
que  le  nombre  des  variables  est  supérieur  à  trois. 

[2].   Considérons  donc  les  n  équations  différentielles  du   second 
ordre  de  la  forme 


(0 


di^   '^  dr7'      di'   ^   dr?'   ^^^*  » 


entre  les  n  quantités  u,  v,  x,jr^  etc.  et  la  variable  t. 
En  les  combinant  deux  à  deux,  on  formera,  par  l'élimination  de 

^ ,  des  équations  telles  que 

yd'u  —  ud^y  xd*u  —  ud'x 

—SF—  =  ^>     5? "=  ^'  ^<^- 

d'où  Ton  tire  les  intégrales  premières,  en  nombre  n.^^^  , 

ra'  ^^  zm/  sss  ûteistante, 
xu'  —  ua/  ssr  const. , 
x^ —  i^x'=3  const., 
etc.  ; 

selon  la  potation,  ordiuai^,  nous  avons  désigné^  pour   abréger. 
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dans  ces  formules,  par  i/,  V,  a?',  etc.  les  «[uantités  différentielles 
*'"    -     etc 
La  somme  de»  carrés  de  ces  équations  donnera 

(a)  (««'—  vi/fy  +  («11^—  ua^  +  ete.  -f-  (a«^—  w'/H"  etc-  =  A% 
A*  représentait  une  constante  peàtÎTe.  En  -verta  d'un  théorème  d'al- 
gèbre, on  sait  que  cette  somme  de  carrés  peut  être  mise  sous  la 
forme  | 

(tt•-|.,;^^<c•4.etc.X»''^-«^'^<«^'4«tc.)--(«M'+<'^^-t<«^^'^-«tc.)•=A^ 

En  multij^iant  respectivement  par  <fa,  rff,  ûëc...,  les   équations 

proposées  et  les  ajoutant ,  le   premier  membre    -^ 

sera  la  différentielle  de  '^'  +  «^' "t-^'+J^*-*- <'*°-^  et  le  second  mtem- 

bre  sera  aussi  .la  différentieUe  ^  cir  =  dR;  on  aura  donc  eu  inté- 
grant, et  prenant  B  pour  une  constante  arbitraire , 

^.  4.  v'*  4.  jc'»  H-  y  +  etc.  =  3(R-fB). 

Substituant  dans  le  premier  membre  de  l'équation  (2),  cette  valeur, 
et  pour  ti*  -h  P*  +  etc.  la  quantité  r*,  on  en  déduira 

(km'  +  w*  +  xx^  +  etc-)'  =  2r*(R  +  B)  —A*; 


rdr 


mais 


partant 
d'où  l'on  tire 

(5) 


j«/  4.  ,>(/  -f.  etc.  =  rr'  =  -^  ; 
î:;g^  =  af(R  +  B)-A«j 


de 


dt  = 


rdr 


De  la  même  é{aation  l'on  déduit  encore 

^  =  aR  +  aB-^; 


Digitized  by 


Cûogle 


46o  JOURNAL  DE  MATHÉMATIQUES 

ëtaat  différeatiée,  et  divisée  par  vir,  elle  devient 

€^r  «fll  j^  A* 

5=  "-  "a?  "*■  73' 

On  peut  à  l'aide  de  cette  formule  éliminer  jp  de  la  première  des 
équations  (i)  ;  elle  donnera,  après  avoir  été  mnltipliée  par  r, 

"3?  dF    ^"   "Pr    —  ^> 

mais 

rdu  —  ud^r  c=  d[nlu  —  u4r]  =  if  [^  '^^©1' 
Cette  équation  pourra  donc  être  mise  sous  la  forme 

ou   bien,  en  la  multipliant  par  p, 


AJ/l 


Elle  deviendra  {4us  simple  en  y  employant  une  variable  auxiliaire  9, 
telle  que 

...  r^  Ad^  Adr 

car  elle  se  change  en  celle-ci  ; 

djiuux  4.  îf  _  o 
dp  d^       *    r  ' 

dans  laquelle  -  peut  être  considéré  comme  une  variable  principale 
à  déterminer  en  fonction  de  ^»  On  aura  de  la  même  manière 

" — j-z —  -4*»  -  ss  o  •    -  - — .  V   •  -+".  T  ss  o  •  etc. 
dp*       ^    r  *  dp^       ^     r  ' 
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[3].  Ces  equations  8'iot^[rent  séparément^  et  en  désignant   par 

ëf  ^fëéf  ^éf  8ti9  ^119*  ••  des  constantes  arbitraires  en  nombre  2/1, 
on  aura 


^  =  g  cos  ^  +  A  sin  9 , 


(5)         /  r  =  Si  «os^  -+-  A/  sin  (p , 


r 

etc» 


De  l'équation  (5),  on  tire  par  Hntégration 

(6)  /  +  a  =  f  ^        "^^      — 

Le  second  membre  étant  une  fonction  de  r,  on  aura  par  cette  équation 
la  yaleut  de  r  en  fonction  de  t'^a.  L'intégration  de  la  formule  (4) 
donnera 


(7)  <P  +  ^  =/; 


Adr 


rV^ar(R+B)  — A»' 

au  moyen  de  laquelle  on  obtiendra  9  en  fonction  dé  r,  et  par  suite  en 
fonction  de  t  ^  a.  Ayant  ainsi  r  et  f  en  fonctions  de  ^  +  « ,  les 
équations  (5)  donneront  les  valeurs  des  n  variables  Up  i^,  x$  J'f*» 
en  fonctions  de  t-^a^  de  C,  de  A,  B,  et  des  an  constantes, 
g,  g/;  8t9*'  •  ^9  Kf  K'  *  *  *  j  c'est-à-dire  que  dans  ces  expressions 
il  entrera  211  +  4  arbitraires.  On  doit  en  conclure  qu'il  existe  entre 
ces  quantités  plusieurs  relations ,  car  le  problème  n'admet  que  :m  ar- 
bitraires. 

[4].  En  premier  lieu^  on  voit  que  la  constante  €  ne  fera  que  modi- 
fier les  arbitraires  g,  h,  g^,  h,,  etc.,  et  que  par  suite  on  peut 
n'y  avoir  aucun  égard  en  la  traitant  comme  déjà  comprise  dans 
ces  arbitraires*  Ainsi  le  nombre  des  constantes  ne  doit  plus  comp- 
ter  que  pour  an + 5.  De  l'équation  /*  =«■  -f- 1^*  -f-  ^  -f-^  4-  etc. , 

on  tire  i^t;  +  i?+  -:;4*  ^te.  :  substituant  les  valeurs  du  -• 
^,etc.,  donnéespar  les  équations  (6),  et  représentant  g*+g'-fg^+etc: 

ToflM  IL— Dicunu  1SI7.  Sg 
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par%%  gA-(-g^4.ete.,,}»r  Sgh.e^c,  on  «ara 

1  =  cos*^2g*  +  sin*^2A*  +  a  sin^  cos  ^2gA. 

Cette  équation  devant  avoir  lieu  pour  toute  talear  de  f ,  elle  en- 
traîne les  trois  suivantes  : 

(8)  1  =  2g%     1  =  2A%    o  =  2gA. 

Ces  égalités  limitent  les  3/1+^  arbitraires  qui  entrent  dans  les 
expressions  de  Uy  v^  x ^  jr, . .  en  fonctions  àt  la  variable  t,  k  2n 
constantes  indépendantes. 

Pour  satisfaire  à  ces  conditions^  on  pourra  donner  aux  arbi- 
traires g,  g^,  ggf  etc.,  h,  h^^  b^  etc.,  une  forme  particulière  que  nous 
allons  indiquer  pour  le  cas  de  quatre  variaibles  u,  if,  x,jr:  cet 
exemple  suffira  pour  faire  comprendre  un  mode  de  composition  qui 
s'étend  à  un  nombre  quelconque  de  quantités  g,  h  ,  etc.  «  etc. 
Nous  poserons  donc 

g  =  cos>,     g,  =  6in>cos>,,      g,,  =  sin>sin>,cos>^, 

ft/y=  afci>sîn>,sin>,;: 

quels  que  soient  bs  angles  y,  y^,  y^  qui,  sont  eu  nombre  4—  i  =  5^ 
on  a  manifestement 

r-Hg: +  g: +  g;=  1. 

On  poMHra 


h  =  cosn^     h,  =  sinucosn^,     h,^  =  sinnsin^f^cosii,^^ 

h^sss  sinnsînn^sinif^^, 

et  les  trois  nouvelles  arbitraires  n,^  \,  %  douueront ideutiquement 
aussi  2 A*  =  I  ;  il  ne  restera  plus  qu'à  satisfaire  à  F^ité  Xghzs^ji^^ 
ou  bien  à  l'équation, 

ossec08>  cos  H-sîn>  smircos>^  cosif^-f-stn>  sînn  sm  j^^sin  n,  cos^^^^cos  }i^ 

+sin>rsinif  sîn  j.^  sîn  n^  sîn^,,  sin  )j^^, 

laquelle  déterminera  un  des  angles^  par  exemple  y,  au  moyen  de» 
cinq  autres  3.,,  >,,,,  „,^^,,^ 
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Si 4e  nombre  deacÔMtaiitêB  gfgif*  eût  âëcinq,  on  les  eût  coin- 
poeëes  ainéi  arec  quatre  arbitraires  y,  >,,  y,^ ,  y,^,  : 

gsacoey,  g^n>cofl>,,  g^:s:m!iymiiyfi0By^g^j:^:à^ 

gr^ss:mnyàuy,mvy,finy,,,, 

et  de  même  pour  h,  h^,  etc.  Cette  manière  de  satisfaire  à  une  équa- 
tion de  la  forme  Zg*  =  i  a  quelque  analogie  avec  la  formule  que 
M.  Poisson  ^  donnée  dans  sa  Théorie  de  la  Chaleur  y  page  38. 
Les  ^m  quantités  g)  ST/»-:*  ^'  ^/9-«*  seront  donc  exprimées  au 
moyen  de  an  -—a  arUlraifW»  liées  entre  ellw  par  une  équation, 
^ui  réduit  le  nombre  des  constantes  iadépend«ntes  à  an  —  5  :  les 
constantes  a,  Af  B  complètent  le  nombre  %n. 

[5].  Nous  arons  Ceiit  voir  que  llntégration  des  équations  proposées 
entre  les  variables  n ,  s^  y  Xy...  dépend  des  deux  intégrales 


(6)  'H-"-/Va^(R^B>>A>- 

(7)  <>•+■«=/>;      ^ 


V«'(iL-f'^  — A"' 

Ces  deux  fonctions»  qui  semblent  indépendantes,  pearent  néanmoins 
être  ramenées  à  une  origine  commune.  En  effirt,  soit  S  une  fonction 
derteUeqne  * 

il  est  évident  que  l'on  aura  par  des  diffiSrentiations  partielles  : 

(9)  ^  +  «=S^       <>H-^=-S- 

[6].  Les  annules  que  nous  Teaons  cTexpoeer  montrent  que  les 
varid>le8  u,  ^^  x...  fournies  par  des  équations  de  la  forme 

^u  dR  u       rf*«»         éLv        . 

'd?  -^  7?  7^     ^dF  ^  IP?'    ^^^'' 

ne  dépendent  que  de  la  détermination  de  la  seule  intégrale  S,  et  de 

Sg.. 
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SCS  deux  différentielles  relatives  à  A  et  à  B.  Ces  diffârentîatioos  9  le 
plus  communément,  s'effectueront  sans  difficultés  et  sans  introduire 
de  transcendantes  supérieures  à  celles  dont  S  sera  composé:  nous 
disons  le  plus  communément  ^  car  il  7  a  des  cas  ou  cet  énoncé  ne  sera 
pas  exact,  et  où  le  calcul  de  la  différentielle  d*une  fonction  introduira 
des  fonctions  d'un  ordre  de  difficulté  ou  de  complication  autre  que 
celui  des  fonctions  différentiées. 

Des  recherches  sur  la  théorie  de  la  variation  des  arbitraires  dans  les 
questions  de  Mécanique,  appliquées  au  problème  d'un  point  attiré 

vers  un  centre  fixe  par  une*  force  j-,  m'avaient  conduit  aux  équa- 
tions (9)  pour  le  cas  de  trois  variables  u^v^  x  seulement.  Mais  il  me 
fut  facile  d'y  reconnaître  un  corollaire  d'une  proposition  générale 
énoncée  par  M.  Jacobi,  et  relative  à  llntégration  des  deux  équations 
du  mouvement  d'un  point  qui  doit  demeurer  dans  un  plan.  Ce  résul- 
tat reçoit  ici  une  extension  de  généralité  notable ,  en  ce  qu'il  s'ap- 
plique à  un  nombre  quelconque  d'équations  différentielles  du  second 
ordre  de  la  forme  particulière  dont  nous  nous  occupons. 

[7].  Nous  avons  trouvé  ci^-dessus  que  l'équation   ^  =  ^  •  -  se 
transforme  en  j-^f — a^^^J*^  F  ~  ^'  P^'  ^^^*  ^^*   ^'^  existe 

y     c'est*à-dire 

que  r  est  une  fonction  de  <  -f-  «t  déterminée  par  cette  équation  (6)  ; 
et  qu'en  employant  la  variable  auxiliaire  ^  dé  la  formule  (7),  la  même 
équation  devient 

J-  (tttr)     .     tt  _  ^ 

""^^         ''^ 
dont  l'intégrale  est 

tf  =  r\gcM^  4-  Asin^].  • 

Il  en  résulte  que  cette  dernière  équation  doit  être  considérée  comme 
llntégrale  générale  de  l'équation  ^  s=  —  ^  dans  laquelle  la  quantité 

^  sera  une  fonction  donnée  de  t  +»,  A  et  B.  Alors  g  ^\  h  seront 
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tes  deux    constantes    arbitraires  e:Kigées,  par  Tordre  de   l'équation. 

Afin  de  donner  un  exemple ,  nous  supposerons  R  =  —  et  Fëqaation 

à  intégrer  sera  -^  -f-  ^=:o ,  r  étant  donnée  eiiffonctîon  de  t  par  l'é- 
quation t'+-a:=z  i —  ^  —  Pour  rentrer  dans    des  for<- 

mules  usuelles ,  nous  écrirons  B  =  -nr  ~ ,  et  A*  =  wï^  (i  —  e*)  ; 
Téquation  d'où  dépend  r  sera  alors  t+ctz=r  i  ^  ^  -  .    On 

posera  ici^  à  l'ordinaire  ^ 

a  -^  r  msi  eu  C06*4^,      ou      r  ss  a(i  *-ecos4)> 

-^  étant  une  nouvelle  quantité  auxiliaire,  connue  des  géomètres  sous 
le  nom  d'anomalie,  excentrique  ,  dans  la  théorie  du  mouyement  el- 
liptique; de  là   il  suit  que 

t+az=J  ^^4.(1— ecos>|.),  ou  4— esin>^=(^4^)^«  ; 

équation  dont  on  devra  tirer  la  valeur  de  4  P<^ur  la  substituer  dans 
celles  de  r,  et  de  ^  exprimée  en  r.  Mais 

il  s'ensuit  que  tang|  =  ^i^i.tang^,  en  négligeant  la  cons- 
tante que  l'intégration  aurait  pu  introduire.  D'après  cette  formule, 
on.  aura 

mcA  — .  JSÎiiZLf    —  g  (cos  4^— c) 
^^  —  i»ecos4 ? ' 

sin^  s-ÏSiVIE? ann4s/7^^ 
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L'iatëgrak  de  l'équation  proposer  étaat 

u=z  r(gcos^  -f-  Asin^), 
pourra  encore  être  écrite  ainsi  : 

où  l'on  n'a  pins  qu'à  remplacer  4  p&r  sa  valeur  en  /.  Cette  substitu- 
tion exigerait  la  résolution  de  féquatîon 

4  —  «8in4  as  (t  +  m)  y/j , 

que  l'on  ne  peut  obtenir  que  par  la  voie  des  séries  et  sous  de  cer- 
taines conditions  timitatvre»  de  la  grandeor  d»  «.  StéannHMOB  on  ob- 
tiendra l'intégrale  ou  la  relation  cherchée  entre  e  et  la  fonction  u, 
de  ta  maûière  suivante.  Hemplaçotis  d'abord  les  constantes  g'  et  h 
par  deux  nouvelles .  arbitraires  y ,  n  telles  que  ag  =z  y  cosSi , 
ah  y/i  — c*  =K  j.  sin  >i  ;  et  par  suite  ,  nous  pourrons  écrire  ainsi 
l'équation  entre  4*  e^  ^  ' 

cos(4  —  n)  =  ecosïf  +  -. 
De  celled  oa  ûre 

4  =  >•   ■+•  arc^^coB  =»  -  H-  ccosA 

Cette  valeur  de  4  ^^^  ^^  l'équation  en  4  ^t  ^  lui  donne  cette 
autre  forme 

I  —  (--+-6C0filfY. 

Be  cette  égalité  il  sera  facile  de  fine  disparaître  la  fonction 

arc^cos  =  ^  +  ec08»J  en  l'iaolMt  dim  uiiiseid  membre,  puis  en 
prenant  lescosinus  des  deux  membres:  ce  résultat  sera  l'intégrale  gé- 
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nérale  de  l'équatiofi  diffiérentieUe  du  secoad  ordre  ^4.^=0, 
r  étant  une  fonction  4e  t  ibnnée  par.  les  formules 

dont  on  doit  éliminer  la  quantité  aaxiUBÎre  4  -  ^^  constantes  y  et  » 
seront  les  deux  arbitraires  de  Hutégralion. 

[8].  Nous  venons  de  trouver  l'intégrale  de  Téquation  linéaire  du 
second  ordre  ^  ss  ^  «  -^  x>ù  r  représente  une  fonction  de  t  dépen- 
dante de  la  resolution  de  l'équation 

(6)  ,  H- .  =y--^^^^^^  : 

dans  cette  dernière  formnle  la  ipMmtité  ▲'  sevible  devoir  être  essen- 
tiellement positive  pour  que  ^  ne  soit  pas  imaginaire.  L'équation  dif- 
férenlieUe  s'int^re  néaunMViis^  mm  ^tveç  tf9^\qp^  modificstioiip 
dans  la  forme  4es  résultats  ^  locsqw  la  formula  (Q  ^^*  remplacée 
par  la  suivante  où  i'cm  6iif|wwie  jB  qui  pent  être  compris  dans  R^ 

(60        t  +  M^r ^  ^    . 

En  effet,  de  celle-ci,  on  tire 

^  «p**  23X  -x*  ^  ; 

par  la  diffiérentiation,  et  après  avoir  4îvisé  par  ^ét,  ou  aura 

#r        A         A» 

a?  =  y  ~  P'- 

En  éliminant  «^  de  Téqoation  proposée,  è  faide  de  k  {Mréeédenter 

elle  deviendra 

dhi  ifr        à}     u 
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à  laquelle  on  donnera,  comme  d-deesus  (.),  la  forme 


>*      d  rr^d/u\n  u 

Âî  •  dt  LÀ  WJ  -"  ^  —  <>  ; 

ou  bien,  en  posant  encore    dç,  =  —  s=  —   ^^  . 

1  equation  se  change  en    -j~  —  -  =  o; 

alors  elle  a.  pour  intégrale 

r  ^  gc      +  he     , 

get  h  étant  deux  arbitraires,  e  la  base  hyperbolique; et^pianlité 
auxiliaire  9,  étant  donnée  par  T^lité  ^^ 


=/; 


Adr 


V^aj-R  +A«' 


On  serait  arrivé  au  même  résultat  eu  passant  du  réel  à  l'imaginaire 
dans  les  formules  du  cas  que  nous  avcNis  traité  en  premier  lieu,  et  où 
A*  avait  lesigne —  sons  leradical:  il  aurait  fidln  pour  cela  remplacer, 

dans  les  formules,  r  par  /V^,  R  par  R  V~T,  9  par^v/r-l , 
et  enfin  changer  sin  ((py/^U)  et  cos  (^  V^)  en  exponentielles 
réelles. 

On  ne  connaît  qu'un  petit  nomlnre  d'équations  différentielles  du 
second  ordre  intégrables.  J'ai  cru  devoir  appeler  Tattention  des  géo- 
mètres sur  l'équation  linéaire  ^  =  -^  «*  où  r  dépend  de  t  selon  la 

formule  t  z=^f—^^==,  parce  que  cette  classe  est  fort  étendue ,  R 

étant  une  fonction  indéterminée  de  r:  elle  comprend  l'équation  li- 
néaire à  coefficient  constant. 
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SOLUTION 

Uun  Problbtne  de  Probabilité  y  relatif  au  Jeu  de  rencontre; 

Par  E.  catalan, 

Aucieii  éleTC  de  l'École  Polytechnique. 


I .  Une  urne  contient  m  boules  marquées  a ,  b,  c ,d ^. . .,  que  Von 
tire  toutes  successivement^  pour  les  remettre  ensuite.  Quelle  est  la 
probabilité  que,  dans  deux  tirages  consécutifs ,  n  boules  sortiront 
dans  le  même  ordre  ? 

Supposons  que  l'on  fasse  le  premier  tirage,  et  qu'à  mesure  que  les 
boules  sortent  de  l'urne,  on  écrive  leurs  noms  sur  une  même  ligne; 
supposons  aussi  que  la  même  chose  ait  lieu  pour  le  second  tirage, 
et  que  la  seconde  ligne  soit  écrite  au-dessous  de  la  première.  On  ob- 
tiendra de  la  sorte,  deuK^ suites  composées  chacune  de  m  lettres,  et 
qui  seront  par  exemple  : 

1"  tirage g,  a.  A,  /,  i,  c,  e,  rf, (i) 

2'   tirage i,    l,  h,  g,  b,  d,  e,  f , (2) 

> 
J'appellerai  correspondance  la  rencontre,  au  même  rang,  àe  deux 

lettres  semblables:  ainsi,  les  lettres  b,  e  forment  deux  correspon- 
dances. 
'   La  question  revient  alors  à  celle-ci  : 

Quelle  est  la  probabilité  qu'en  écrivant  au  hasard  les  suites  (i)  et 
(2)  ^  composées  des  mêmes  lettres ,  on  obtiendra  n  correspondances  ? 

Écrivons  arbitrairement  la  première  ligne ^  puis,  pour  former  la 
seconde,  commençons  pat  faire  correspondre  n  lettres;  nous  devrons 
ensuite  écrire  les  autres  tu— /z  lettres,  de^manière  qu'elles  ne  présentent 

Tome  U.  —  DécsHsaB  1837.  V    60 
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aucane  correspondance  :  je  désigne  pour  un  instant  par  X.^^  le  nombre 
de  solutions  dont  cette  question  est  susceptible. 

Nous  aurons  alors ,  pour  n  correspondances  désignées ,  X..„  sys- 
tèmes. Et  comme  les  n  lettres ,  au  lieu  d'êtres  désignées ,  sont  quel- 
conques, le  nombre  X._„  doit  être  multiplié  par  le  nombre  des  com- 
biq^i&pns  de  m  lettres ,  prises  n  4  /»;  quantité  que  je  désignerai  par 

Ainsi ,  pour  un  arrangement  quelconque  des  lettres  de  la  première 
ligne,  il  y  en  a  C^^„  X  X«_„  des  lettres  de  la  seconde,  pour  les- 
quels n  lettres  correspondent.  De  pbis^  les  lettres  de  la  première  ligne 
pouvant  être  disposées  d'autant  de  manières  que  l'indique  le  nombre 
des  permutations  de  m  lettres,  prises  toutes  ensemble,  il  s'ensuit  que 
le  nombre  des  chances  finvorables  a  Févénement  demandé,  est 

^••Q,,««Xii^,^.  (5) 

Le  nombre  total  des  chances  est  éridemment  (P»)*  :  donc  la  probabî««* 
lité  cherchée  a  pour  expression 

p^  ^ ;  (4) 

ou  bkn ,  en  mettaat  pioui:  C^,  »  et  ¥^  leurs  valeurs  connues , 

X 

a.  Déterminons  X..^. 

En  remplaçant  m^-^n  par /a,  laque^on  peut  ètte  posée  de  cette 
manière: 

Les. ft  lettres  a,  b,  c^dj..,hy  i  étant  écrites  sur  une  même  lîgne^ 
trouver  de  combien  de  manières  ton  peut  former  une  seconde  Ugnede 
ces  mêmes  lettres  ^  avec  la  condition  qu'aucune  JteUes  rtoccupe  le 
même  rang  dans  ces  deux  lignes. 

Cette  quantité  sera  désignée  par  X#i. 

Supposons  cette  opération  déjà  effectuée  pour  les^  )tt— i  lettres 
ap  bp  Cf.hi  et  considérons  Tun  quelconque  de  ces  systèmes  : 

i-lip« a^hiC^...h,      1 

a*  liffi« g,d,a^...c.       i        ^' 
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Apportons  la  pu'  lettre  i  à  la  ftâ  de  chtKi|«i^  ligne;  pttis>  difM  la  se- 
conde, changeons  successivement  chacune  des  /jl-^i  lettrés  qui  y 
entrent,  en  1,  et  réciproquement. 

Il  est  visible  que  ikhis  obtiendrons  delà  sorte ,  /t^^-i  syatèmesi 
qui  feront  partie  des  X^  systèmes  demandés. 

Considérons  encore  dent  lignes  deft-^  t  lettres ,  parmi  lesquelles  il 
y  ait  I  correspondance  ;  par  exemple  : 

i~  ligne a,  6,  c,  dp... h  A  .  v 

a"   ligne a, /,  rf,  è,.,  .c.  ( 

Écrivons  la  fi'  lettre  i  à  la  fin  de  chaque  ligne;  puis,  dans  la  se- 
conde, changeons  i  en  a;  nous  aurons  encore  un  des  arrangements 
cherchés.  Nous  pourrons  fiiire  la  même  chose  poinr  dMCuiie  des  /«-^i 
lettres  a,  b,  c^.,  .h;  et  comme ,  pour  une  lettre  qui  correspond,  il 
en  reste  At  — a,  que  Ton  peut  înterverfir  d autant  de  manières  que 
l'indique  X^-a ,  il  s'ensuit  que 

X^«:(At— i)(X^-,  +  X^^).  (8; 

est  évident  que  X,  =  o,  et  X^^ss  i.  On  a  ensuite  Xs^ss  a.  1  sss  a , 
X,=  5(aH-i)=g,  X5r=4(9H-^)  =  44,  etc. 

On  voit  donc  que  hi  suite  des  termes  X,,  X^,  X3, .  •  .X^h^^,  ^ft-^ti 
^,...  forme  une  série  dans  laquelle  un  terme  quelconque  est  égtd  à 
lasemme  des  deux  précédents ,  muttipUée  par  le  rang  du  terme  qui 
précède  celui  que  Ton  cherche. 

5.  On  peut  transformer  k  formule  (6)  en  une  aatre  plus  aiiliple  : 
D'aboiti ,  pour  la  symétrie  du  calcul ,  posona  X,  se  i  r  cette  valeur 

satisfait  à  la  loi  générale ,  car  alors  X«  =  1  (X,  +  X«). 

Ensuite,  en  changeant  dans  b  formule  ci^iessus,  /a  en  /«*— *3, 

/bt— 4,. . .  et  supposant  II  pair  p  nôtis  aurons 


x^  S3  (a*  —  1  xx^^,  +  x^-^) ,  ' 

X^=  (yx^SXX^  +  X^), 

x/=3(i+X.), 
X.=  i(X.+  i). 


(9) 
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La  somme  de  toutes  ces  équations  est 

Changeant  fi  en  (ft  — i),  nons  aurons,  {/a —  i)  étant  impair^ 

X^-.  =  (a*  — a)X^, +.-..+ 5Xa  +  aX.+  iX.  ;       (ii) 

d'où 

x^  S3  ;^X^<^i  +  I- 

fi  étant  impair^  nous  obtiendrions  de  même 

X^   £=5  ftX^.i    —    I. 

La  formule  générale  est  donc 

X^  =  /tiX^-i  db  I ,  (la) 

en  prenant  le  signe  supérieur  si  /jl  est  pair. 

On  voit  donc,  que,  pour  obtenir  un  terme  quelconque,  il  suffît  de 
multiplier  son  rang  pur  le  terme  pr^édeut ,  et  dt ajouter  ou  de  retran- 
cher l'unité. 

La  valeur  de  X^  croit  très  rapidement  avec  ft  :  on  a  X,  =  o, 
X,=i,  X3=2,  X^=g,  X5=4/|,  Xe7=a65,  X,=i854,  X.=i4853, 
X^=i53  496,  X,.=i  554961,  X„=i4684570,  X„=i76ai484i, 
X,^=âago79a952,  X,4==:5ao7i  loi  049,  X.js^Si  066  615754,  etc. 

4*  Déterminons  le  terme  général  X^  seulement  en  fonction  de  fi. 
Enchangeant.dansréquatioD(i2)^  /x  en  /x<— i,  f«-T-a,%..  nous 
obtiendrons  les  /tt  -f*  >  équations^ 

X^    =  A^X^i  =fc  I, 
X^-i=  (At—  i)  X^,  qp  I , 

x;*=5x;i*iV >     (^5> 

X.  S7  aX,  +  I , 
X,  s=  I  X«  — -  I  ^ 
X,  s=  I. 


4,.^ 
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Maltij[diant  alors  la  a'  équation  par  ^^^  la  S""  par  ié(fi'—i)^  etc,  ; 
il  vient ,  en  ajoutant  les  produits  : 

— /i(/U l)...5.2+f£(AC—l)..  .5.3.1.     J       ^ 

Donc  X^  est  égal  à  la  différence  entre  le  nombre  des  permutations  de 
/jt,  lettres  prises  en  nombre  pair,  et  celui  des  permutations  de  ces 
mêmes  lettres  prises  en  nombre  impair. 

5.  La  valeur  de  X^  peut  se  mettre  sous  la  forme 

X<c=:  I.3.5...()U— -OacT  I— -H —  ' r-f-'^-^t ÎT"; T"    l05). 

La  série  entre  parenthèses  a  une  analogie  remarquable  avec  le  dé- 
veloppement de  la  base  des  logarithmes  népériens  :  on  sait  que  ce  dé- 
veloppement a  pour  valeur  la  limite  de  f*  +  -")  •  De  même ,  la  série 
ci-dessus  a  pour  valeur  la  somme  des  yu+  i  premiers  termes  du  dé- 
veloppement de  (i  —  ^  ,  après  qu'on  y  a  fait  n  infini. 

En  négligeant    les   puissances  supérieures   à  la  première^  on  a 

— ! —  ss  I  —  -  :  il  s'ensuit  qu'en  désignant  à  l'ordinaire  par  e  la  base 

'+S  "  . 

des  logarithmes  népériens,  la  série  ci-dessus  est  le  développement  de 

i  ,  limité  aux  yu  +  1  premiers  termes.  C'est  ce  qui  devient  évident  si 

l'on  prend  la  relation 

^=«+f+^+  7X1+ 06) 

et  si  l'on  y  pose  jc=s—  i. 

Q  s'ensuit  aussi  que  la  valeur  (imite  de  X^  est 

i.a,3.4,..CM— 1> 

ê '  («7) 

Comme  la  série  (i5)  est  très  convei^ente,  la  valeur  (17}  est  très  ap- 
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prochée^  dès  que  ft  dépasse  une  certaine  lîmttd,  <fai  n'est  pas  ékvee. 

En  faisant  le  calcul ,  on  trouve  que^  pour  ^  >^  iS , 

^  =  0,367  879  441  19....  fi8) 

Donc  aussi  ^  pour  /u>>  i3, 

X^  =  0,567  879  44^   Ï9X  t-3.5.,.(/u — i)/u.        (19) 

Enfin ,  si  Ton  met  pour  le  produit  des  /u  psemieis  nombres  naturels , 
sa  valeur  approchée,  on  aura ,  à  fort  peu  près, 

5.  Aevcnant  an  proUème  qui  fiût  Vohftt  dé  cette  note  >  noua  aurons, 
en  remplaçant  K^^n  par  sa  valeur ,  dans  la  formule  (5)  : 

'^~i.a.3...(ii— ipL'  "^  T  "^TTÎ"*'       i,a.3..(m— »— i)(m-.n)J'    (^') 

pour  l'expression  exacte  de  la  probabilité.  Lorsque  m-— 7t  dépasse  i3, 
la  valeur  tràs  approchée  est 


^  o>  367  879  441  19^  ,    . 


Prenons  ponr  exenple   msxao,    dss5^   m-«-n=i5;  les  for^ 
mules  (21)  ou  (aa)  donnent  également 

/>  S9  o,  oo5  o65  66a. 

6.  Cherchons  la  pn^biUté  que,  dans  les  deux  tirages,  aucune 
lettre  ne  sortira  au  même  rang.  Posant  nsso  dans  la  formule  (ai  j,  il 
vient  pour  la  probabilité  demandée , 

'^  i    *    1,2  i.a.3^«.(m — i)m  ^     ^ 

£t  ^  i7f  est  infini , 
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Telle  est  la  probabilîte  (pie,  dans  deux  series  des  mêmes  «.veMCoeDls 
indépendants  les  um  des  autres^  «t  en  oombce  ufiai^  «mua  érféne- 
ment  n'arrivera  dans  le  même  ordre. 

Si  de  i'unité  nous  retranchons  p',  nous  obtiendrons ,  pour  la  pro- 
babilité ^iVizi  moins  une  correspondance  dans  les  deux  tirages  successifs^ 


Cette  probabilité  est  celle  du  feu  de  rencontre,  qui  consiste  en 
eeci  : 

Deux  joueurs  ont  chacun  un  jeu  de  cartes,  complet;  chacun  d'eux 
tire  successivement  une  carte  de  son  jeu ,  jusqu'à  ce  que  la  même  carte 
sorte  en  même  temps,  des  deux  c6té8«  L'un  des  joueurs  parie  qu'il  y 
aura  [rencontre;  l'autre  parie  le  contraire.  Eu  supposant  le  nombre 
des  cartes  infini,  il  est  clair  que  la  probabilité  du  premier  est/>",  et 
celle  du  second ,  p\ 

On  a 

1^'  =s  o,633.  • . .     />'  =  o,568. . .  ; 

et  comme  ces  valeurs  sont  fort  approchées  lorsque  m  est  plus  grand 
que  i3,  il  s'ensuit  qu'on  peut  les  regarder  comme  exactes ,  même  pour 
un  jeu  de  Si  cartes  (^). 

7*  Le  problème  Q[)  présente  une  circonstance  assez- remarquable  : 
la  valeur  (n)  ne  Contient  en  dénominateur  que  la  variable  n.  Quant 
au  numérateur,  on  vient  de  voir  qu'aussitôt  que  m -^/t  dépasse  i3, 
il  reste,  à  fort  peu  près,,  constant.  Donc  aussi,  la  probabilité  demandée 
est,  presque  rigoureusement,  indépendante  du  nombre  de  boules  que 


(^  Le  problème  dont  je  m*occape  ici ,  m'avait  été  proposé,  il  y  a  plus  de  deux 
ans,  à  l'École  Polytechnique.  Ce  n'est  qu'aprè»  en  avoir  envoyé  la  s^Iutidn  à 
M.  Lion  ville ,  que  j'ai  appris  qu'Enter  s'était  occupé  du  problème  des  rencontres, 
quiest ,  commai^ir le  voie,  UBcas  taès  pariimlitr  an  mien. 

On  trouvera  la  solution  d'Euler  dans  les  Mémoires  de  V Académie  de  Berlin, 
année  r^Sr.  On  peima  eeusaMer  «usbI  le  Càkul  de0  Pr^abiUiés  è€  LafAsMce, 
p.  317  y  ^^1^  ^™^  ^^^  ^^'  Annales  de  MmMmadfms.  H  n'ai  en  cnnmitsance 
de  ioilt  eda  qiw  depui»  peu  de  t^mps. 
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contient  i'liroe  :  elle  dépend  seulement  de  la  quantité  de  boules  qui 
doivent  sortir  aux  mêmes  rangs ,  dans  les  deux  tirages. 

8.  Dans  la  formule  {22),  faisons  varier  n  de  o  k  m,  et  ajoutons 
tous  les  résultats  :  la  somme  est  évidemment  Tunité^  qui  est  le  sym*- 
bole  de  la  certitude.  Donc 

i-i+-ï ...± 7— ^ :.  (26) 

,    _  T^—J—il^ 1.2.3. ..  (m  — n)  V      / 

1.2.3. . .n 

Cette  équation  peut  se  mettre  sous  la  forme' 

+  I^O+T  +  ri+----^..»...(mZ:^)~-'- 

^"  i.a.3.4.  ..(m  — 1)  \    ^^1/         1.2.3  . ..  (m— i)m* 

Multipliant  les  deux  membres  par  i . a .5 . .  .(m  —i)m,  elle  devient 

1,2.3..  (m — i)m=li-\-m-+-m(m — 1)+..  .+in(wi— i)(m — a)...5.a.i] 
_™[,4.(TO-i)-K/n-i)(fn-a)+...-Hiii— i)(iifc— 2)...5.2.i] 

+«  '!î=-'[iH-(m-2)-t.(»n-2Xm-5)+...-H;'»-2X'»-5)...3.2.  i] 


=F?^-.-.;;r:Ê-r[> +!]=*=..  (.7) 

« 

Si  l'on  représente  par  S«  la  somme  des  nombres  de  permutations  de 
n  lettres^  prises  o  à  o^  i  à  i^  s  à  2,,. . .  n  k  n,  cette  équation  peut 
se  mettre  sous  la  forme 

1  •2.5, .  .(m-i)m=S« — C«^i.S«;.,+C„^,..S,„^— -  .•q=CM^i*Si;dbN  (a8) 

Uéquaftion  (27)  e&primeun  théorème  sur  les  nombres,  l'équation  (28) 
ain  théorème  sur  les  combinaisons. 

9.  Je  supposerai  maintenant  qu'au  lieu  d'extraire  toutes  les  boules 
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4e  Farne^  oa  o^en  tire  qu^un  nombre  t.  Le  problème  i  se  change  en 
cet  autre  I  pins  général  : 

Quelle  est  la  probabilité  que  ,  dans  deux  tirages  consécutifs  dune 
urne  cqntenant  m  boules  marquées  a,  b,  c,s .  •  h,  i,  dont  il  en  sort 
t  à  chaque  tirage^  n  lettres  sortiront  dans  le  même  ordre? 

En  sniyant  la  même  marche  <]ne  précédemment,  Ton  voit  que^ 
après  avoir  fait  correspondre  n  lettres  dans  nn  système  de  deux  lignes, 
il  reste  à  placer  dans  chacune  d'elles,  t^n  autres  lettres,  prises 
parmi  lesm-*-/i  restantes;  et  cela,  avec  la  condition  qu'il  ne  se  pré* 
sente  |5lus  attcune  correspondance*  Supposons  pour  un  instant  que 
cette  opération  a  été  effectuée  d6  toutes  les  manières  possibles,  et 
désignons  par  Y«.^^  «^^  le  nombre  des  systèmes  ainsi  obtenus. 

Actuellement,  les  n  lettres  correspondantes  pouvant  être  quelcon- 
ques, et  pouvant  occuper  /  places,  il  s'ensuit  que  le  nombre  ci^dessus 
doit  être  multiplié  par  Cs^..Pi.«.  Les  chances  favorables  à  l'événement 
demandé  sont  donc  en  nombre  Ca,ifP(.«-Y._.^«_«.  Le  nombre  des 
chances  possibles  est  (P^^)*«  La  probabilité  cherchée  a  donc  pour 
mpressiop 

• 

10.  Déterminons  Y..^^  f.«. 

En  remplaçant  m  —  n  par  fi  tX  i-^n  par  ât,  la  questîcm  revient  à 
ceci: 

De  combien  de  manières  peut^n  former  deux  lignes  composées  de 
a  lettres  j  prises  parmi  fi  lettres  damiées^  a^ec  la  condition  qu'aucune 
lettre  n^ occupe  le  même  rang  dans  les  deux  lignes?  Ce  nombre  sera 
•représenté  par  Y^,«« 

Soient  les  /jl  lettres  a^  by  c,  d.  ..g,  h.  Considérons  l'un  quelcon- 
que des  systèmes  de  deux  lignes  formées  seulement  de  a—  i  lettres, 
système  qui  p'a  aucune  con*espondance,  et  qui  sera,  pour  fixer  les 
idées  : 

g^  if  Uy  h  •  •  «  •  ef •  (3o) 

A  la  fin  de  chacune  de  ces  deux  -lignes,  apportons  Tune  quelconque 
4es jM  —  (ci-—  1)  lettres  qui  n'y  entrent  pas:  par  exemple,  g  pour  la 

TomelL^DtfcsMHB  1S37.  61 
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première^  et  c  pour  la  seconde.  Nous  aurons  alors  deux  lignes  de  tf 
lettres;  savoir 

^9  ff   h  *    •••  •   ^9  gf 

g,  if  a,  h  , . , ,  d,  c.  (5i) 

Il  est  visible  que  ce  système  sera  l'un  de  ceux  demandés  i  sauf  le  cas 
où  les  deux  lettres  introduites  seraient  seinblablçs  :  nous  reviendrons 
sur  cette  circonstance. 

En  n'en  tenant  pas  compte  ^  nous  voyons  que^  pour  un  système  de 
(dt—  i)  lettres  y  nous  en  obtenons  (^  —  *  H*  i)*  de  a  lettres.  Et 
comme  le  nombre  des  systèmes  de  â&  -«<  i  lettres  est  représenté  par 
Yy^,  a-! ,  celui  des  systèmes  de  a  lettres  le  sera  par  (ft— a-|-i)'.Y^,._x, 
•dont  il  faut  actuellement  i^trancher  le  nombre  àe%  Systèmes  composés 
de  lignes  terminées  par  uce  même  lettre. 

Or^  si  nous  avons  placé  une  même  lettre  a  à  la.  fin  de  deux  lignes 
de  A —  I  lettres,  c'est  parce  qu'elle  n'y  entrait  pas  encore  :  ces  deux 
lignes  peuvent  donc  être  considéi^ées  comme  composant  l'un  des 
systèmes  de  a  —  i  lettres ,  prises  seulement  parmi  les  ft  -r-  i  autres 
lettres  b,  c,  d,  ..  .k.  Donc,  parmi  les  systèmes  obtenus  tout-à-rheure, 
il  y  en  a  Y^—  ,,  *-i  terminés  par  a^a,  autant  par  b,  b,  etc.;  en  tout, 
ju.Y^-  ,,*_,  systèmes  à  rejeter.  Nous  avons  donc 

Y^,,=  (At  — a+i)*Y;,,.«,  — ft.Y^-,,.^,.         (32) 

1 1 .  Avant  d'aller  plus  loin ,  remarquons  que,  pour  1»  symétrie  des 
calculs,  on  peut  supposer  Y^^,o=Y^-i,  o=sr  :  car  alors,  en  fataanl 
a  =  I  dans  la  formule,  il  vient 

Y^,  ,  =;*•  — /A  =  /it(/^— i). 

Il  est  évident  en  effet  que,  si  chaque  ligne  ne  contient  qu'une  lettre, 
.  le  nombre  des  systèmes  est  égal  au  nombre  des  permutations  de  /u 
lettres,  prises  2  à  2. 

Maintenant ,  changeons  a  en  a-^i,a  —  2,  ....3,  2,  i,  nous 
obtiendrons  les  cl  équations 
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la,  «  ï=s  (|t  —a -f- 1)'  .■  ijKj x—i  "~"  A*  •  ^/«— »>  •— « > 

ï/t ,  «—I    =S   (^  — «  +  2)*  .  Yy»  ,  «_a   —  ;»  .  Y^_i,  ar-t, 

Yn,«— a  ^  (/U — «  +  5)*  •  Ttji,  *— 3  —  /*  .  I;tt—  I,  «  — 3>    \      /jjx 

»/«,«    ^     C«*  1)*  •   ';«,«   —  ^  .  Y/,_I  ,    I   , 

Multiplions  la  seconde  équation  par  (/u — *+0*»  la  troisième  par 
(/te  —  a  4-  0*  •  (a*  —  *  +  2)*,  etc. ,  puis  ajoutons.  Il  vient 

Y^,«a=(/t«./M— i./M—a...^— «+0*  — A«-  [Y/._T,«-.   ) 
+(yu-«+  i)%_,,.-,+C>*— a+  i)*(y«  —  *  +  a^Y/.-,,  .-3  \    (34) 

4-  ...+  (/*— «H- l)*.(ye«—«+  2)*....(yM— !)•]    ) 

Cette  é<]uation  aux  différences  finies,  est  plus  coniplic(uée  que  l'équa- 
tion (3a);  mais  elle  va  nous  conduire  facilement  à  l'expression  géné- 
rale de  Y^j». 

Four  cela,  posons  successivement  axsi,  3,  5,  ..  dans  cette 
équation,  et  dans  c^e  que  l'on  en  déduit  en  «faangeant  /u.  en  /u. —  i  ; 
nous  obtiendrons  : 

pour  «  =  I ,   Y;.,,  =/t*»  —f^,  Y^,i  =  ya(ya  —  i) 

et    Y^_,,,  =  (/^— i)[(^— i)— i], 

«à  3»   Y^.,==yl*»(/U— l)»--;«[(yM-*l)*— (/*— l)+(Ae-l)'] 
«/«•(;«— l)«  —  jte[2(jtt- l)»— (a*— 1)] 

on     Y^,aç=/*(;«— i)[/«(a«— 1)  — 2(;«--l)-f-l], 

Y^_,,,  s=  (a«— l)(^— ^2) [(*«— l)  (/*— 2)--2(^— 3)  +  ij, 

A  =  3,   Y^,3  =  /U*(yU— l)'(yU-2)*— /«[(/*— l)»0«*  — 3)' 
-a(y«-l)(,t*-3)'-HA*-0(/«-2)+(/«-l)»(/M-a) 
-  (a«— l)  (ye*- 3)'+ ()«*- 2)*(/«~  0*] 
=  /*•(;«— l)«(/*-3)*  —  ;u[5(^-l)'(^.- 2/ 
->.3(;tt~lX/«--2)'H-(;*-t)(/U-2) 

61.4 
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etc. 
La  loi  est  actoeDeinent  erideote,  ct  now  sommes  endroit  de  poter, 

_?(;«— ,X;«^3M;*-«H-i>+^-^.(/^3)...(/t—M-i)  \   (55) 

—  ...±^(^—«+1)^1]].       / 

Ea  em[JojaDt  les  mêmes  rebtions  que  ô-dessos,  cette  formule  peut 
se  mettre  sons  la  forme  plus  simple 


W 


L'int^^e  de  Téquation  (3a)  ajant  été  obtenue  par  voie  dlndac- 
tioD,  il  est  esseatiel  de  la  vérifier.  Pour  cela,  ch^o^^ns  d'abord  a 
en  «  —  I  dans  (36),  pois  yEtenfc— i  etaena— i;  nous  aarons 

^  •  •  •  ^F  ^— ■»  »  •  * /c  ■■'»a,  I  ^  I J  9 

— *  •  •  •  3=  C«.^yi  •  F^— «4.1^1  qp  I J. 

Maltiplions  la  première  de  ces  deux  éqoations  par  (ytt— -a+  1)*, 
pais  retranchons-en  la  seconde  mnltipliée  par  /a.  En  remarquant  que 
Ton  a  en  général ,  P. .sa: (m—  n+  i) .P.,.-.  et  P,,.=m. P«^,,.-,r 
nous  obtiendrons  d'abord 

(A^-A4-i)*.Y;^-^.-yU.Y^-,,»-.=:P^4P^.  -  (C,-,,.+  l)P^t,..r 


DiyilizuU 


tjy^crOO^r^*^ 


PURES  ET  APPLIQUEES.  48» 

Mais  l'on  sait  a-Qssi  que  C^+C..^.=  C.^...^  donc  le  second 
membre  devient 

expression  identique  avec  celle  que  nous  avons  trouvée  pour  y^,-- 

la.  Si  dans  la  formule  (55),  nous  posons  a»-*  =•  J^,  le  develop- 
pement  détiendra 

^i.2.3...(#-i)*v    /-A     f^^y       ^     ^+i/J    ; 

Comparant  cette  expression  avec  la  formule  (i5) ,  on  voit  que  si  flt=yu, 
Y^,;,  =  I  *!ï*5. .  •  (ju —  i)  -  At  .X;t ,  (58) 

ce  qui  est  d'ailleurs  évident. 

La  série  entre  parenthèse  est  très  convergente  :  car  ses  termes  dé- 
croissent plus  rapidement  que  ceux  du  développement  de  e-\  Si  <x, 
u  et  #sont  de  gratids  nombres,  on  pourra  remplacer  ce  développe- 
ment par  celui-ci  : 

qui  a  pour  valeur  e    ^     f"^  sss—. 

U  serait  peut-être  assez  difficile  de  déterminer  à  priori  le  degré  d'ap- 
proximation que  l'on  pourra  obtenir,  attendu  que  plus  on  avance 
dans  les  séries  (Sy)  et  (58) ,  et  plus  les  termes  du  même  ordi'e  diflfe- 
rent.  Dans  les  cas  où  la  série  (58)  pourra  être  employée  avec  avan- 
tage, on  aura  donc  pour  valeur  approchée  de  Y^  *, 
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i5.  En  mettant  dans  la  formule  (ag),  les  valeurs  des  lettres  qui  y 
entrent,  il  vient 

^        1.2.3...  «Xm(m — i)...(wi  —  /i+i)L  I   \  ^/    w/o^ 

+  n;0-0(-,-^)--]-  J 

OU  bien 


'^        1.2.3. .  .nX  »»(f7»— i)  ...  (m  — n+ i)    \  i  m — n 

-'  '    •  ■  •  '         "^^    •  •  •  •  I 

1.2     m  — n    m  —  n— i  / 


(4') 


lia  série  entre  parentheses  aa-f-is=^-— n+i  termes  t  le  dernier  a 
pour  expression 


t — n    t — n— I 


1 .2.3. .  .(I— «)  '  'w — n*  m — n — i  ***m— i+i       (to— iiX»w-«-i)..  .(»i-/+i)' 
i4*  Si  l'on  suppose  tsiz/i,  la  probabilité  devient 

P    ^^  jii(m^  1)  ....  (m  — n-f-i)*  ^'^^^ 

Il  est  évident  en  effet,  que  si  toutes  les  lettres  que  l'on  tire  de  lurne 
doivent  sortir  dans  le  même  ordre  aux  deux  tirages,  la  probabilité  a 

P 
pour  expression      "'"  . 

Enfin,  si  nous  supposons  /z=so,la  valeur  de /?  devient 
I r     ^  I  <  .    I    i  i^-i  I  i i^    t'-i 

m(m— i)...(l+i)  L         I  m  *  i.27n'iii-i       "'       i.2,S.  .f  m  *  m-i 


C'est  là  probabilité  du  jeu  de  rencontre ,  ea  supposant  que  Ton 
arrête  ce  jeu  au  ^''"f  coup. 
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Sur  la  Formule  de  Taylor; 
Par  J.  LIOUVILLE. 


Soit  f{x)  une  fonction  réelle  de  x,  dont  nous  représenterons  par 
f'(oc)^  f"(^)  9  etc.  les  dérivées  successives.  La  formule  de  Taylor 
consiste,  comme  On  sait^  dans  Téquation 

f(^^jr)^f(x)+^^fix)  +  ...-^^£-J'{x)  -4-R, 

dans  laquelle  R  désigne  le  reste  de  la  série.  Lagrange  a  trouvé  pour  ce 
resle  l'expression  suivante  : 

où  0  est  un  certain  nombre  positif,  plus  petit  que  lunité.  Et  il  s  en 
est  servi  pour  démontrer  (en  excluant  le  cas  particulier  où  f\x)r=zo)^ 
que,  pour  des  valeurs  de  y  suffisamment  petites,  la  valeur  numérique 

de  R  devient  inférieure  à  celle  du  terme  — ^ —  y*"  {x)  auquel  on 

s'arrête. 

Ce  théorème,  très  utile  dans  le  calcul  différentiel ,  peut  subsister 
encore  lors  même  que  la  dérivée  de  l'ordre  (/ï+  i)  devient  infinie  i 
et  il  y  a,  je  crois,  quelque  inconvénient  à  introduire  cette  dérivée 
dans  les  calculs.  Mais  il  est  aisé  d'en  éviter  l'emploi.  Eu  effet,  au 
lieu  de 
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on  peut  évidemment  poser 

pourvu  que  Ton  preaae  cette  fois 

Le  rapport  de   R  a  — ^ —  /"t-^)  se  trouvant  maiuteuant  égal  à 

on  comprend  sans  peine  dans  quels  cas^  pour  de  très  petites  valeurs 
de^,  ce  rapport  demeure  ^  i.  Cela  a  lieu  par  exemple  lorsque  la 
fonction  /'{x)  est  continue  pour  la  valeur  actuelle  de  jr  ;  et  même 
il  est  visible  qu'alors  on  rendra  le  rapport  dont  nous  parlons  infinî^p 
çient  petite   en  attribuant  à  j^  i^ne  valeur  infiniment  petite. 
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ERRATA. 


Page     i6  ^  ligne  la  ,  a«  iieii  de  Yé^pAixon^  Usez  à  Te'qnatioii 
aj  ,  3,  tfir  ficii  <£e  (x  — x)^  Usez  (j?— x)*» 

33,  ii.auUeudcJp,  Uiez^^ 

dx    ^  dx 

65 ,  a4  >  <ia  //eu  d!?  j^^  Usez  u 

70,  ai ,  au  Ueu  de  -f-  »  IrVes  dp 

HP 
3a  ,  5,  a»  /iffii  de  ef^  Usez  f 

79  ^  16 ,  ûu  iieii  ^c  (w  —  log^A ,  /«e»  (11  —  log^J 

,95,  1 3  et  1 5,  au  /iVtt  de  ^{Xyi)  y  en  dénominateur ^  lisez  ^{x^fc-^-t) 

1 07  y  i5  »  au  /fVic  ife  n'ëtant  plu»  de  degré  (n— - 1] ,  Usez  n'étant  plus 

que  de  degré  (#1—  i) 
lai  ,  8,  ail  lieu  de  devra  être  perpendiculaire  à  la^  Usez  devra 

rencontrer  la 
I  aa  ,  37  y  après  ce  moi  Vautre  ajoutez  c  la  normale  commune  en  a  aux 

deux  dents  se  confond  aussi  sensiblement,  dans  le  même 

cas,  avec  am  et  Aa 
laa,  39,  au  Ueu  de  dans  l'hypothèse  que  s,  /fies  dans  Thypothèse 

que  la  normale  commune 
i3a,  S,  au  Ueu  4le  x,  —  Hq  ,  Usez  x,  — Xo 

i36.y  La  demihre  ligne  doit  iire.écrile  comme  ceci:  f      XoXsd!ar:=o, 

/       X,Xsd:r=50,f       X,Xsd[r=o 

139,  6,  au  Ueu  de  (x'— i)*^  /we5(x*— i)» 

146,  li^j  au  Ueu  de  haberi| /iVez  habere 

en!  çn£ 

a56,  I  en  remont.,  au  lieu  de  a  ^  ,en  dénominateur  Usez  a  '^  —  i 

a6o,  8  au  Ueu  de  •— a^x,*"',  Usez  '--^a^^^* 

261 ,  4  ^^  remont.    au  Ueu  de  kg^i's^^i)^A$%  /iVex  A,^,eF(-i)^An^ 

a6a ,  5  et  6«n  remont.  au  lieu  de  k ,  Usez  A, 

a6a,  6  en  remont.  au  Ueu  <fc  j-^C**-*) ,  /««j^C*»-*) 

a65,  45  après  P+Q=naao  (mod.  p.),    ajoutez   quand 

h  sera  pair 
T91M  U.  —  D^cimi  1837.  6a 
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Page  a68,  ligne 

1  enKemobt. 

»7»r 

1» 

373, 

I  en  veinont» 

273, 

6  en  remont. 

274. 

4 

a8a. 

I 

aSa, 

7 

a83, 

arcl  3  en  rem 

385, 

3 

386, 

>9 

ag», 

4eareittont. 

317.  Celte 

page  c«t  la  p« 

«il  lieu  de  N%.| ,  fiiex  Na_, 
«K  /itftt  de  4»B ,  /Me«  «i^ 
au  lieu  de  aN'jk  9  l^scz  aN* 

au  lieu  de  de  deux,  lisez  den  deux 

au  lieu  de  Am?    S-^,  /tVex  Am  *  3— Q 

an  lieu  de  f^  lisez  p 
au  Ueu  de  IT,  lisez  B* 

an  lieu  de  io4-56tt-f04''*9  ^'^^'  6«+4'<*  (V.  le 
S  suiTant) 

DAière  du  cahier  de  aeptembre.  Les  sept  feaiUes 
q«i  cotDpoaent  ce  easier  aont  les  feuilles  4^*4^»  •  *  «47  ®^  n^i^  P^ 
42,439  •  •  .48  comme  on  Ta  imprime'  mal  à  propos  :  de  plus ,  il  y  a 
un  grand  nombre  de  iantes  dans  la  pagination.  En  indiquant  les- 
çorreetiotis  relatires  au  Mémoire  de  M.  Poisson,  nous  citerons  tou- 
jours les  n**  que  les  pages  devraient  porter,  mais  en  ayant  soin 
d'ajouter  entre  parenthèses  ceux  qu'on  leur  a  donnés  par  erreur. 
PagesSaS  (33t),  324,  33o  (338)  :  dans  Tes  équations  (7),  (8),  ^,  (i3) ,  le  signe 

de  I  doit  être  change. 

33o  (33Ô),  lignMt  OHlieuA^,  ^9  /iw  *,  ^ 

dy 

r  tdr 

r4 9  on  lieu  de l«— tas**» /  ■■'    r  ijH"  ,  lisez 


33o  (338), 
333, 


5,  au  lieu  de  -s.>~^>  ^*^* 


333, 


335, 
346, 
348, 
349. 
35i, 

36i, 
36i, 


VaSP?ai!î*^e* 


l/aRr'+aR/^-*** 


dr 


i'5,  tai  Keu  de  v — /=:  / — -      "        .i  j 


liseit 


7,  au  lieu  de  -*l-f"<>  to«  i+-i 
i^jj  au  lieu  dedDy  lisez  d^n^i] 
5,'  en  remont.,  au  Ueu  dek  ^xt  ^^^  A,,k 
3,  en  remont;,  iuilitu  den,  lisez  u 

5,aulieudeo(^J,lùez(^y 

1 1 ,  au  Ueu  de  Aa,3!SS'«-A3y«,  toe»  Ai,3^A3,»=— Bfr 
4}  en  remont,  awlieude  y,  lisez  ¥ 
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Pà^e  36a,  ligiiei   i  ,2,3  en  lemont.,  au  lieu  de  y,  lisez  v 

362 ,  6,  au  coeflKdent  de  u ,  ajoutez  — 6*(A*+C») 

363,  lif  aulieude  — a,, .(.••.)» ^^^  — «Sf«( ) 

363,  2,  en  remont.,  <ui  lieu  de  :i»(L'go8^.  , .  O^V,  /wez 

364,  i3,i4,i5,  au  lieu  deESL.Vi, VI,  liiez  eJ^H.eJ^Y,  ^f'I 

364,    ^         ^j^  rcmont. ,  au  UeUde  =— i  lisez  =  + 

364 ,  a  I  en  remont. ,  au  Heu  de  — siafcos^f ,  lisez  — sinf cos^ 

365,  lo,  ejffbcez^ 

365,  10  et  I  if  au  Heu  de  J^  Usez  c^J 

367  I  f  au  lieu  de  a«.i ,  lisez  Am^i 

367 ,  4f  ^'^  ^^^  ^  ^"*  '^^  ^" 

368 ,  a3 ,  ou  &'eii  </«  A'.,  »  /»es  A^^. 
37a  i4f  AU /leuife -»2ms-(^ 
37a  16,  iuï  Kéu  de  a",  Ksez  a^ 
4a8,  I  >4>6,  au  heu  de  D«,  lisez  D»., 

428,  if4>6,ii,ia,  âu/îeii<2eDau|.ii  liseztm 

a/i 
4a8,  16,  iprè»  ces  mois  et  à  -:^— ,  ajoutez  donc  auparavant  elles 

éUient  <-!^ 
C 
435 ,  Tt  ou  lieu  de  (îii—  i),  lisez  (»—  1) 

437  et  438,  au  lieu  de  panmètre,  Usez  panout  demi-paramèUre 

441 ,  1 2 ,  au  Bew  Je  -^       (  V+ft'x  /     xydx)y  lisez 

^  ^tr  Çr-V^'xj'^  xYdx) 
44g ,  ligne  dernière ,  ou  /îeu  de  Y' +6^x1     xYdx ,  /«ejr 

45i ,  ligne  17,  M  lieu  de  -,  fiJre*  jj- 


FIN  DtJ  DEUXIÈME  VOLUME. 


Digitized  by 


Google 


/•    ...V 


/ 


Digitized  by 


Google 


N, 


[ 


Digitized  by 


Google 


B  506772 

iMpllil 

3  9015  01234  4134 


Digitized  by 


Google 


Digitized  by 


Google 


